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Απολλώνιος 
 

Περιοδική έκδοση του Παραρτήματος Ν. Η-

μαθίας 

της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 

 
 
 
 
 

 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ ξεκίνησε τον Απρίλιο του 2003 με 
πρωτότυπα άρθρα και ασκήσεις που αφορούν στην 

ύλη του Λυκείου. Το δεύτερο τεύχος εκδόθηκε τον Ο-
κτώβριο του 2003, το τρίτο τεύχος τον Απρίλιο του 
2004, το τέταρτο τον Οκτώβριο του 2004 και το πέ-
μπτο τον Νοέμβριο του 2007. Η ανταπόκριση των ανα-
γνωστών υπήρξε θεαματική με αποτέλεσμα να δημιουρ-
γείται τεχνικό πρόβλημα εξαιτίας του όγκου των ερ-
γασιών και των ασκήσεων. Με ιδιαίτερη ικανοποίηση 
διαπιστώνουμε ότι και τα τέσσερα προηγούμενα τεύχη 
του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ έχουν ήδη εξαντληθεί. Η Σ.Ε. του Α-
ΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, ανταποκρινόμενη στην αγάπη και το ενδια-
φέρον των αναγνωστών του περιοδικού, κάνει ό,τι εί-
ναι δυνατό για να συνεχιστεί απρόσκοπτα η έκδοση 
του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 

Ο 

 
Συνάδελφοι, 

στηρίξτε τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ με την προβολή του και 
προώθησή του σε συναδέλφους και μαθητές σας. Η επι-
βίωση και η μακροζωία του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ εξαρτιέται από 
τη δική σας θετική ανταπόκριση. 

Σας ευχαριστούμε όλους και ευελπιστούμε στη συ-
νέχιση της συνεργασίας σας. 
 

Η Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
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ΕΙΔΗΣΕΙΣ,  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ,  ΝΕΑ 
ΑΠΟ ΤΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ 

 
 
 ΜΕ ΜΕΓΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΘΗΚΕ ΣΤΗ ΒΕΡΟΙΑ  

Η 9η ΒΑΛΚΑΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ ΓΙΑ ΝΕΟΥΣ 

Με τη συμμετοχή 10 χωρών και μιας παρατηρήτριας χώρας του Καζακστάν πραγ-
ματοποιήθηκε στη Βέροια η 9η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα για νέους 
(JBMO), από 20 μέχρι 26 Ιουνίου 2005. 

Οι χώρες που συμμετείχαν με εξαμελείς ομάδες ήσαν: 
1) Ελλάδα     6) Βοσνία – Ερζεγοβίνη 
2) Κύπρος     7) Τουρκία 
3) Ρουμανία     8) FYROM 
4) Βουλγαρία     9) Αλβανία 
5) Σερβία – Μαυροβούνιο   10) Μολδαβία 
και ανεπίσημα το Καζακστάν. 

Η διοργάνωση ξεκίνησε με την τελετή έναρξης που πραγματοποιήθηκε στο 
Χώρο Τεχνών της Βέροιας με την παρουσία εκπροσώπων των τοπικών αρχών. 
Στην τελετή έναρξης χαιρέτησαν εκ μέρους της Οργανωτικής Επιτροπής, ο Πρόε-
δρος του Παραρτήματος Ημαθίας της Ε.Μ.Ε Κώστας Παπαδόπουλος, ο Δήμαρχος 
της Βέροιας Χρ. Σκουμπόπουλος, ο Αντινομάρχης Ημαθίας Ορ. Σιδηρόπουλος, ο 
Γεν. Γραμματέας της Ε.Μ.Ε  Ι. Τυρλής, ενώ χαιρετισμό έστειλε ο Υπουργός Μακε-
δονίας - Θράκης Ν. Τσιαρτσιώνης. Μετά την παρουσίαση των ομάδων ακολούθη-
σε ένα πρόγραμμα παραδοσιακών χορών από το συγκρότημα του Συλλόγου Κρη-
τών Ημαθίας και το Λύκειο Ελληνίδων Βέροιας. 

Την Τετάρτη 22 Ιουνίου πραγματοποιήθηκε στις αίθουσες του 4ου Εν. Λυκείου 
Βέροιας ο διαγωνισμός, ο οποίος διήρκεσε 4,5 ώρες. Για την πραγματοποίηση του 
διαγωνισμού εργάσθηκαν εθελοντικά δεκάδες εκπαιδευτικοί όλων των ειδικοτήτων. 
Ακόμη πρέπει να τονισθεί ότι αρκετοί νέοι και νέες εργάσθηκαν εθελοντικά ως συ-
νοδοί των ομάδων, αλλά και ως μέλη διαφόρων επιτροπών. Όλους αυτούς τους 
ευχαριστεί ιδιαίτερα η Οργανωτική Επιτροπή. 

Την Παρασκευή ανακοινώθηκαν τα επίσημα αποτελέσματα σύμφωνα με τα 
οποία δόθηκαν 7 χρυσά, 13 αργυρά και 20 χάλκινα μετάλλια. Η χώρα μας πήρε 4 
χάλκινα μετάλλια και στην ανεπίσημη βαθμολογία κατέλαβε την 7η θέση. Ο μεγα-
λύτερος βαθμός ήταν το 31 με άριστα το 40. Τα θέματα χαρακτηρίστηκαν ως με-
γάλου βαθμού δυσκολίας. 

Την Παρασκευή και το Σάββατο οι αποστολές όλες καθώς επίσης και τα μέλη 
της Οργανωτικής Επιτροπής, Αρχηγοί και Υπαρχηγοί των ξένων ομάδων, επι-
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σκέφθηκαν τους αρχαιολογικούς χώρους της 
Βεργίνας, του Δίου Πιερίας καθώς και την πό-
λη της Νάουσας. 

Το Σάββατο, στο Χώρο Τεχνών της Βέ-
ροιας, πραγματοποιήθηκε η τελετή λήξης και 
η απονομή των μεταλλίων. Στην τελετή λή-
ξης, χαιρετισμούς απηύθυναν εκ μέρους της 
Οργανωτικής Επιτροπής ο Κώστας Παπα-
δόπουλος, Πρόεδρος του Παραρτήματος 
Ημαθίας της Ε.Μ.Ε., ο Α΄ Αντιπρόεδρος του 
Δ.Σ. Επίκουρος Καθηγητής του Πανεπιστή-
μιου Αθηνών Γ. Δημάκος καθώς επίσης και 
ο Πρόεδρος του Συμβουλίου Κριτών καθηγη-
τής του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων Θ. Μπό-
λης. 

Αξίζει να αναφέρουμε ότι από την Ελλη-
νική Ομάδα χάλκινα μετάλλια κατέκτησαν οι 
παρακάτω μαθητές: 1) Λεωνίδας Λαμπρό-
πουλος, 2) Ράπανος Νίκος, 3) Άλκηστη 
Μαυροειδή και 4) Ιωάννης Σεϊτανίδης. 

Ο Πρόεδρος του Παραρτήματος  
Ημαθίας Κ. Παπαδόπουλος στην  

τελετή έναρξης της 9ης Μαθηματικής 
Βαλκανιάδας για νέους. 

 

 

Η ελληνική εθνική ομάδα με την υπαρχηγό Χαρούλα Σαραφοπούλου. 
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Από την τελετή έναρξης στο Χώρο Τεχνών του Δήμου Βέροιας. 

 
Αρχηγός της Ελληνικής Ομάδας ήταν ο Δούναβης Αντώνης, ενώ υπαρχηγός 

ήταν η Σαραφοπούλου Χαρούλα. Εκτός από τους 4 μαθητές στην Ελληνική Ομάδα 
συμμετείχαν ακόμη οι: Παναγιώτης Καντιότος και Χρήστος Σαμόλης. 

Η τελετή λήξης έκλεισε με το χορευτικό συγκρότημα της Ευξείνου Λέσχης Βέ-
ροιας καθώς επίσης και με το συγκρότημα χάλκινων Αγ. Γεωργίου Γρεβενών. Με-
τά την τελετή λήξης ακολούθησε επίσημη δεξίωση στο Τουριστικό Περίπτερο της 
“Εληάς”. 

Η διοργάνωση απέσπασε τα εύσημα των συμμετεχόντων για την οργανωτική 
αρτιότητα και για το υψηλό επίπεδο φιλοξενίας. 

Για την επιτυχία της διοργάνωσης συνέβαλαν ως χορηγοί οι παρακάτω: 

 Νομαρχία Ημαθίας (μέγας χορηγός)  Εταιρεία Μπουτάρης 

 Υπουργείο Μακεδονίας - Θράκης  Εταιρεία VENUS 

 Εταιρεία ΑΛΜΜΕ  Δήμος Βέροιας 

 GOODY’S  ΚΕΔΚΕ 

 Περιφέρεια Κεντρικής Μακεδονίας 
 
 

 ΝΕΑ ΔΙΟΙΚΟΥΣΑ ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ 

Την Κυριακή 26 Φεβρουαρίου 2006, πραγματοποιήθηκε στο 4ο Λύκειο Βέροιας η 
Εκλογοαπολογιστική Συνέλευση του Παραρτήματος Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. Η συμμε-
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τοχή που ήταν ιδιαίτερα μαζική, έφτασε το 70% των εγγεγραμμένων Μαθηματικών 
στο Παράρτημα από την Ημαθία. 

Αφού εγκρίθηκαν ομόφωνα ο απολογισμός δράσης της απερχόμενης Δ.Ε. και 
ο οικονομικός απολογισμός, έγινε η εκλογή νέας Διοικούσας Επιτροπής και Εξελε-
γκτικής Επιτροπής.  

Η Διοικούσα Επιτροπή μετά τη συγκρότησή της σε σώμα έχει την παρακάτω 
σύνθεση. 
Πρόεδρος: Παπαδόπουλος Κων/νος 
Αντιπρόεδρος: Καρβουνάς Στέργιος 
Γ. Γραμματέας: Σαμόγλου Μανώλης 
Ειδ. Γραμματέας: Χονδρολίδης Δημήτριος 
Ταμίας: Σαραφοπούλου Χαρούλα 
Υπεύθυνος Βιβλιοθήκης: Ασβεστόπουλος Λευτέρης 
Υπεύθυνος Περιοδικών: Μπίκος Μιχάλης 

Για την εξελεγκτική επιτροπή Πρόεδρος εξελέγη ο Τρανίδης Μιχάλης και μέλη 
ο Αγγελίδης Θανάσης και ο Καμπουρίδης Γιάννης. 

 
 

 Η ΝΕΑ ΣΥΝΤΑΚΤΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΤΟΥ Α. 

Μετά από μια μεγάλη διακοπή λόγω οικονομικών προβλημάτων του Παραρ-
τήματος αποφασίστηκε η συνέχιση της έκδοσης του Α. 

Ευελπιστούμε ότι στο εξής η έκδοση του Α θα είναι απρόσκοπτη. 
Με την επανέκδοση του Α, διευρύνθηκε και η Συντακτική Επιτροπή με ανα-

γνωρισμένους και καταξιωμένους από το έργο τους συναδέλφους.  
Η νέα Συντακτική Επιτροπή του Α είναι: 

 Απλακίδης Γιάννης – φροντιστής στη Βέροια 

 Δεργιαδές Νίκος – Καθηγητής Μ.Ε στη Θεσσαλονίκη 

 Δόρτσιος Κώστας – Σχολικός σύμβουλος των Μαθηματικών σε Κοζάνη και Γρεβενά 

 Ζανταρίδης Νίκος – Φροντιστής στην Έδεσσα 

 Θαρραλίδης Λεωνίδας – Καθηγητής Μ.Ε στην Καστοριά 

 Θωμαΐδης Γιάννης – Πειραματικό Σχολείο Πανεπιστημίου Μακεδονίας 

 Ιωσηφίδης Νίκος – Φροντιστής στη Βέροια 

 Λιπορδέζης Σάκης – Φροντιστής στην Κομοτηνή 

 Μιχαηλίδου Γεωργία – Διευθύντρια Γυμνασίου Ν. Ημαθίας 

 Μπόλης Θεόδωρος – Καθηγητής Μαθηματικού Τμήματος Παν. Ιωαννίνων 

 Παπαδόπουλος Κων/νος – Καθηγητής Μ.Ε στη Βέροια 

 Παπαδόπουλος Μανώλης – Καθηγητής Μ.Ε στη Βέροια 

 Πούλος Ανδρέας – Καθηγητής Μ.Ε στη Θεσσαλονίκη 

 Φελλούρης Αργύρης – Καθηγητής του Ε.Μ.Π Αθηνών 
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Είναι βέβαιο ότι με τη νέα Σ.Ε ο Α θα καταξιωθεί ακόμη περισσότερο στη συ-
νείδηση των αναγνωστών του. 
 
 
 ΕΚΔΗΛΩΣΗ ΒΡΑΒΕΥΣΗΣ ΜΑΘΗΤΩΝ 

Σε μια πολύ ωραία και μαζική εκδήλωση, πραγματοποιήθηκε το Σάββατο 8 Απρι-
λίου 2006 στη Βέροια, στο ξενοδοχείο “ΑΙΓΕΣ”, η βράβευση των μαθητών που 
διακρίθηκαν στους μαθηματικούς διαγωνισμούς. 

Στην αρχή της εκδήλωσης, ο Πρόεδρος του παραρτήματος της Ε.Μ.Ε. Ημαθί-
ας κ. Κώστας Παπαδόπουλος, παρουσίασε τις δραστηριότητες του Παραρτήμα-
τος, τους μελλοντικούς του στόχους και 
ευχαρίστησε όλους τους χορηγούς που 
συνέβαλλαν στην επιτυχία της εκδήλωσης. 

Κεντρικός ομιλητής ήταν ο γνωστός 
μαθηματικός και συγγραφέας Απόστολος 
Δοξιάδης, με θέμα “ΙΣΤΟΡΙΕΣ ΑΓΝΩ-
ΣΤΩΝ: ΤΑ ΠΑΡΑΜΥΘΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑ-
ΤΙΚΩΝ”. Το θέμα είχε αναφορές στο τελευ-
ταίο Θεώρημα του Fermat και ο κ. Δοξιά-
δης, με αριστοτεχνικό τρόπο, το παρουσί-
ασε στο πολυπληθές ακροατήριο. Ο κ. 
Δοξιάδης μαζί με τον κ. Τεύκρο Μιχαηλίδη 
είναι από τους ιδρυτές του Ομίλου Μαθη-
ματικού Προβληματισμού “ΘΑΛΗΣ ΚΑΙ 
ΦΙΛΟΙ”, του οποίου βασικός σκοπός είναι 
η σύνδεση των Μαθηματικών με τη λογο-
τεχνία και η εκλαϊκευμένη προσέγγιση των 
Μαθηματικών μέσα από την μυθιστορημα-
τική αφήγηση. Ο κ. Δοξιάδης είναι ο συγ-
γραφέας του γνωστού και μεταφρασμένου 
σε πολλές γλώσσες βιβλίου “Ο ΘΕΙΟΣ ΠΕ-
ΤΡΟΣ ΚΑΙ Η ΕΙΚΑΣΙΑ ΤΟΥ GOLDBACH”. 

Ακολούθησαν οι βραβεύσεις των μαθητών που διακρίθηκαν στους μαθηματι-
κούς διαγωνισμούς “ΘΑΛΗΣ”, “ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ” και “ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ”. Μεγάλη ήταν η 
επιτυχία του μαθητή της Α΄ Λυκείου Βαφείδη Αναστασίου του Κων/νου, ο οποίος 
κατέκτησε ασημένιο μετάλλιο στην Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα “ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ” 
και έγινε μέλος της Εθνικής Ομάδας Μαθηματικών για νέους μέχρι 15,5 ετών. 

Ο Α. Δοξιάδης παρουσιάζει το θέμα της 
ομιλίας του. 

Στην εκδήλωση παραβρέθηκε ο Δήμαρχος Βέροιας κ. Χ. Σκουμπόπουλος, ο Αντι-
νομάρχης κ. Ο. Σιδηρόπουλος, ο Δήμαρχος Απ. Παύλου κ. Βαλαβάνης, Αντιδήμαρχοι, 
Δημοτικοί Σύμβουλοι, Στελέχη της Εκπαίδευσης, εκπρόσωποι επιστημονικών και μαζι-
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κών φορέων, εκπαιδευτικοί, γονείς και μαθητές. 
Μετά την βράβευση, ακολούθησε ο ετήσιος χορός της Ε.Μ.Ε. Ημαθίας, με τη 

συμμετοχή πολύ καλών μουσικών συγκροτημάτων, στον οποίο υπήρξε πολύ κέφι 
και ενθουσιασμός. 

 

ος  

 
 
 
 
 

Από την εκδήλωση  
βράβευσης. 
Από δεξιά ο Πρόεδρος 
του Παραρτήματος Κ. 
Παπαδόπουλος,  
ο κεντρικός ομιλητής  
Α. Δοξιάδης και ο Γ.Γ. 
του Παραρτήματ
Μ. Σαμόγλου. 

 
 

 ΧΟΡΗΓΙΕΣ ΣΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Δύο σημαντικές χορηγίες προς το Παράρτημα Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. πραγματο-
ποιήθηκαν μέσα στο 2006. Η μία χορηγία, 7.000 €, έγινε από τον ΟΠΑΠ Α.Ε. και η 
άλλη, 3000 €, από το Υπουργείο Μακεδονίας-Θράκης. Οι χορηγίες πραγματο-
ποιήθηκαν ως επιβράβευση της πολύπλευρης δράσης του Παραρτήματος. 

Ακόμη ο επιχειρηματίας Μανώλης Παπαοικονόμου δώρισε 85 τόμους των 
Πρακτικών του 20ου Συνέδριου που έγινε στη Βέροια σε όλα τα Δημοτικά Σχολεία 
και τα γραφεία Πρωτοβάθμιας Εκπαίδευσης, αγοράζοντάς τα από το Παράρτημα. 

Για όλες αυτές τις χορηγίες η Διοικούσα Επιτροπή εξέδωσε ευχαριστήριες επι-
στολές, ενώ θα τιμήσει σε ειδική εκδήλωση τους προαναφερθέντες χορηγούς. 
 
 
 ΚΟΠΗ ΠΙΤΑΣ 

Την Τρίτη 30 Ιανουαρίου 2007, η Μαθηματική Εταιρεία Ημαθίας έκοψε στα γραφεία 
της την Πρωτοχρονιάτικη πίτα. Στην πολύ ζεστή συνάντηση παραβρέθηκαν ο Αντι-
δήμαρχος Παιδείας του Δήμου Βέροιας κ. Α. Παπαστεργίου, ο Διευθυντής Δευτερο-
βάθμιας Εκπ/σης Ν. Ημαθίας κ. Ν. Ευαγγελόπουλος, ο αιρετός του ΠΥΣΔΕ Ημαθίας 
και Γυμνασιάρχης Βεργίνας κ. Γ. Σοφιανίδης, ο αναπληρωματικός αιρετός του Α-
ΠΥΣΔΕ Κ. Μακεδονίας κ. Σ. Ξενίδης, η Προϊσταμένη Υγείας κ. Ν. Σκεντερίδου, ο 
Διευθυντής του Γ. Λυκείου Μελίκης κ. Α. Τσιπρόπουλος, ο Διευθυντής του περιοδι-
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κού της Εταιρείας “Απολλώνιος” και Πρόεδρος της Ένωσης Φροντιστών Ν. Ημαθίας 
κ. Ν. Ιωσηφίδης και πολλοί Μαθηματικοί. 

Ο Πρόεδρος του Παραρτήματος κ. Κώστας Παπαδόπουλος παρουσίασε τον 
προγραμματισμό δράσης της Εταιρείας που μεταξύ άλλων περιλαμβάνει: 

α) τη διοργάνωση ημερίδας για την Ανάλυση μέσα στο Φλεβάρη  
β) την Τελετή Βράβευσης των διακριθέντων μαθητών της Ημαθίας και τον χο-

ρό της Ε.Μ.Ε. το Μάρτιο  
γ) την έκδοση του Περιοδικού “Απολλώνιος” μέσα στο Μάρτιο  
δ) τη διοργάνωση Καλοκαιρινού Μαθηματικού Σχολείου (Mathematical Sum-

mer School) για μαθητές από όλη την Ελλάδα  
ε) την δημιουργία από κοινού με το Δήμο της Βέροιας, της Μαθηματικής Βιβλι-

οθήκης  
στ) την πραγματοποίηση το Καλοκαίρι εκδρομής στο Μόναχο και τέλεσης Ε-

πιστημονικού μνημόσυνου στον τάφο του σπουδαίου Έλληνα Μαθηματικού 
Κων/νου Καραθεοδωρή  

ζ) τη στήριξη πρωτοβουλιών στα Γυμνάσια και Λύκεια όπως Λέσχες Ανάγνω-
σης, παρουσίαση εργασιών μαθητών με αναφορά στα μαθηματικά. 

Τυχερός της βραδιάς ήταν ο γνωστός Μαθηματικός και συγγραφέας από την 
Έδεσσα Νίκος Ζανταρίδης. 

Στη συνέχεια η Διοικούσα Επιτροπή Ημαθίας με ομόφωνη απόφασή της τίμη-
σε τον πρώην Γεν. Γραμματέα του Δήμου Βέροιας και Προϊστάμενο της ΤΕΔΚ Η-
μαθίας Απόστολο Ιωσηφίδη στον οποίο απονεμήθηκε τιμητική πλακέτα ενώ του 
αποδόθηκε ο τίτλος του Επίτιμου μέλους της Εταιρείας, για τη συνεργασία και τη 
στήριξη της δραστηριότητας που παρείχε στην Ε.Μ.Ε. τα τελευταία χρόνια. 

Η βραδιά τελείωσε με μουσική από το πολύ καλό συγκρότημα χάλκινων του 
4ου Γ.Λ. Βέροιας και κρασί, προσφορά της Οινοποιίας Μπουτάρη και του φίλου της 
Ε.Μ.Ε. διευθυντή της, Μάκη Ευφραιμίδη.  
 
 
 ΜΕ ΕΠΙΤΥΧΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΘΗΚΕ Η ΗΜΕΡΙΔΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

Με μεγάλη συμμετοχή Μαθηματικών, φοιτητών αλλά και μαθητών, πραγματοποιή-
θηκε στη Βέροια την Κυριακή 4 Μαρτίου 2007, στη Στέγη Γραμμάτων και Τεχνών η 
Ημερίδα Μαθηματικών με θέμα: “Η Μαθηματική Ανάλυση στη Γ΄ Λυκείου”. 

Η ημερίδα διοργανώθηκε από την Ε.Μ.Ε. Ημαθίας, το Σχολικό Σύμβουλο Μα-
θηματικών Θ. Κουφό και το Δήμο Βέροιας. Στην αρχή της ημερίδας ο πρόεδρος 
της Ε.Μ.Ε. Ημαθίας Κώστας Παπαδόπουλος αφού χαιρέτισε τους προσκεκλημέ-
νους παρουσίασε το πρόγραμμα εκδηλώσεων του Παραρτήματος μέχρι το καλο-
καίρι. Ακολούθως απηύθυναν χαιρετισμό ο Σχολικός Σύμβουλος Θ. Κουφός, ο 
Αντιδήμαρχος Παιδείας του Δήμου Βέροιας Στ. Παπαστεργίου και ο πρόεδρος του 
Νομαρχιακού Συμβουλίου Ημαθίας Γ. Μηνάς. Στην εκδήλωση παρέστησαν ο κα-
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θηγητής του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων και πρώην πρόεδρος της Ε.Μ.Ε. Θ. Μπό-
λης, ο Διευθυντής Δευτεροβάθμιας Εκπ/σης Ημαθίας Ν. Ευαγγελόπουλος, ο Αντι-
δήμαρχος Πολιτισμού Τηλ. Χατζηαθανασίου, ο πρόεδρος της Δημοτικής Επιχείρη-
σης Πολιτισμού δημοτικός σύμβουλος Γ. Κάκαρης. 

Τις εισηγήσεις τους παρουσίασαν κατά σειρά ο Γιάννης Θωμαΐδης, διδάκτορας 
Μαθηματικών και καθηγητής του Πειραματικού Σχολείου του Πανεπιστημίου Μα-
κεδονίας, ο Νίκος Ιωσηφίδης, μαθηματικός και διευθυντής του περιοδικού του πα-
ραρτήματος “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ”, ο Στέφανος Μπαλής, διδάκτορας των μαθηματικών 
και συγγραφέας, ο Ανδρέας Πετράκης, διδάκτορας των μαθηματικών και καθηγη-
τής του Τ.Ε.Ι. Δ. Μακεδονίας και ο Γιώργος Πολύζος διδάκτορας των μαθηματικών 
και πάρεδρος του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου. 

Μετά τις εισηγήσεις των ομιλητών επακολούθησαν ερωτήσεις και αναπτύχθη-
κε πλούσιος επιστημονικός διάλογος. 

 
 

 ΜΕ ΜΕΓΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΘΗΚΕ ΤΟ 1ο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ  
ΚΑΛΟΚΑΙΡΙΝΟ ΣΧΟΛΕΙΟ 

Το 1ο Μαθηματικό Καλοκαιρινό Σχολείο που πραγματοποιήθηκε στον Άγιο Νικό-
λαο της Νάουσας από 5 - 11 Αυγούστου 2007, ξεπέρασε σε επιτυχία τις προσδο-
κίες όλων. Αυτό μαρτυρούν οι εντυπώσεις και τα συναισθήματα των 130 μαθητών 
που ήρθαν από κάθε γωνιά της Ελλάδας, των εξαιρετικών δασκάλων που δίδαξαν 
αφιλοκερδώς, της Οργανωτικής Επιτροπής που εργάστηκε ακατάπαυστα όλες τις 
ώρες, των εθελοντών συνοδών και των διάφορων επιστημονικών ομάδων που στή-
ριξαν ολόψυχα τη διοργάνωση.  

Το 1ο Μαθηματικό Καλοκαιρινό Σχολείο, αποτελεί μία πρωτοπόρα δράση. Έ-
γραψε για μία εβδομάδα τη δική του ιστορία, συμβάλλοντας στην ανάπτυξη της 
Μαθηματικής Παιδείας του τόπου μας.  

Το βράδυ της Παρασκευής 10 Αυγούστου, έπεσε η αυλαία με την τελετή λήξης 
που έγινε στην μεγάλη αίθουσα συνεδριάσεων του Ξενοδοχείου “Βέρμιον” με την 
παρουσία των μαθητών, των γονέων τους, των δασκάλων, των μελών της Οργα-
νωτικής Επιτροπής και των προσκεκλημένων. 

Στην εναρκτήρια ομιλία του ο Πρόεδρος του Παραρτήματος Κων/νος Παπαδό-
πουλος, έδωσε με στοιχεία τη σύνθεση του σχολείου. Αναφέρθηκε στην ιδέα 
πραγματοποίησής του και τόνισε πως με τη μεγάλη επιτυχία που είχε το πρώτο 
καλοκαιρινό σχολείο, θεμελιώνεται ένας νέος θεσμός. 

Ακολούθησαν οι χαιρετισμοί από το Δήμαρχο της Νάουσας κ. Αναστάσιο Κα-
ραμπατζό, ο οποίος τιμήθηκε από τη Διοικούσα Επιτροπή με αναμνηστική πλακέ-
τα, από το Διευθυντή Εκπαιδευτικών Θεμάτων του Υπουργείου Μακεδονίας-Θράκης 
κ. Αναστάσιο Τασίου που τιμήθηκε επίσης με αναμνηστική πλακέτα και τον Πρόε-
δρο της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας καθηγητή κ. Νικόλαο Αλεξανδρή. Τους 
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χαιρετισμούς έκλεισε μαζί και την τελετή, ο Διευθυντής Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευ-
σης Ν. Ημαθίας κ. Νικόλαος Ευαγγελόπουλος. 
 

 
 

Στην τελετή λήξης παρεβρέθηκαν εκτός των ομιλητών οι Αντιδήμαρχοι Βέροιας 
κ. Δημήτριος Δάσκαλος, Νάουσας κ. Χρήστος Παππάς, η Μαριάνα Λουκά εκπρό-
σωπος του βουλευτή Ημαθίας της Ν. Δημοκρατίας κ. Μιχάλη Χαλκίδη, ο αιρετός 
του ΠΥΣΔΕ Ημαθίας και Γυμνασιάρχης του Γυμνασίου Βεργίνας κ. Γεώργιος Σο-
φιανίδης, ο Πρόεδρος του Συλλόγου Φίλων Κων/νου Καραθεωδορή από την Κο-
μοτηνή κ. Αθανάσιος Λιπορδέζης, ο Πρόεδρος του Παραρτήματος Θεσσαλονίκης 
της Ε.Μ.Ε. κ. Αθανάσιος Φυλάκης και άλλοι.  

 
Οι Μαθηματικοί που δίδαξαν στο Μαθηματικό Σχολείο είναι: 

1) Αποστολόπουλος Γεώργιος υπεύθυνος Μαθηματικών Διαγωνισμών Ν. Αιτωλο-
ακαρνανίας  
2) Βλάχου Αγγελική Μαθηματικός, Μέλος της Επιτροπής Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε.  
3) Ζανταρίδης Νίκος Μαθηματικός - Συγγραφέας  
4) Θωμαΐδης Γιάννης Δρ. Μαθηματικών, Πειραματικό Σχολείο Πανεπιστημίου Μα-
κεδονίας.  
5) Ιωσηφίδης Νίκος Μαθηματικός, Διευθυντής του περιοδικού “Απολλώνιος”.  
6) Κοντοκώστας Δημήτρης Δρ. Μαθηματικών, Διδάσκων Πανεπιστημίου Θεσσαλί-
ας και Τ.Ε.Ι. Λάρισας.  
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7) Μπόλης Θεόδωρος Καθηγητής Πανεπιστημίου Ιωαννίνων. 
8) Πούλος Ανδρέας Δρ. Μαθηματικών, Πειραματικό Σχολείο Α.Π.Θ.  
9) Ράππος Στράτος Δρ. Πανεπιστημίου Imperial College του Λονδίνου, Μέλος της 
Επιτροπής Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε.  
10) Σαραφοπούλου Χαρίκλεια Μαθηματικός, υπεύθυνη τμημάτων προετοιμασίας 
του Παραρτήματος Ημαθίας της Ε.Μ.Ε.  
11) Συγκελάκης Αλέξανδρος Μαθηματικός υπεύθυνος τμημάτων προετοιμασίας 
του Παραρτήματος Ηρακλείου της Ε.Μ.Ε.  
12) Τσαπακίδης Γιώργος Μαθηματικός - Συγγραφέας. 

 
Την Οργανωτική Επιτροπή αποτέλεσαν οι: 

1) Παπαδόπουλος Κων/νος Πρόεδρος του Παραρτήματος  
2) Καρβουνάς Στέργιος Αντιπρόεδρος του Παραρτήματος  
3) Σαμόγλου Μανώλης Γ. Γραμματέας του Παραρτήματος  
4) Μπίκος Μιχάλης μέλος της Δ.Ε.  
5) Ασβεστόπουλος Λευτέρης μέλος της Δ.Ε.  
6) Χονδρολίδης Δημήτριος μέλος της Δ.Ε.  
7) Σαραφοπούλου Χαρίκλεια μέλος της Δ.Ε.  
8) Ναζηρίδου Μυροφόρα Φιλόλογος  
9) Μαλαφέκας Αθανάσιος Μαθηματικός - Πληροφορικός  
10) Κουρμπετλή Αθηνά Φιλόλογος  
11) Σιώπης Κων/νος Μαθηματικός  
12) Πούλος Ανδρέας Μαθηματικός  
13) Θωμαΐδης Γιάννης Μαθηματικός  
14) Τζεδάκης Σοφοκλής Πληροφορικός. 

 
Την ομάδα των Γυμναστών αποτέλεσαν οι:  

1) Κιρμανίδης Χάρης  
2) Κουρμπετλή Ζηνοβία  
3) Μαραντίδου Ελένη  
4) Βαρθολομαίος Γιάννης  
5) Ταούλα Κατερίνα  
6) Σπανού Βάσω  
7) Σιπητάνος Δημήτρης υπεύθυνος Τέννις. 
 

Τη διοργάνωση στήριξαν με περιβαλλοντικές δραστηριότητες η υπεύθυνη αγω-
γής Υγείας της Διεύθυνσης Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης Ν. Ημαθίας Μαθηματικός 
κ. Νόπη Σκεντερίδου και η δασκάλα κ. Λουκίδου Μαρία. 

Τις βιωματικές δραστηριότητες στήριξαν οι κοινωνιολόγοι-ψυχολόγοι Αγαθαγγε-
λίδου Ευθυμία και Μπασιούρη Φανή. 
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Τέλος, χορούς δίδαξε στους μαθητές ο γνωστός χοροδιδάσκαλος και Διευθυ-
ντής του Γυμνασίου Ριζωμάτων κ. Γιάννης Τσαμήτρος. 

 
Οι χορηγοί που στήριξαν τη διοργάνωση ήταν:  

1) Υπουργείο Μακεδονίας - Θράκης  
2) Νομαρχία - Ημαθίας  
3) Δήμος Νάουσας  
4) ΟΠΑΠ Α.Ε.  
5) ALICO  
6) ΚΤΕΛ Ημαθίας  
7) ΣΙΔΗΚΑΤ Α.Ε. Τεχνική Εταιρεία. 
 

Τις δραστηριότητες του σχολείου προέβαλλε με πλάνα η ΕΡΤ -3 και τα αναμε-
τέδωσαν η Ε.Τ. και η ΝΕΤ. Η Διοικούσα Επιτροπή ευχαριστεί θερμά όσους συνέ-
βαλαν και στήριξαν τη λειτουργία του 1ου Μαθηματικού Καλοκαιρινού Σχολείου.  

 

 
 
 

Η συντακτική επιτροπή του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
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ΓΙΩΡΓΟΣ ΙΩΣΗΦΙΔΗΣ ΤΟΥ ΛΕΩΝΙΔΑ. 

ΜΙΑ ΜΕΓΑΛΗ ΑΠΩΛΕΙΑ ΓΙΑ ΤΟΝ Α. 

 
 
Ο Γιώργος Ιω-

σηφίδης γεννήθηκε τον 
Ιούλιο του 1954 στη Βέ-
ροια. Πατέρας του ήταν ο 
Λεωνίδας, επίσης μαθη-
ματικός, φροντιστής στη 
Βέροια. Μητέρα του ήταν 
η Μαριάνθη.  

Φοίτησε στο 3ο 
Δημοτικό σχολείο της 
Βέροιας και κατόπιν στο 
Γυμνάσιο αρρένων της 
Βέροιας. Τέλειωσε την 
ΣΤ΄ τάξη του Γυμνασίου 
το 1972, οπότε και εισή-
χθη στο Μαθηματικό 
τμήμα του Πανεπιστημίου των Ιωαννίνων. 

Μετά το πέρας των σπουδών του εργάστηκε ως φροντιστής στη Βέροια. 
Το 1997 διορίστηκε στο Δημόσιο όπου και εργάστηκε ως το 2005, οπό-

τε και σταμάτησε λόγω ασθενείας. 
Στις 27 Απριλίου 2006, υπέκυψε στην πάλη με την επάρατο νόσο, σε 

ηλικία 51 χρόνων. Τώρα αναπαύεται στο κοιμητήριο του χωριού του Ράχη της 
Βέροιας. 

 
Ο Γιώργος έχει δύο αδέλφια. Το Νίκο, μαθηματικό φροντιστή στη Βέ-

ροια (υπεύθυνο σύνταξης του Α) και την Κωνσταντία, λέκτορα στο Δημοκρίτειο 
Πανεπιστήμιο της Θράκης, συνεργάτιδα επίσης του Α. 

Ο Γιώργος άφησε δύο παιδιά. Τη Μαριάνθη, οικονομολόγο  και το Λε-
ωνίδα. Ο Λεωνίδας είναι επίσης μαθηματικός και συνεργάτης του Α. Η γυναίκα 
του είναι η Ασπασία Κακούλη. Άφησε επίσης ένα εγγονάκι, το Στράτο – Γιώρ-
γο, που γεννήθηκε λίγες μέρες πριν το θάνατό του. 

 
Στο παρελθόν, ο Γιώργος ήταν ενεργό μέλος  της Ε.Μ.Ε, κυρίως ως 

λύτης ασκήσεων (Δελτίον Ε.Μ.Ε). 
 



 ΓΙΩΡΓΟΣ ΙΩΣΗΦΙΔΗΣ ΤΟΥ ΛΕΩΝΙΔΑ - ΜΙΑ ΜΕΓΑΛΗ ΑΠΩΛΕΙΑ ΓΙΑ ΤΟΝ Α. 17 

Η προσφορά του Γιώργου στην Εκπαίδευση υπήρξε μεγάλη και διακρί-
νονταν από το ζήλο και την αφοσίωσή του σ’ αυτήν. Οι μαθητές του, τόσο στο 
φροντιστήριο, όσο και στο σχολείο τον αγάπησαν ιδιαίτερα. Είχε σπάνια μετα-
δοτικότητα και ήταν άδολος, επικοινωνιακός και ευχάριστος. 

 
Η Σ.Ε του Α εκφράζει τα θερμά της συλλυπητήρια στην οικογένεια και 

τους οικείους του και εύχεται να είναι ελαφρύ το χώμα που τον σκεπάζει. 
 
Για να τιμήσει τον εκλεκτό συνεργάτη του, ο Α θα συνεχίσει να φιλοξε-

νεί άρθρα και ασκήσεις του που δεν πρόλαβε να συμπεριλάβει στα προηγού-
μενα τεύχη. (Στο παρόν τεύχος δημοσιεύεται το 3ο μέρος του άρθρου του με 
τίτλο ΑΞΟΝΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ). 

 
Από τη Σ.Ε του Α 
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Στη μνήμη του Χάρη Βαφειάδη 
 
Γράφει ο Λεωνίδας Θαρραλίδης 

 
ΓΕΝΝΗΘΗΚΑ ΣΤΗ ΣΑΛΟΝΙΚΗ, ΝΑ ΔΩ ΤΟΥΣ ΠΟΙΗΤΕΣ 

ΠΡΟΛΑΒΑ ΕΓΩ… 
 

 
 
 Όσοι κατέβηκαν τα σκαλάκια του βιβλιοπωλείου της οδού Δέλλιου μετά το 
’93, ξέρουν ποιος ήταν ο Χάρης Βαφειάδης. Τον γνωρίζουν και οι σύντροφοί 
του στο κόμμα ή στο κίνημα των φαντάρων. Όπως επίσης και οι αμέτρητοι συ-
νομιλητές του στο τηλέφωνο – φροντιστές, εκπαιδευτικοί, στελέχη της εκπαί-
δευσης. Κανείς όμως δεν ξέρει ό λ ο  το Χάρη. (Και πώς να μάθουμε πια; Έφυ-
γε στη μέση της απόδειξης. Κι ίσως έκανε καλά. Το περιθώριο ήταν πολύ μικρό 
για να τον χωρέσει.) 

 Μπορεί να υποστηρίξει κανείς με αρκετά επιχειρήματα ότι απέτυχε σε ό,τι 
επιδίωξε: Δεν κατάφερε να δημιουργήσει ένα μόνιμο στέκι μαθηματικών που θα 
συζητούσαν καθημερινά στο βιβλιοπωλείο του – το οποίο όμως δημιούργησε 
γι’ αυτόν ακριβώς το λόγο. Δεν κατάφερε να αλλάξει τίποτα στη μαθηματική εκ-
παίδευση, παρά τις επίμονες παρεμβάσεις του από τις στήλες της «Μαθηματι-
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κής Παιδείας», του περιοδικού που εξέδιδε από το 1996 ως το 1999. Παρά τις 
συζητήσεις με απλούς καθηγητές αλλά και «σημαίνοντα» πρόσωπα της εκπαί-
δευσης της χώρας μας. Και φυσικά, δεν μπόρεσε να βγάλει πολλά χρήματα – 
αλλά αυτό δεν το προσπάθησε καν, θα μπορούσες να πεις πως μάλλον το 
απέφευγε. Έτσι, λοιπόν: Σαν «τους ποιητές άδοξοι πού’ ναι» του Καρυωτάκη, 
σαν τα «κορίτσια της συγγνώμης» των Κατσιμιχαίων, σαν τους αθλητές που 
θυσίασαν τα νιάτα τους αλλά πουθενά δε διακρίθηκαν!  

 Αλλά τότε γιατί τόσα δάκρυα στην κηδεία του; Από πού μαζεύτηκε όλο αυτό 
το ετερόκλητο κοινό (μαθητές, καθηγητές, πελάτες, παλιοί φίλοι) με την ειλικρι-
νή θλίψη, ίσως και λίγη ενοχή για τα αισθήματα του νεκρού, τα «τόσο λίγο εκτι-
μηθέντα»; (Να μην ξεχνάμε. Είμαστε στη μέση του καλοκαιριού. 6 Αυγούστου 
2006. Με ελαφρά ρούχα και ιδρωμένα μπλουζάκια.) 

 Είναι δύσκολο σε αυτή τη μπερδεμένη εποχή με τις εξίσου μπερδεμένες 
αξίες ή «αξίες» να κάνει κανείς αποτίμηση για οτιδήποτε. Αλλά ο Χάρης δεν 
ήταν άνθρωπος αυτής της εποχής. Ας δούμε, λοιπόν, τι πρόλαβε να κάνει: 

1. Στέγασε εκδοτικά τον Θ. Καζαντζή, σε μία εποχή που κανένας δεν είχε 
την τόλμη να αποδεχτεί την ευφυΐα του. 

2. Εξέδωσε, εκτός των ποιοτικών φροντιστηριακών, και μερικά πρωτότυ-
πα βιβλία ελλήνων συγγραφέων (πχ. Επίπεδες Καμπύλες του κ. Ζώη, 
Αριθμοί και Άλλα του κ. Αγάπη κλπ.), στηρίζοντας την καλή ελληνική 
παραγωγή, ενώ ήταν σίγουρος ότι εμπορικά θα αποτύγχανε. 

3. Άνοιξε δρόμο για τη δημιουργία ποιοτικών μαθηματικών περιοδικών 
πανελλήνιας εμβέλειας, στηριγμένων σε συλλογικές προσπάθειες και 
όχι σε ατομικές (όπως ο Θεαίτητος του κ. Μαραγκάκη ή η Υπατία του κ. 
Μιντεκίδη) που, μοιραία, έχουν μικρή διάρκεια. 

4. Έριξε στον –ανύπαρκτο– δημόσιο διάλογο για την παιδεία καμιά εικο-
σαριά ιδέες, απλές και ταυτόχρονα προωθημένες. Όλες επίκαιρες, ακό-
μη και σήμερα.  

5. Δίδαξε έναν μοναδικό συνδυασμό ήθους, ανιδιοτελούς προσφοράς αλ-
λά και απροκατάληπτου ρεαλισμού. Η τέχνη του εφικτού, όπως θα λέ-
γαμε για τους πολιτικούς, πλην όμως εδώ μιλάμε πραγματικά για την 
τέχνη του εφικτού. Με λίγα λόγια, ένας άνθρωπος βαθιά ηθικός, που 
τίμησε όλες τις κλασικές αξίες και προπαντός αυτήν της φιλίας. 

 Τέλος εποχής, τελικά. Ο Χάρης έφυγε – μόνοι μας τώρα. Ήταν σχεδόν ανα-
μενόμενο ότι σε έναν τόσο άδικο κόσμο, ένας αξιοπρεπής και τίμιος άνθρωπος 
θα βίωνε έναν ατιμωτικό αλλά εξίσου αξιοπρεπή θάνατο. Θα τον θυμόμαστε 
μέσα στην γεωμετρία του, σε αυτόν τον τόσο δομημένο κι αγαπημένο κόσμο 
του. Στη γεωμετρία του, της οποίας υπήρξε εραστής αγνός. Να η λέξη που 
έψαχνα τόση ώρα. Α γ ν ό ς ! 
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Ευκλείδης 
 

 Ιωσηφίδου Κωνσταντία 
 Πολ. Μηχανικός, Λέκτορας 

Δ.Π.Θ. 
 

 

 

Οι αρχαίοι Έλληνες ασχολήθηκαν ιδιαίτερα με τα μαθη-
ματικά, πιστεύοντας ότι αυτά «…αφυπνίζουν την έμφυτη 
γνώση μας, ξυπνούν τη διανόησή μας οξύνουν την κατα-
νόηση, φέρνουν στο φως τις έννοιες που ανήκουν στοι-
χειωδώς σε μας, παίρνουν τη λησμονιά και την άγνοια 
που έχουμε από τη γέννηση, μας κάνουν ελεύθερους 
από τα δεσμά του παραλόγου. και όλα αυτά με την εύ-
νοια του Θεού, που είναι αληθινά Κύριος αυτής της επι-
στήμης…» (Πρόκλος). 

 

Σύμφωνα με τον Ιταλό μα-
θηματικό και ιστορικό Gino Loria 
(1854-1928), ο μεγαλύτερος μαθη-
ματικός όλων των εποχών και των 
εθνών, που επηρέασε με το έργο 
του ουσιαστικά τη μαθηματική επι-
στήμη υπήρξε ο Ευκλείδης (Εικ. 1, 
2) που έζησε και δίδαξε στην Αλε-
ξάνδρεια της Αιγύπτου, διάσημος 
για τη διαχρονική πραγματεία του 
τα «Στοιχεία». Ο Πρόκλος ορίζει ως 
«Στοιχεία» τις έννοιες και τα θεω-
ρήματα που είναι απαραίτητα για 
την κατανόηση των υπολοίπων. 
Έτσι τα «Στοιχεία» αποτελούσαν τη 
βάση των ελληνικών μαθηματικών.  

Για τη ζωή του υπάρχουν 
λίγες τεκμηριωμένες πληροφορίες 
που αντλούμε από τα έργα του ιδί-

ου και αναφορές τρίτων (Ήρων ο Αλεξανδρεύς, Πορφύριος, Πάππος, Πρόκλος, 
Μαρίνος, Σιμπλίκιος και άλλοι ανώνυμοι). Στα «Σχόλια εις το πρώτον των Ευ-
κλείδου Στοιχείων» του τελευταίου μεγάλου Έλληνα φιλοσόφου Πρόκλου δια-

Εικ. 1: Στο κέντρο ο Ευκλείδης σκυμμένος διδά-
σκει τα θεωρήματά του. (Δεξιό τμήμα του πίνακα 
«Η Φιλοσοφική Σχολή της Αθήνας» του Ραφαήλ, 

Βατικανό). 

http://sfrang.com/historia/graphics/site2/images/akad-05.jpg
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βάζουμε: 
«…ο Ευκλείδης, … 

συγκέντρωσε τα «Στοιχεία» και 
πολλά απ’ αυτά που βρήκε 
από τον Εύδοξο συνέταξε και 
τελειοποίησε πολλά απ’ αυτά 
που βρήκε από τον Θεαίτητο. 
Απέδειξε ακόμα πιο αυστηρά 
προτάσεις που είχαν αποδείξει 
προηγούμενοί του μαθηματι-
κοί. Έζησε… κατά την εποχή 
του Πτολεμαίου του πρώτου… 
Ήταν κατά προτίμηση Πλατω-
νικός και οικείος με την πλα-
τωνική φιλοσοφία, για τον λό-
γο αυτό θεωρούσε ως τελικό 
σκοπό των «Στοιχείων» την 
κατασκευή των λεγομένων 
πλατωνικών σχημάτων (τα 
πέντε κανονικά στερεά: τετρά-
εδρο, εξάεδρο, οκτάεδρο, δω-

δεκάεδρο και εικοσάεδρο).  

 
Εικ. 2: ο Ευκλείδης. Έγχρωμο χαρακτικό του 1584. 

Συλλογή Granger, Νέα Υόρκη. 

…Υπάρχουν πολλά άλλα μαθηματικά συγγράμματα του άνδρα αυτού 
με αξιοθαύμαστη ακρίβεια και με επιστημονική αντίληψη. Αυτά είναι τα «Οπτι-
κά», τα «Κατοπτρικά», τα «Στοιχεία της Μουσικής», ακόμα και το «Περί διαιρέ-
σεων». Αλλά ιδιαίτερα θα πρέπει να θαυμάζει κανείς για το έργο του «Στοιχεία 
της Γεωμετρίας» εξ αιτίας της τακτοποιήσεως και της επιλογής των θεωρημά-
των και των προβλημάτων που επινοούνται για την εκπαίδευση των αρχαρίων. 
Δεν περιλαμβάνει λοιπόν όλα όσα θα μπορούσε να συλλέξει, αλλά μόνο αυτά 
που θα μπορούσαν να εξυπηρετήσουν ως στοιχειώδη».  

Ο Ευκλείδης σε όλα τα πλάτη της γης θεωρείται ως ο «Πατέρας της 
Γεωμετρίας», η οποία φέρει τιμητικά τον τίτλο «Ευκλείδεια» (Εικ.3, 4) και τα 
«Στοιχεία» παρέμειναν μέχρι σήμερα ως το βασικό εγχειρίδιο της γεωμετρίας. 
Ο διαπρεπής Άγγλος Heath (1861 1940), ο οποίος ασχολήθηκε ιδιαίτερα με το 
έργο των αρχαίων Ελλήνων μαθηματικών, γράφει: «Αυτό το θαυμάσιο βιβλίο, 
με όλες τις ατέλειές του, που είναι πράγματι αρκετά μικρές σε σχέση με τον 
χρόνο που εμφανίστηκε, είναι και θα παραμείνει αναμφίβολα το μέγιστο μαθη-
ματικό εγχειρίδιο όλων των εποχών... Ακόμα και στην αρχαία Ελλάδα οι πλέον 
συγκροτημένοι μαθηματικοί ασχολήθηκαν με αυτό, όπως ο Ήρων, ο Πάππος, 
ο Πορφύριος, ο Πρόκλος και ο Σιμπλίκιος».  

http://sfrang.com/historia/graphics/site2/images/akad-05.jpg
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Mathematicians/Heath.html
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Εικ. 3: Με αναφορά στην Ευκλείδεια Γεωμετρία γραμματόσημο της Πολωνίας. 

 

Τα «Στοιχεία» αποτελούνται από 
13 βιβλία, εκ των οποίων τα έξι πρώτα 
ασχολούνται με Επιπεδομετρία. Ειδικότε-
ρα το πρώτο και δεύτερο εξετάζουν τις 
βασικές ιδιότητες των τριγώνων, των πα-
ραλλήλων, των παραλληλογράμμων, των 
ορθογωνίων και των τετραγώνων, το τρί-
το τις ιδιότητες του κύκλου, το τέταρτο 
προβλήματα επάνω σε κύκλους με τα 
οποία ασχολούνταν οι Πυθαγόρειοι, το 
πέμπτο τη Θεωρία των Αναλογιών του 
Ευδόξου, το έκτο τις εφαρμογές της Θεω-
ρίας των Αναλογιών στην Επιπεδομετρία 
και περιέχει μία γενίκευση του Πυθαγο-
ρείου θεωρήματος. Το έβδομο όγδοο και 
το ένατο βιβλίο περιέχουν τη Θεωρία Α-
ριθμών. Ειδικά στο έβδομο υπάρχει ο πε-
ρίφημος Ευκλείδειος αλγόριθμος, για την 
εύρεση του μέγιστου κοινού διαιρέτη δύο 
αριθμών. Ο Ευκλείδης στο δέκατο βιβλίο 
ασχολείται με τους άρρητους αριθμούς 

σύμφωνα με τη θεωρία του Θεαίτητου, χρησιμοποιώντας σε μερικά θεωρήματα 
τη Θεωρία Αναλογιών του Ευδόξου και στα τρία τελευταία βιβλία με τη Στερεο-
μετρία. Ειδικά το δέκατο τρίτο βιβλίο πραγματεύεται τις ιδιότητες των κανονι-
κών πολυέδρων και αποδεικνύει ότι υπάρχουν ακριβώς πέντε κανονικά στερεά 
(τα πλατωνικά), τα οποία μπορούν να κατασκευαστούν από τρίγωνα, τετράγω-
να και πεντάγωνα και βασίζεται κατά μεγάλο μέρος σε εργασία του Θεαίτητου.  

π ς 

 
Εικ. 4: Ο Ευκλείδης σε γραμματόσημο 
ου τυπώθηκε στις νήσους Μαλδίβες στι

10 Ιανουαρίου 1988. 
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Το πρώτο βιβλίο αρχίζει με 23 ορισμούς, όπως π.χ. 1)Σημεῖόν ἐστιν, 

οὗ  μέρος  οὐθέν, δηλ. (Σημείο είναι αυτό που δεν έχει μέρος) 2) Γραμμὴ  δὲ 

μῆκος  ἀπλατές, δηλ. (Γραμμή είναι μήκος χωρίς πλάτος), 3) Γραμμῆς  δὲ 

πέρατα  σημεῖα, 4) Εὐθεῖα  γραμμή  ἐστιν,  ἥτις  ἐξ  ἴσου  τοῖς  ἐφʹ  ἑαυτῆς 

σημείοις κεῖται, 5) Ἐπιφάνεια δέ ἐστιν,  ὃ μῆκος καὶ πλάτος μόνον ἔχει, 6) 

Ἐπιφανείας δὲ πέρατα γραμμαί κ.λ.π. 

Ακολουθούν 5 αιτήματα (αξιώματα) από τα οποία το πέμπτο αποτελεί 
τη βάση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας: «Από ένα σημείο εκτός ευθείας μία και 
μόνο μία ευθεία μπορεί να αχθεί παράλληλη προς την ευθεία». 

Τα «Στοιχεία» εκδόθηκαν πρώτη φορά το 1482 και ακολούθησαν έκτο-
τε περισσότερες από χίλιες εκδόσεις ώστε να κατέχουν τη δεύτερη θέση μετά 
τις εκδόσεις της Αγίας Γραφής. 

Στις αρχές του 19ου αιώνα 
οι Bolyai, Lobachevsky και Gauss 
άρχισαν να αναπτύσσουν άλλα είδη 
της γεωμετρίας, την Υπερβολική η 
οποία βασίζεται στο αξίωμα ότι από 
σημείο εκτός ευθείας άγονται άπει-
ρες παράλληλες προς την ευθεία 
και την Ελλειπτική, η οποία βασίζε-
ται στο αξίωμα ότι από σημείο εκτός 
ευθείας δεν άγεται καμία παράλλη-
λη προς την ευθεία. 

Εικ.5: Το χειρόγραφο των «Στοιχείων» D'Orville 
301. (Βιβλιοθήκη Bodleian του πανεπιστημίου 

της Οξφόρδης). 

Δύο είναι τα παλαιότερα 
πλήρη χειρόγραφα των «Στοιχείων» 
του Ευκλείδη. Γράφτηκαν τον 9ο 
αιώνα στα ελληνικά και βρίσκονται 
το ένα στη βιβλιοθήκη Bodleian του 
πανεπιστημίου της Οξφόρδης 
(D'Orville 301), και το άλλο στη βι-
βλιοθήκη του Βατικανού (Εικ. 5, 6).  

Ο Ευκλείδης έγραψε συνολικά 14 πραγματείες μεγάλης επιστημονικής 
αξίας που αναφέρονται στα μαθηματικά, την οπτική, την αστρονομία, τη μουσι-
κή και την μηχανική. Από αυτές σώζονται οι εξής επτά: 

1. Στοιχεῖα, 2. Δεδομένα, 3. Ὀπτικά, 4. Κατοπτρικά, 5. Φαινόμενα, 6. Κα‐

τατομὴ κανόνος, 7. Εἰσαγωγή ἁρμονική, ενώ χάθηκαν άλλες επτά: 

1. Κωνικὰ στοιχεῖα, 2. Περὶ διαιρέσεων, 3. Πορίσματα, 4. Τόποι πρὸς ἐπιφα‐

νείᾳ, 5. Ψευδάρια, 6. Περὶ ἰσορροπιῶν, 7. Περὶ βαρέων καὶ ἐλαφρῶν σωμάτων. 
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Εικ. 6: Χειρόγραφο των «Στοιχείων» από κώδικα του 9ου αιώνα. (βιβλιοθήκη του Βατικανού). 
Επάνω φαίνεται η πρόταση 47 του βιβλίου Ι με την απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήματος 

Κάτω φαίνονται οι προτάσεις 31-33 του βιβλίου XI επάνω στους όγκους των στερεών παραλλη-
λεπιπέδων με θαυμάσια τρισδιάστατη απεικόνιση των στερεών στο επίπεδο. 
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Μετά τα «Στοιχεία» σημαντικό έργο και συμπλήρωμα των «Στοιχείων», 
αποτελούν τα «Δεδομένα», τα οποία συμπεριέλαβε στην συλλογή «Αναλυόμε-
νος Τόπος» της «Μαθηματικής Συναγωγής» ο Πάππος. Στα «Δεδομένα» υ-
πάρχουν κατ’ αρχάς ορισμοί «δεδομένων» γεωμετρικών αντικειμένων και ακο-
λουθούν προτάσεις με εφαρμογές της θεωρίας των έξι πρώτων βιβλίων των 
«Στοιχείων». Σύμφωνα με τον Πάππο τον Αλεξανδρινό και τον Μαρίνο τον Νε-
απολίτη, το έργο αυτό ήταν χρησιμότατο σε όσους φιλοδοξούσαν να εξοικειω-
θούν με την δύσκολη τέχνη να λύνουν γεωμετρικά προβλήματα. Σύμφωνα με 
τον Ευάγγελο Σταμάτη: «Σε μερικά θεωρήματα των «Δεδομένων» σπουδάζο-
νται αλγεβρικές και τριγωνομετρικές προτάσεις».  

Τα «Οπτικά» (Εικ. 7) και τα 
«Κατοπτρικά» αποτελούν τα αρ-
χαιότερα έργα της γεωμετρικής ο-
πτικής. Τα έργα αυτά παρουσιά-
ζουν λιγότερο ακριβή γεωμετρία 
από αυτή των «Στοιχείων», εξ αιτί-
ας των επιστημονικών αντιλήψεων 
της εποχής που γράφηκαν. Δέχο-
νται όμως την ευθύγραμμη διάδοση 
του φωτός και τους νόμους ανα-
κλάσεως και διαθλάσεως. Τα «Ο-
πτικά» αρχίζουν με ορισμούς και 
ακολουθούν προτάσεις για την με-
λέτη των οπτικών φαινομένων με 
διατύπωση και αποδείξεις εμπνευ-
σμένες από την Ευκλείδεια γεωμε-
τρία και κοινά εμπειρικά δεδομένα. 
Τα «Κατοπτρικά» ασχολούνται με 
το φαινόμενο της ανακλάσεως του 
φωτός. 

Τα «Φαινόμενα» αποτελούν 
πραγματεία των φαινομένων που παρουσιάζονται κατά την κίνηση της ουράνι-
ας σφαίρας και είναι από τα αρχαιότερα έργα της μαθηματικής αστρονομίας. 
Αρχίζουν με μία εισαγωγή όπου ορίζονται η ουράνια σφαίρα, οι κύκλοι της (αρ-
κτικός, βόρειος τροπικός, ισημερινός, νότιος τροπικός, ανταρκτικός, μεσημβρι-
νός και ζωδιακός), οι αειφανείς και αφανείς αστέρες και οι χρόνοι κινήσεώς των 
κ.λ.π. και ακολουθούν προτάσεις με εφαρμογές της γεωμετρίας στην αστρονομία. 

Εικ. 7: Σελίδα από το χειρόγραφο της Οπτικής 
στα Λατινικά. (Βιβλιοθήκη Βατικανού). 

Από τα έργα του Ευκλείδη που χάθηκαν διασώζονται μόνον μερικά 
αποσπάσματα από τον Αρχιμήδη, τον Πάππο και τον Πρόκλο. 

Σήμερα τα πλέον παλαιά υπάρχοντα αποσπάσματα κειμένων και δια-
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γραμμάτων που σχετίζονται με τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη βρίσκονται στο 
Μουσείο του Βερολίνου. Πρόκειται για έξι πήλινα όστρακα, τα οποία βρέθηκαν 
στη νήσο Ελεφαντίνη της Αιγύπτου κατά το διάστημα 1906-1908 από μία Γερμα-
νική αποστολή υπό τον Otto Rubensohn. Η χρονολόγησή τους έδειξε ότι είναι 
γραμμένα κατά τον 3ο π.Χ. αιώνα από το ίδιο πρόσωπο το οποίο μελετά την 
κατασκευή των πλατωνικών στερεών σύμφωνα με αυτά που υπάρχουν στο δέ-
κατο τρίτο βιβλίο των «Στοιχείων» (Εικ. 8). 

 

Εικ. 8: Ένα από τα όστρακα που υπάρχουν στο  
Μουσείο του Βερολίνου με κείμενο και διάγραμμα  

που αφορά στα «Στοιχεία». 
 

 
Ένα από τα παλαιότερα χειρόγραφα που διέσωσε κείμενο από τα 

«Στοιχεία» της γεωμετρίας του Ευκλείδη είναι ένα σπάραγμα παπύρου (Εικ. 9) 
που βρέθηκε από την αποστολή του πανεπιστημίου της Οξφόρδης στις ανα-
σκαφές του 1896 -97 στην χωματερή της Οξυρρύγχου, αρχαίας πόλης της Άνω 
Αιγύπτου, νότια του Φαγιούμ, κοντά στο σημερινό χωριό Μπενεζά. Χρονολο-
γήθηκε από τους Άγγλους καθηγητές B. P. Grenfell and A. S. Hunt της απο-
στολής περίπου στο 300 μ.Χ., αλλά μία πιο πρόσφατη εξέταση από τον Eric 
Turner τον τοποθετεί μεταξύ 75-125 μ.Χ. Από το 1901 βρίσκεται στο 

του πανεπιστημίου της Πενσυλβανίας.  
Μουσείο 

Αρχαιολογίας και Ανθρωπολογίας 
Το απόσπασμα αυτό ανήκει στην πρόταση 5 του βιβλίου ΙΙ των «Στοι-

χείων» του οποίου η ύλη μπορεί να χαρακτηριστεί σαν είδος αλγεβρικής γεω-
μετρίας, όπου οι γεωμετρικές κατασκευές έχουν τη θέση των αλγεβρικών πρά-
ξεων.  

 

http://www.upenn.edu/museum
http://www.upenn.edu/museum
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«Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἴσα καὶ ἄνισα, τὸ ὑπὸ τῶν ἀνίσων τῆς ὅλης 

τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς μεταξὺ τῶν τομῶν 

τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπό τῆς ἡμισείας τετραγώνῳ».  

 
Εικ. 9: Το σπάραγμα του παπύρου που συνοδεύει την πρόταση 5 του βιβλίου ΙΙ  

των «Στοιχείων» στο Μουσείο Ανθρωπολογίας του Πανεπιστημίου  
της Πενσυλβανίας. 

 

Δηλ. με άλλα λόγια: «Εάν το ευθύγραμμο τμήμα AΔ  τμηθεί στο B  σε 

δύο ίσα τμήματα AB BΔ= και στο Γ  σε δύο άνισα AΓ  και ΓΔ , τότε το εμβα-

δόν του ορθογωνίου AΓΗΕ  που σχηματίζεται από τα άνισα τμήματα AΓ  και 

ΓΗ ΓΔ=  μαζί με το εμβαδόν του τετραγώνου  που σχηματίζεται από το 

τμήμα που περιέχεται μεταξύ των σημείων τομής  και 

ΖHK

B

I

Γ  ισούται με το εμβα-

δόν του τετραγώνου BΔΛI  που σχηματίζεται από τμήμα BΔ AΔ 2

2

= »  

 

[Με αλγεβρικούς όρους ( )α β+

2 2β-

. 

 ή αλλιώς 

.

( ) 2α β β α- + =

( )α β+ ( )α β- = α , 

(βλέπε σχήμα)]. 
 
Απόδειξη: 

Σχηματίζουμε το ορθογώνιο 

ΑΓΗΕ  με πλευρές ΑΓ α β= +  

http://www.math.ubc.ca/~cass/Euclid/papyrus/tha.jpg�
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και ΑE α β= -

B

, το τετράγωνο  με πλευρά  και το τετρά-

γωνο 

ZHKI ZH BΓ β= =

ΔΛI  με πλευρά BΔ ΑΔ 2 α= = . 

Τα εμβαδά ( )  και ( )BΔΘZABZE  είναι ίσα μεταξύ τους επειδή έχουν την πλευρά 

AB BΔ α= =

Γ HK=

(AΓHE

)BΔΘZ +

 και την BZ  κοινή. 

Επίσης τα εμβαδά ( )  και  είναι ίσα μεταξύ τους επειδή έχουν την 

πλευρά B  και την . 

BΓ

β=

HZ (HΘΛK

ΓΗ ΗΘ

)ZHKI =

)K + )ZHKI =

)

α β= = -

Οπότε: εμβ εμβ ( εμβ ( εμβ ( εμβ ( )  ) + )ABZE + )BΓHZ + ZHKI =

εμβ ( εμβ εμβ ( εμβ ( )(HΘΛ BΔΛ . I
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Τα μαθηματικά  
και ο άνθρωπος - 2 
 

 Κερασαρίδης Γιάννης 
 Μαθηματικός, Άλιμος 
 

 
ΙΙ. ΠΩΣ, ΑΚΡΙΒΩΣ, ΓΕΝΝΗΘΗΚΑΝ ΟΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

α) γενική τοποθέτηση 
Στο προηγούμενο άρθρο [1]1 καταλήγαμε ως εξής: «Όλα τα αντικείμενα 

κι οι διαδικασίες που υπάρχουν πραγματικά στον κόσμο έχουν ιδιότητες που 
εκφράζονται στις φιλοσοφικές κατηγορίες της ποσότητας και της μορφής». Αυτή 
η άποψη σηματοδοτεί και τη θέση που θα αναπτύξουμε παρακάτω απαντώ-
ντας στο ερώτημα "πως, ακριβώς, γεννήθηκαν οι μαθηματικές έννοιες" και, τε-
λικά τα Μαθηματικά. 

β) ο μηχανισμός γέννησης  
Ο άνθρωπος, από τη φύση του, αποτελεί μέλος της ανθρώπινης κοι-

νωνίας (οικογένεια, μικρή ομάδα, χωριό, πόλη, κλπ.), η οποία, με τη σειρά της, 
είναι μέρος της αντικειμενικής πραγματικότητας [2]. Αυτή η αντικειμενική πραγ-
ματικότητα, περιέχει ζώα, φυτά, αντικείμενα, φαινόμενα, την ανθρώπινη κοινω-
νία. Ανάμεσα σ’ αυτά υπάρχουν σχέσεις. Ο άνθρωπος και η συνείδησή[3] του, 
αλληλεπιδρούν μ’ αυτήν την αντικειμενική πραγματικότητα και μ’ αυτό τον 
τρόπο (στον άνθρωπο) δημιουργούνται εικόνες, ως αντανάκλαση της πραγμα-
τικότητας από την αλληλεπίδρασή του μ’ αυτήν. Οι εικόνες αυτές είναι έννοιες 
αντικειμένων και σχέσεων και ακριβώς αυτές οι έννοιες, είναι που διαμορφώ-
νουν τη συνείδηση. Οι έννοιες των συσχετίσεων συνήθως διακρίνονται σε έν-
νοιες–σχέσεις και σε έννοιες–συναρτήσεις. 

Οι έννοιες των αντικειμένων εκφράζονται με όρους (πχ. σημείο, ευθεία, 
επίπεδο κλπ.), ενώ οι έννοιες των συσχετίσεων με κρίσεις. Στα Μαθηματικά οι 
έννοιες-συσχετίσεις είναι: Σχέσεις (ισότητα, ανισότητα, εγκλεισμός, …), Πρά-
ξεις (πρόσθεση, αφαίρεση,…, διαφόριση, ολοκλήρωση κλπ.), Συναρτήσεις ( 

πχ. ) f :  
γ) ένα ερώτημα κι η απάντηση 
το ερώτημα: Υπάρχουν έννοιες–σχέσεις  που ισχύουν για οποιεσδήποτε έν-
νοιες–αντικείμενα;  

                                                 
1 Το πρώτο μέρος του άρθρου δημοσιεύθηκε στο 3ο τεύχος του Α, σελ. 27-28 
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η απάντηση: Είναι γνωστό πως ο άνθρωπος κατέχει την έννοια του χρόνου και 
των χρονικών στιγμών και ως κριτήριο της αλήθειας έχει την "ανθρώπινη πρα-
κτική" [4]. Μ’ αυτές τις προϋποθέσεις, υπάρχουν συσχετίσεις που ισχύουν για 
οποιαδήποτε αντικείμενα, σε οποιαδήποτε, αλλά καθορισμένη , χρονική στιγ-
μή. Πρόκειται για τους νόμους της Τυπικής Λογικής (αριστοτέλειας). Η αν-
θρωπότητα χρειάστηκε εκατομμύρια φορές να περάσει από γνωστές μορφές 
(ανθρώπινη πρακτική) για να αποκτήσει τις κρίσεις (νόμους) της Τυπικής Λογι-
κής. Εμείς δεν θα διατυπώσουμε τους νόμους της τυπικής Λογικής. Από την 
εποχή του Αριστοτέλη ως τις σύγχρονες θέσεις στη μαθηματική Λογική τελειο-
ποιούνται τόσο η μορφή όσο και τα μέσα της. Και μέχρι σήμερα θεωρείται, ότι 
το πρόβλημα αυτό δεν έχει λυθεί οριστικά. Αποτελούν προϊόν της κατάστασης 
της στιγμής, της κατάστασης της, σύγχρονης σε κάθε εποχή, επιστήμης 

δ) ο κόσμος των "ιδεών" του Πλάτωνα και τα Μαθηματικά  
Ο Πλάτων στους διαλόγους του «Θεαίτητος», «Φαίδων», «Μένων», «Συμπόσι-
ον» κλπ. έφτασε στις «Ιδέες» του μέσον, πριν απ’ όλα, της απόσπασης των 
σχέσεων από τα συσχετιζόμενα πράγματα και τη μετατροπή τους (των σχέσε-
ων) σε καθαρά πνευματικές, υπεργήϊνες, υπερεμπειρικές, υπάρχουσες αιώνια 
και αντανακλώμενες στα γήινα πράγματα (και όχι αντίστροφα) ιδέες. Κάθε λο-
γής επαναλήψεις της πλατωνικής απόπειρας να μετατρέψει τις σχέσεις (χωρίς 
τα συσχετιζόμενα πράγματα) σε «Ιδέες» [5] δεν μπορούν να έχουν διαφορετι-
κότερη μοίρα, απ’ αυτή που τους επεφύλασσε η πρόοδος των επιστημών.  

 
ΠΑΡΑΠΟΜΠΕΣ 
[1] "ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ", τεύχος 3, σελ. 27,28 
[2] Με τον όρο "αντικειμενική πραγματικότητα", εννοούμε τη φύση, τον υλικό 
κόσμο, που υπόκειται μόνο στους δικούς του νόμους και που υπάρχει έξω και 
ανεξάρτητα από την ανθρώπινη συνείδηση, στην οποία όμως αντανακλάται 
[3] Η συνείδηση του ανθρώπου είναι μια λειτουργία εκείνης, της ιδιαίτερα σύν-
θετης, μορφής της ύλης που ονομάζεται "ανθρώπινος εγκέφαλος" 
[4] Εννοούμε το σύνολο των ανθρωπίνων δραστηριοτήτων που αποβλέπουν 
να δημιουργήσουν συνθήκες απαραίτητες για την ύπαρξη της κοινωνίας. Η θε-
ωρία είναι το αποτέλεσμα της γενίκευσης της πρακτικής πείρας. Η πράξη θέτει 
τα προβλήματα στα οποία καλείται να απαντήσει η θεωρία. Γεννημένη από την 
πρακτική δραστηριότητα των ανθρώπων η θεωρία, ασκεί, με τη σειρά της, μια 
τεράστια επίδραση επάνω στην πράξη. Η πρακτική αποτελεί επίσης το μοναδι-
κό επιστημονικό κριτήριο της αλήθειας και της αξίας των γνώσεών μας.  
[5] Χαρακτηριστική είναι η επίσημη τοποθέτηση, στο θέμα αυτό, της Ακαδημίας 
Αθηνών, κατά την «Πανηγυρική Συνεδρία της 29ης Δεκεμβρίου 2000», δια στό-
ματος του προεδρεύοντος (μαθηματικού), Ν. Αρτεμιάδη.  
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Στο επόμενο τεύχος: Η φύση και ο ρόλος των ορισμών και των αξιωμάτων 
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Το άρθρο αυτό είναι το πρώτο μιας σειράς κειμένων που αφορούν στις έ-
ρευνες επίλυσης μαθηματικών προβλημάτων (problem solving), τα οποία έ-
χουν ως γενικό στόχο να σκιαγραφήσουν τις σύγχρονες τάσεις και τον προ-
βληματισμό για το τι είναι μαθηματικό πρόβλημα, πώς διεξάγεται μία έρευνα, 
ποιες είναι οι διαδικασίες που χρησιμοποιούν οι λύτες κατά την επίλυση προ-
βλημάτων, ποιες είναι οι σύγχρονες τεχνικές διδασκαλίας επίλυσης μαθηματι-
κών προβλημάτων, ποιο είναι το επίπεδο του προβληματισμού και των αντί-
στοιχων ερευνών στη χώρα μας κλπ. 

Αυτό το πρώτο άρθρο παρουσιάζει το επίπεδο και τα ζητήματα της έρευνας 
για την επίλυση μαθηματικών προβλημάτων που πραγματοποιήθηκαν στις 
Η.Π.Α. και στον Καναδά κατά την εικοσιπενταετία 1970-1994, όπως την έχει 
συνοψίσει ο Αμερικανός ερευνητής της Διδακτικής των Μαθηματικών Frank 
Lester1. 

Δύο εκδόσεις θεωρεί ο Lester ότι έπαιξαν εξέχοντα ρόλο στην εξέλιξη των 
ερευνών γύρω από την επίλυση προβλημάτων και στην κατασκευή αναλυτικών 
προγραμμάτων, τα οποία επικεντρώνονταν στο μαθηματικό πρόβλημα και ορ-
γανώθηκαν με βάση την έννοια αυτή. Οι εκδόσεις αυτές είναι: α) An Agenda in 
Action (Ένα πρόγραμμα δράσης) και  

β) Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics (Αναλυτι-
κό Πρόγραμμα και μέτρα αξιολόγησης στη Μέση Εκπαίδευση).  

Πρόκειται για έργα που εκδόθηκαν το 1980 και 1989 αντίστοιχα από το 
N.C.T.M.2. των Η.Π.Α. Η ποιοτική διαφορά μεταξύ της «Agenda» και των 

                                                           
1 Πρόκειται για άρθρο στο περιοδικό «Journal for Research in Mathematics Education», 1995, Vol. 25, 25th 
Anniversary special issue. 
2 Εθνικό Συμβούλιο δασκάλων των Μαθηματικών. Πρόκειται για τη μεγαλύτερη ένωση μα-
θηματικών εργαζομένων στην πρωτοβάθμια και δευτεροβάθμια εκπαίδευση σης Η.Π.Α. 
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«Standarts» είναι ότι το πρώτο έργο έπαιξε κυρίως το ρόλο του οδηγού, τον 
οποίο θα μπορούσαν να ακολουθήσουν οι υποψήφιοι ερευνητές για θέματα 
που αφορούν στην επίλυση μαθηματικών προβλημάτων, ενώ το δεύτερο εξέ-
φραζε μία γενικότερη φιλοσοφία για τον προσανατολισμό της μαθηματικής εκ-
παίδευσης γύρω από την έννοια και το ρόλο του προβλήματος. Τα δύο αυτά 
κείμενα σηματοδότησαν τα όρια της περιόδου την οποία οι παιδαγωγοί των 
Μαθηματικών στις Η.Π.Α. και στον Καναδά ονόμασαν δεκαετία του «problem 
solving»3. Ο Lester όμως παρατηρεί ότι παρά τις διακηρύξεις, τη συστηματική 
προβολή που έκανε το N.C.T.M. και ολόκληρη η μαθηματική εκπαιδευτική κοι-
νότητα για το «problem solving» με τον υποδειγματικό και εξαντλητικό τρόπο 
που οι Αμερικανοί ξέρουν να κάνουν, τα αποτελέσματα δεν ήταν τα αναμενό-
μενα. Αυτός μάλιστα είναι και ο βασικός σκοπός της επισκόπησής του, δηλαδή 
να εντοπίσει τις αιτίες για τις οποίες τα αποτελέσματα των ερευνών σε θέματα 
«problem solving» στη Βόρεια Αμερική δεν αποτυπώθηκαν στην εκπαιδευτική 
διαδικασία με ικανοποιητικό τρόπο. Για να δώσει μάλιστα έμφαση στο άρθρο 
του, ο Lester προβάλει συνοπτικά στην εισαγωγή του σε 4 γραμμές τα αποτε-
λέσματα μιας έρευνας για την ικανότητα των Αμερικανών μαθητών στην επίλυ-
ση μαθηματικών προβλημάτων4. Σύμφωνα με την έρευνα αυτή, το ποσοστό 
των μαθητών που ανταποκρίνονται θετικά και γενικότερα έχουν μία ικανότητα 
στην επίλυση μαθηματικών προβλημάτων είναι: 

Πρόκειται για το 16% για την 4η τάξη, δηλαδή μετά από 4 χρόνια στοιχειώ-
δους εκπαίδευσης, 8% για την 8η τάξη, δηλαδή στην αντίστοιχη τρίτη τάξη του 
ελληνικού Γυμνασίου, και 9% για την 12η τάξη, δηλαδή περί την τελευταία τάξη 
του ελληνικού Γενικού Λυκείου. 

Στη συνέχεια θα περιγράψουμε προσπάθειες και αντίστοιχα αποτελέσματα 
που απέδωσαν οι έρευνες στις Η.Π.Α. για το «problem solving» κατά το χρονι-
κό διάστημα 1970-1994. Έως το 1975 οι έρευνες στο θέμα αυτό ήταν σποραδι-
κές και χωρίς συντονισμό. Το 1970 τίθεται ως χρονικό ορόσημο, επειδή τότε 
πρωτοεκδόθηκε το περιοδικό Journal for Research in Mathematics Education 
(J.R.M.E.), το οποίο έως και σήμερα παίζει έναν πρωτεύοντα ρόλο στην επι-
κοινωνία μεταξύ των ενδιαφερομένων και στην αποτύπωση των ερευνών που 
διεξάγονται στη Διδακτική των Μαθηματικών. Από τα άρθρα του περιοδικού 
αυτού λοιπόν, φαίνεται ότι έως το 1975 τίποτε το σημαντικό δε συνέβαινε στις 
Η.Π.Α. Το 1975 το Πανεπιστήμιο της Georgia οργάνωσε ένα ερευνητικό σεμι-
νάριο με τίτλο «Research Workshop on Problem Solving in Mathematics Edu-
                                                           
3 Στη συνέχεια με τον όρο "problem solving" θα εκφράζουμε γενικά το σύνολο των διαδικασιών 
και φαινομένων που σχετίζονται με την επίλυση προβλημάτων και για το λόγο αυτό χρησιμο-
ποιούμε εξ ανάγκης τον αγγλικό όρο, αφού δεν έχει καθιερωθεί ένας κοινά αποδεκτός αντίστοι-
χος όρος στην ελληνική επιστημονική ορολογία. 
4 (Dossey, Mullis & Jones, 1993, p.2) 
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cation» από την διεξαγωγή και επιτυχή πραγματοποίηση του οποίου διαπι-
στώθηκε ότι υπήρχε ο αναγκαίος αριθμός ερευνητών για να διεξαχθεί ένα σύ-
νολο συντονισμένων και με ευρύτερους στόχους ερευνών πάνω στο «problem 
solving». Αξιοσημείωτη είναι η έκφραση που χρησιμοποιεί ο Lester για να α-
ποδώσει αυτή τη διαπίστωση. Αναφέρει λοιπόν, ότι δημιουργήθηκε «η κρίσιμη 
μάζα» γι' αυτό το σκοπό. Πρόκειται για έκφραση-δάνειο από τους πυρηνικούς 
φυσικούς, η οποία όμως εκφράζει παραστατικά την ουσία των γεγονότων. Για 
να στηρίξει τον ισχυρισμό του παραθέτει έναν χρονολογικό κατάλογο ερευνών 
που διεξάχθηκαν μετά το 1975, οι οποίες όλες σχετίζονται με εκείνο το «κρίσι-
μο» σεμινάριο που διοργάνωσε το Πανεπιστήμιο της Georgia. Ο πίνακας που 
παραθέτουμε, συνοψίζει τις τάσεις και τα σημεία έμφασης των ερευνών για το 
«problem solving» καθώς και τις μεθόδους και  τεχνικές έρευνας που χρησιμο-
ποιήθηκαν κατά τη διάρκεια της αντίστοιχης χρονικής περιόδου. Ορισμένα από 
τα στοιχεία αυτού του πίνακα θα τα αναπτύξουμε και θα τα σχολιάσουμε, ώστε 
να αποδοθεί μία σαφέστερη εικόνα για τα πλαίσια στα οποία κινήθηκε η έρευνα 
για το «problem solving» και για το τι είδους αποτελέσματα αυτές απέδωσαν. 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 

Σύνοψη ζητημάτων έμφασης των ερευνών για το problem solving 

Περίοδος 
Ζητήματα στα οποία 
δόθηκε έμφαση. 

Ερευνητική μεθοδολογία. 

1970-1982 

Απομόνωση των κρίσιμων 
σημείων της δυσκολίας ενός 
προβλήματος. Διαπίστωση 
των χαρακτηριστικών των 
δυνατών λυτών. Εκπαίδευση 
μαθητών σε ευρετικές διαδι-
κασίες . 

Στατιστικές μέθοδοι ανάλυσης πα-
λινδρόμησης. Πρώιμα «πειράματα 
διδασκαλίας». 

1978-1985 

Σύγκριση δυνατών και αδύ-
νατων λυτών προβλημάτων. 
Στρατηγικές εκπαίδευσης στο 
problem solving. 

Μελέτη συγκεκριμένων περιπτώ-
σεων λυτών. Ανάλυση δεδομένων 
με τη μέθοδο του «σκέπτομαι φω-
νακτά».  

1982-1990 

Μεταγνώση: Συσχέτιση μετα-
ξύ συναισθηματικών στάσε-
ων και πεποιθήσεων για το 
problem solving . Εκπαίδευ-
ση σε θέματα που αφορούν 
το problem solving. 

Μελέτη συγκεκριμένων περιπτώ-
σεων λυτών. Ανάλυση δεδομένων 
με τη μέθοδο «σκέπτομαι του φω-
νακτά». Ανάλυση πρωτοκόλλων.  
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1990-1994 

Κοινωνικές επιδράσεις και 
επιρροές. Επίλυση προβλη-
μάτων σε ένα συγκεκριμένο 
πλαίσιο (κοινωνικό, πολιτι-
στικό, γλωσσικό, κλπ.) 

Εθνογραφικές μέθοδοι. 

 
Ένα πρώτο συμπέρασμα στο οποίο συμφωνούν οι σημαντικότεροι ερευνη-

τές είναι ότι, τα βασικά συμπεράσματα των ερευνών συναρτώνται και με θέμα-
τα στα οποία οι ίδιες οι έρευνες επικεντρώθηκαν. Τα θέματα αυτά είναι; 
1) Τι είναι αυτό που κάνει ένα πρόβλημα δύσκολο για τους μαθητές; 
2) Σε τι διαφέρουν οι ισχυροί από τους αδύναμους λύτες προβλημάτων; 
3) Τι γνωρίζουμε σχετικά με τη διδασκαλία της επίλυσης προβλημάτων; 
4) Είναι η μεταγνώση κινητήρια δύναμη για το «problem solving; 

Το ερώτημα για τους παράγοντες που καθορίζουν τη δυσκολία ενός προ-
βλήματος ήταν το κύριο αντικείμενο των ερευνών της δεκαετίας 1970-80. Για το 
σκοπό αυτό μελετήθηκαν οι κύριοι τύποι προβλημάτων που δίδονταν για επί-
λυση στα πλαίσια των σχολικών μαθημάτων. Το 1979 εκδόθηκε ένα βιβλίο, το 
οποίο συνέθετε και συνόψιζε ένα σύνολο συμπερασμάτων που είχαν προκύψει 
από έρευνες σχετικές με το ερώτημα αυτό. Οι τέσσερις βασικές παράμετροι 
των δυσκολιών ενός προβλήματος σύμφωνα με την έκδοση αυτή είναι: 

Α) Παράμετροι κατανόησης κειμένου και περιεχομένου. 
Β) Παράμετροι της δομής ενός προβλήματος, 
Γ) Παράμετροι σύνταξης (μαθηματικά σύμβολα, σχήματα, κλπ.).  
Δ) Ευρετικές παράμετροι. 

Πρέπει να σημειωθεί ότι από τη δεκαετία του 1990 η απάντηση στο ερώτη-
μα για τους παράγοντες που καθιστούν δύσκολο ένα πρόβλημα δεν εντοπίζε-
ται κυρίως στα δομικά χαρακτηριστικά ενός προβλήματος, αλλά σε παράγοντες 
που σχετίζονται άμεσα με τον ίδιο τον λύτη. Τέτοιοι παράγοντες θεωρούνται: η 
ικανότητα για αναπαραστάσεις στον τρισδιάστατο χώρο, η ικανότητα εντοπι-
σμού των δομικών χαρακτηριστικών των προβλημάτων, οι προδιαθέσεις του 
ατόμου (π.χ. οι πεποιθήσεις και οι στάσεις του έναντι σε κάθε είδους πρόβλη-
μα), καθώς και το υπόβαθρο στο οποίο στηρίζεται ένα πείραμα (π.χ. εξοικείω-
ση με τους συγκεκριμένους τύπους προβλημάτων) και οι συνθήκες διεξαγωγής 
του, κλπ. 

Ο Lester σημειώνει ότι οι πρώιμες προσπάθειες για να ερευνηθούν οι πα-
ράγοντες που καθορίζουν τον βαθμό δυσκολίας ενός μαθηματικού προβλήμα-
τος, είχαν ως ουσιαστικό και αναμφισβήτητο αποτέλεσμα, από ένα σημείο και 
μετά οι έρευνες για το «problem solving» να διεξάγονται με περισσότερο συ-
στηματικό και αναλυτικό τρόπο. 

Οι έρευνες για να απαντηθεί το δεύτερο κεντρικό ερώτημα, δηλαδή σε τι 
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συγκεκριμένα διαφέρουν οι «ισχυροί» από τους «αδύνατους» λύτες προβλημά-
των, επικεντρώθηκαν είτε στη μελέτη ατομικών περιπτώσεων λυτών, οι οποίοι 
είχαν αποκτήσει μεγάλη ευχέρεια στην επίλυση προβλημάτων, είτε σε περι-
πτώσεις ατόμων τα οποία παρουσίαζαν ασυνήθιστες δυσκολίες στην επίτευξη 
των ίδιων στόχων. Η τάση αυτή, μελέτης και έρευνας ατομικών - μεμονωμένων 
περιπτώσεων, κυριάρχησε κατά τη δεκαετία 1970-1980, ενώ μόνο από την δε-
καετία του 1990 είχαμε τη συστηματική έρευνα σε ευρύτερα σύνολα ατόμων 
για ζητήματα που σχετίζονται με τις διαφορές «ισχυρών» και «αρχαρίων» λυ-
τών. Η ανάπτυξη της γνωστικής επιστήμης και της τεχνητής νοημοσύνης επη-
ρέασε, τόσο την έρευνα στο ζήτημα το οποίο συζητάμε, όσο -όπως είναι φυσι-
κό - και την ορολογία που χρησιμοποιήθηκε για να περιγράψει ζητήματα τέ-
τοιων διαφορών. Έτσι, κατά καιρούς έχουμε τις δυάδες λέξεων, «ισχυρός» και 
«αδύνατος», «επιτυχής» και «ανεπιτυχής», «έμπειρος» και «αρχάριος» λύτης. 
Οι εργασίες του Alan Schoenfeld5 που αναφέρονται στην βιβλιογραφία θεω-
ρούνται οι σημαντικότερες της περιόδου αυτής γενικά για το «problem solving», 
αλλά και ειδικά για το θέμα των ατομικών διαφορών μεταξύ των λυτών προ-
βλημάτων. Συνοπτικά, διαπιστώνονται πέντε βασικά ευρήματα από τις εργασί-
ες του Schoenfeld: 
1) Οι ισχυροί λύτες γενικά γνωρίζουν περισσότερα από τους αδύνατους λύτες 

και ότι αυτοί γνωρίζουν, το γνωρίζουν με διαφορετικό τρόπο. Οι γνώσεις 
τους είναι καλά συσχετισμένες και συνδέονται με μία ποικιλία γνωστικών 
σχημάτων6.     

2) Οι ισχυροί λύτες τείνουν να εστιάζουν την προσοχή τους στα δομικά χαρα-
κτηριστικά των προβλημάτων, ενώ οι αδύνατοι λύτες προσέχουν κυρίως τα 
επιφανειακά χαρακτηριστικά. 

3) Οι ισχυροί λύτες έχουν συναίσθηση  των δυνατοτήτων και των αδυναμιών 
τους σε μεγαλύτερο βαθμό σε σχέση με τους αδύνατους λύτες. 

4) Οι ισχυροί λύτες συντονίζουν και κινητοποιούν τις δυνάμεις τους για την 
επίλυση προβλημάτων πολύ καλύτερα από τους αδύναμους λύτες. 

5) Οι ισχυροί λύτες επιτυγχάνουν συνήθως «κομψότερες» λύσεις προβλημά-
των σε σχέση με τους αδύνατους λύτες. 
Ο Lester συμφωνεί - και αυτό προκύπτει από τον τρόπο που τα προβάλει - 

με τα συμπεράσματα Lesh7, ότι η εκπαίδευση για σύντομο χρονικό διάστημα 
αρχαρίων λυτών με βάση τις τεχνικές που χρησιμοποιούν οι ισχυροί λύτες, πο-
λύ λίγα αποτελέσματα επιφέρει στη βελτίωση της ικανότητάς τους στην επίλυ-
ση προβλημάτων. 

Συνοψίζοντας τα αποτελέσματα των ερευνών των σχετικών με το ερώτημα 

                                                           
5  Alan Schoenfeld (1987α) και (19871) δες τις αναφορές. 
6 Τα αποκαλούμενα στην Γνωστική Ψυχολογία με τη λέξη «Schemata». 
7 Αναφέρεται στην εργασία του Lesh (1985). 
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«τι γνωρίζουμε για το πώς διδάσκεται το «problem solving», ο  Lester παρατή-
ρησε ότι κατά την δεκαετία 1975-1985, σχεδόν κανένα από τα νέα προγράμμα-
τα που είχαν ως κεντρικό τους πυρήνα το «problem solving» δεν ήταν προϊόν 
ερευνητικής προσπάθειας. Επίσης, σημειώνει με έμφαση ότι αυτή η κατάσταση 
δεν έχει αλλάξει σοβαρά. Όλες οι προτάσεις για τις τεχνικές διδασκαλίας επί-
λυσης προβλημάτων που αποτυπώνονται στα διάφορα προγράμματα βασίζο-
νται στις ιδέες και στις συμβουλές του μεγάλου δασκάλου και ισχυρού λύτη 
προβλημάτων George Polya. 

Τα συμπεράσματα που προκύπτουν από τις έρευνες για το πώς διδάσκεται 
το «problem solving» είναι σχεδόν ασαφή και συγκεχυμένα. Αν θέλαμε να έ-
χουμε μία εικόνα των ερευνητικών προσπαθειών θα λέγαμε ότι εντοπίζονται 
πέντε «βασικά» συμπεράσματα. Αυτά είναι: 

Α) Οι μαθητές πρέπει να επιλύουν πολλά προβλήματα για να βελτιώσουν την 
ικανότητα τους για την επίλυση μαθηματικών προβλημάτων. 
Β) Η ικανότητα για επίλυση μαθηματικών προβλημάτων αναπτύσσεται αργά 
κατά τη διάρκεια ενός μεγάλου χρονικού διαστήματος. 
Γ) Για να έχει αποτελέσματα η εκπαίδευση στο «problem solving», οι μαθητές 
πρέπει να πιστέψουν ότι οι δάσκαλοι τους θεωρούν ότι η επίλυση προβλημά-
των είναι πολύ σημαντική  συνιστώσα της μαθηματικής τους εκπαίδευσης. 
Δ) Η πλειοψηφία των μαθητών έχει θεαματικά αποτελέσματα μόνο μετά από 
συστηματική εκπαίδευση στο «problem solving». 
Ε) Η προσπάθεια εκμάθησης από τους μαθητές των στρατηγικών για το 
«problem solving», για άλλες ευρετικές τεχνικές και επίλυσης των προβλημά-
των σε διαδοχικά στάδια (π.χ. το μοντέλο των τεσσάρων φάσεων επίλυσης 
ενός προβλήματος του George Polya) τους βοηθά λίγο στο να βελτιώσουν την 
ικανότητα τους στην επίλυση προβλημάτων. 

Ο Lester παρατηρεί ωστόσο, ότι γι' αυτό το πέμπτο συμπέρασμα απαιτείται 
περισσότερη έρευνα και για τον λόγο αυτόν εκφράζει τον σκεπτικισμό του. Κα-
ταλήγει ότι «έχουμε ακόμα πολλά να μάθουμε για το πώς πρέπει να βοηθή-
σουμε τους μαθητές μας στο να γίνουν ισχυροί λύτες προβλημάτων». Στη συ-
νέχεια προσπαθεί να απαντήσει - πάντα βασιζόμενος στα συμπεράσματα προ-
ηγούμενων ερευνών - στο ερώτημα αν «η μεταγνώση είναι η κινητήρια δύναμη 
για το problem solving». Θεωρούμε απαραίτητο να περιγράψουμε κάποιες κύ-
ριες εκδοχές και όψεις της έννοιας «μεταγνώση», κάτι που ο Lester θεωρεί ως 
έννοια γνωστή για τους αναγνώστες του άρθρου του. Η μεταγνώση αναφέρεται 
στη γνώση που έχει ένα άτομο για τις γνώσεις ή τις πληροφορίες που κατέχει 
σε κάποιο συγκεκριμένο θέμα, στην περίπτωση στην οποία συζητάμε για την 
επίλυση προβλημάτων. Επίσης, αναφέρεται στη γνώση που έχει το άτομο για 
τους τρόπους με τους οποίους μπορεί να αντλήσει γνώση από το περιβάλλον, 
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να τη συγκρατήσει και να την αξιοποιήσει. 
Μία ολόκληρη ενότητα της μελέτης - επισκόπησης του Lester έχει τον τίτλο, 

“η σημερινή κατάσταση των ερευνών για το «problem solving»”. Το πρώτο συ-
μπέρασμά του είναι ότι κατά την πενταετία 1990 - 94, η έρευνα στο «problem 
solving» δεν ήταν το πλέον δημοφιλές θέμα έρευνας της μαθηματικής εκπαί-
δευσης. Η ορθότητα αυτού του συμπεράσματος εύκολα πιστοποιείται με μία 
καταγραφή των δημοσιευμένων ερευνών σε περιοδικά διδακτικής των Μαθη-
ματικών και κυρίως στο I.C.M.E. Τίθεται λοιπόν το ερώτημα ποιες είναι οι αιτίες 
για την αλλαγή ενδιαφέροντος των ερευνητών; Ο Lester θεωρεί ότι για την 
στάση αυτή υπάρχουν τέσσερις βασικές αιτίες: 

Α) Η πρώτη και προφανής είναι ότι άλλα θέματα και ζητήματα απασχολούν 
τους ερευνητές. Παρ' ότι το «problem solving» είναι ένας από τους τέσσερις 
πυλώνες του Αναλυτικού προγράμματος που προτείνει το N.C.T.M.8, νέα θέ-
ματα έχουν τραβήξει την προσοχή των ερευνητών, πολλά από τα οποία έχουν 
μικρή έως ελάχιστη σχέση με το «problem solving». Τέτοια θέματα είναι οι πε-
ποιθήσεις μαθητών και διδασκόντων για την φύση των Μαθηματικών, μελέτη 
κοινωνικών και πολιτιστικών παραγόντων που επηρεάζουν τη μάθηση των 
Μαθηματικών, εφαρμογές των Μαθηματικών κλπ. 
Β) Πολλοί ερευνητές, αλλά και εκπαιδευτικοί θεωρούν ότι τα ερωτήματα γύρω 
από το «problem solving» έχουν απαντηθεί ή όπως αναφέρει ρητά ο Lester 
«νομίζουμε ότι γνωρίζουμε τα πάντα γύρω από το «problem solving». Μάλιστα, 
η πλειοψηφία θεωρεί ότι οι θέσεις που εκφράζουν τα «Standarts» αποτελούν 
ένα ολοκληρωμένο σύνολο προτάσεων, το οποίο δύσκολα επιδέχεται μεταβο-
λές και βελτιώσεις. Τις αντιλήψεις αυτές ο Lester τις αμφισβητεί με άμεσο και 
κατηγορηματικό τρόπο, αφού θεωρεί ότι ούτε τα ίδια τα «Standarts» έχουν 
συγγραφεί με βάση ένα πλήρες πρόγραμμα ερευνών, το οποίο να στοχεύει στο 
«problem solving». 
Γ) Ο Δομισμός (Constructivism), κυρίαρχη ιδεολογία στην Έρευνα της Μαθη-
ματικής Εκπαίδευσης δεν ευνοεί την παραδοσιακού τύπου έρευνα γύρω από 
το «problem solving». Η υιοθέτηση της νέας αυτής στάσης δεν εκφράζεται μόνο 
με τη ριζική αντικατάσταση της ορολογίας του «problem solving» με όρους του 
δομισμού, αλλά και με το γεγονός ότι αρκετές έρευνες που υποτίθεται ότι α-
σχολούνται με το «problem solving» από την οπτική γωνία του δομισμού, απέ-
χουν πολύ από τις κλασσικές προσεγγίσεις για τα σχετικά θέματα.  

                                                           
8 Τα σημεία στα οποία εστιάζονται τα «Standarts» είναι: οι συνδέσεις-σχέσεις μεταξύ των 
διάφορων μαθηματικών κλάδων, των Μαθηματικών με τις άλλες επιστήμες και τις άλλες 
κοινωνικές διαδικασίες, η επικοινωνία, δηλαδή οι τρόποι με τους οποίους εκφράζονται οι μα-
θηματικές σχέσεις, οι τρόποι διατύπωσης των προβλημάτων με μαθηματική μορφή και η αιτιο-
λόγηση, δηλαδή οι μορφές και οι τρόποι αποδείξεων και ερμηνειών τω μαθηματικών 
συμπερασμάτων. 
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Δ) Το «problem solving» φαίνεται ότι είναι συνθετότερο απ' ότι θεωρούσαμε 
έως τώρα. Όπως με έμφαση υπογραμμίζει ο Lester, το «problem solving» είναι 
μία ιδιαίτερα πολύπλοκη και πολύπλευρη μορφή ανθρώπινης δραστηριότητας, 
η οποία περιλαμβάνει περισσότερες διαδικασίες από την απλή ανάκληση και 
υπενθύμιση ήδη αποκτημένων γνώσεων. Στο πολυσύνθετο αυτό φαινόμενο 
εμπλέκονται και παράγοντες ψυχολογικοί, κοινωνικοί και άλλοι, οι οποίοι το 
περιπλέκουν επιπλέον. 

Τίθεται το ερώτημα για το ποιες είναι οι σύγχρονες τάσεις έρευνας σχετικά 
με το «problem solving». Οι απαντήσεις στο ερώτημα αυτό σχετίζονται με το 
ποιες ήταν οι ερευνητικές τάσεις και τα ζητήματα που έμειναν αναπάντητα ή 
απαιτούν επιπλέον διερεύνηση κατά τις προηγούμενες δεκαετίες. Κατά τη δε-
καετία του 1980, οι κύριες τάσεις και τα ερευνητικά θέματα ήταν τα ακόλουθα9: 

1) Η θεωρία της ανάπτυξης των ικανοτήτων ενός μαθητή είναι το κύριο θεω-
ρητικό μοντέλο. 

2) Απαιτείται επιπλέον αποσαφήνιση της έννοιας και των διαδικασιών του 
«problem solving». 

3) Απαιτείται να σχεδιαστούν ερευνητικά «εργαλεία», τα οποία να μετρούν τα 
αποτελέσματα και τις προσπάθειες στο «problem solving» και να παρατη-
ρούν τις αλ+λαγές στις στάσεις και στις συμπεριφορές των λυτών. 

4) Πώς μπορούμε να διδάξουμε την επίλυση προβλημάτων; 
5) Για πόσον καιρό απαιτείται να διδάσκουμε επίλυση προβλημάτων; 
6) Ποια είναι τα βασικά ζητήματα των ερευνών του «problem solving»; 
7) Απαιτείται μεγαλύτερη προσοχή για να κατανοήσουμε πώς «μεταφέρονται» 

στο «problem solving» αυτά που έχουν διδαχθεί. 

Κατά την δεκαετία του 1990 ο Alan Schoenfeld μελέτησε και προέβαλε τις 
νέες τάσεις και ερωτήματα που τέθηκαν στην έρευνα του «problem solving» 
στη Βόρεια Αμερική. Τα συμπεράσματα του συμπυκνώνονται στα ακόλουθα έξι 
σημεία: 

1) Απαιτείται να διασαφηνιστεί η έννοια του όρου «problem solving». 
2) Γενικά τα φαινόμενα που σχετίζονται με το «problem solving» είναι πολύ-

πλοκα και η μελέτη τους παρουσιάζει πολλές δυσκολίες. Για το λόγο αυτό, 
οι ερευνητικές μέθοδοι που ήδη χρησιμοποιούνται είναι ανεπαρκείς και θα 
πρέπει οπωσδήποτε να βελτιωθούν. Τίθενται ως ερωτήματα ποιες είναι οι 
κατάλληλες ερευνητικές μέθοδοι για την μελέτη των φαινομένων που σχετί-
ζονται με το «problem solving» και ποιες από αυτές που θεωρούνται αξιό-
λογες πρέπει να βελτιωθούν και να εξελιχθούν; 

3) Πώς οι βασικές αποκτημένες γνώσεις σχετίζονται με άλλες πλευρές της 

                                                           
9 Τα συμπεράσματα αυτά προκύπτουν από την έρευνα του Lester το 1980, δες τις αναφορές. 
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δραστηριότητας του «problem solving»; 
4) Μελετώντας τα αποτελέσματα των προηγούμενων ερευνών διαπιστώνουμε 

ότι, γνωρίζουμε πολύ λίγα για το ρόλο του αυτοελέγχου (π.χ.  κινητοποίηση  
όλων συναισθηματικών παραγόντων, της συναίσθησης των δυσκολιών και 
αδυναμιών του λύτη κλπ.) 

5) Γνωρίζουμε ελάχιστα για τον ρόλο των πεποιθήσεων και των συναισθημά-
των που σχετίζονται με το «problem solving». 

6) Υπάρχει ένας μεγάλος αριθμός απροσδιόριστων ζητημάτων που σχετίζο-
νται με  την εκπαίδευση για την επίλυση προβλημάτων και με την αξιολό-
γηση σχετικών διαδικασιών. 

Ένας από τους κεντρικούς διαχρονικούς στόχους της μαθηματικής εκπαί-
δευσης είναι η βελτίωση των τεχνικών διδασκαλίας της επίλυσης προβλημά-
των. Η επίτευξη αυτού του στόχου επηρεάζει άμεσα και την έρευνα της Διδα-
κτικής των Μαθηματικών, η οποία παρά τα επιμέρους ζητήματα που θέτει, είναι 
εκ των πραγμάτων αναγκασμένη να αντιμετωπίζει από νέες και συνεχώς διευ-
ρυνόμενες οπτικές γωνίες το κεντρικό της πρόβλημα. Ο Lester με τη σύνοψη 
των ερευνών για το «problem solving» ταξινομεί τα κεντρικά ερωτήματα που θα 
πρέπει να αντιμετωπίσει η Διδακτική των Μαθηματικών κατά την δεκαετία 
1995-2005. Τα ζητήματα και οι στόχοι αυτοί είναι: 
 
1) Ο ρόλος του διδάσκοντος σε μία τάξη επικεντρωμένη στο «problem 
solving». 

Επεξηγεί ότι παρότι αρκετά αναλυτικά προγράμματα είναι επικεντρωμένα στο 
«problem solving», ο διδάσκων είναι αυτός θα πρέπει να υλοποιήσει οποιοδή-
ποτε πρόγραμμα εκπαίδευσης. Για το λόγο αυτό ο ρόλος του είναι κεντρικός 
κατά τη διαδικασία μάθησης. 
Σημειώνεται ότι λίγες συγκριτικά έρευνες σχετίζονται με το ρόλο του διδάσκο-
ντος στη βελτίωση της ικανότητας των μαθητών στην επίλυση μαθηματικών 
προβλημάτων και κατά τη γνώμη του Lester, αυτό είναι ερευνητικό ζήτημα 
προτεραιότητας. 
2) Τι ουσιαστικά συμβαίνει στις τάξεις στις οποίες το μάθημα είναι επικε-
ντρωμένο στην επίλυση προβλημάτων; 
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Δύο γεωμετρικές  
αποδείξεις σε  
προτεινόμενες ασκή-

σεις 
 

 Νίκος Κυριαζής  
 Θεσσαλονίκη 
 

 
 

Σχόλιο ΣΕ 
Στο τεύχος 3 του Α θέσαμε έναν προβληματισμό και  παροτρύναμε τους φίλους 
του Α να δώσουν, αν είναι δυνατόν, γεωμετρικές αποδείξεις στην εξής πρότα-
ση: 
 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση: 
α β γ

Α Β Γ
= =  τότε το τρίγωνο είναι ι-

σόπλευρο. Ως λόγος 
α

Α
 εννοείται ο λόγος 

(α)

(Α)
 

 
Στην πρόσκληση αυτή ανταποκρίθηκαν ευγενικά ο Νίκος Κυριαζής από 

τη Θεσσαλονίκη και η ομάδα των συναδέλφων μαθηματικών Δόρτσιος Κώστας, 
Δημητρίου Μιχάλης και Λάφης Παναγιώτης. 

Οι αποδείξεις που μας έστειλαν είναι εντυπωσιακές και πρωτότυπες. 
Ειδικά, η απόδειξη που μας έστειλε ο Νίκος Κυριαζής, που στηρίζεται 

στον ορισμό του μήκους τόξου με τη βοήθεια του ορίου ακολουθιών, είναι ίσως 
η μοναδική του είδους. 
 
Ακολουθούν τα σχετικά άρθρα. 

 
 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΓΝΩΣΤΗΣ ΜΑΣ ΠΡΟΤΑΣΗΣ1 

Γενικά 

                                                 
1 Πρόκειται για την Πρόταση που πρότεινε ο κ. Νίκος Ιωσηφίδης στο περιοδικό «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ» (τεύ-
χος 3/2004, σελ. 149), με την οποία συνδέονται πλευρές και γωνίες ισοπλεύρου τριγώνου. 
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Με την από 4-3-2005 επιστολή του ο κ. Νίκος Ιωσηφίδης μας πρότεινε 
για απόδειξη, μεταξύ άλλων και δύο Προτάσεις του (ασκήσεις). 

Εξαιτίας άλλων αναγκών ασχοληθήκαμε, προς το παρόν, μόνο με την 
παρακάτω αναφερόμενη Πρόταση 1, επειδή παρατηρήσαμε ότι με βάση αυτή 
μπορεί να καλυφθεί και μιας άλλη σημαντική ανάγκη. 

Συγκεκριμένα, με βάση την παρακάτω Πρόταση 1, είναι δυνατό να α-
ποδείξουμε γεωμετρικά και την παρακάτω Πρόταση 2, που αποτελεί την γενί-
κευση (για τυχαίο τρίγωνο) μιας άλλης Πρότασης που ο κ. Ν. Ιωσηφίδης πρό-
τεινε στο περιοδικό «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ» (τεύχος 3/2004, σελ. 149), πολύ σημα-
ντικής, κατά τη γνώμη μας, που τον προβλημάτισε και προβλημάτισε κι εμάς. 

Έτσι, με την εργασία αυτή πιστεύουμε ότι επιτυγχάνεται η γεωμετρική 
απόδειξη των δύο παρακάτω Προτάσεων που προτείνονται από τον κ. Ν. Ιω-
σηφίδη στον «Α» (τεύχη 4/2004, 3/2004, σελίδες 216 (Γ102), 149 αντίστοιχα) 
και ταυτόχρονα γενικεύεται η δεύτερη απ’ αυτές για κάθε τρίγωνο, ενώ δίνονται 
και τα αντίστροφά τους. Όλα αυτά θεωρούμε σημαντικά βήματα στον προβλη-
ματισμό και επιδίωξη (μεγαλεπίβολο στρατηγικό στόχο) του κ. Νίκου Ιωσηφίδη 
(«Α», τεύχος 3, σελ. 149). 

 
 

Πρόταση 1 (Επέκταση γνωστής πρότασης1) 

Δύο κύκλοι ( )K,R  και ( )Λ,ρ  τέμνονται στα σημεία A ,  (Σχήμα 1α). 

Ονομάζουμε ,  τα μήκη των μικροτέρων αντιστοίχων τόξων τους 

 και ,  τα εμβαδά των κυκλικών τμημάτων που αντιστοιχούν 

στα παραπάνω τόξα. 

B

1π π

2ε

2

AB 1ε

Να αποδειχθεί ότι, αν , τότε:  και . Αληθεύει και 

το αντίστροφο, αν δηλ. , ή , τότε και .

R ρ³

π £
1π π£

1 2ε ε£
2 21ε ε£

R ³1 2π ρ 2 

 
Απόδειξη 

Ονομάζουμε Γ  την τομή των ΚΛ , ΑΒ  και Δ , Ε  τις τομές της  με τα μικρό-

τερα τόξα 

ΚΛ

ΑΒ  των κύκλων (  και (  αντίστοιχα (Σχήμα 1α). )RK, )Λ,ρ

                                                 
1 Πρόκειται για την Πρόταση Γ102 του «Α», τεύχος 4/2004, σελ. 216, που έχει προτείνει ο κ. Ν. Ιωσηφί-
δης, ελαφρώς τροποποιημένη, έτσι ώστε να έχει άμεση εφαρμογή στην Πρόταση 2 που ακολουθεί, ενώ 
γίνεται και η επέκτασή της στο αντίστροφό της. 
2 Η πρόταση αυτή είναι δυνατό να διατυπωθεί και με πιο γενικό τρόπο, ως εξής:  
«Σε δύο ίσους ή άνισους κύκλους και σε ίσες χορδές τους αντιστοιχούν, ίσα ή αντιστρόφως άνισα μήκη 
των αντιστοίχων μικροτέρων τόξων τους, όπως και ίσα ή αντιστρόφως άνισα εμβαδά των αντιστοίχων, 
στα τόξα αυτά, κυκλικών τμημάτων και αντίστροφα, δηλ. αν σε δύο κύκλους και ίσες χορδές τους αντι-
στοιχούν ίσα ή άνισα μήκη των μικροτέρων αντιστοίχων στις χορδές αυτές τόξων, ή ίσα ή άνισα εμβαδά 
των αντιστοίχων στα τόξα αυτά κυκλικών τμημάτων, τότε και οι κύκλοι στους οποίους ανήκουν αυτά, 
είναι ίσοι ή αντιστρόφως άνισοι (ως προς τα τόξα αυτά». 
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Α
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Λ΄ Ε΄

Η΄

Ζ
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Ζ΄
Χ΄

Η

Χ

ε 2́

 
Σχήμα 1 

α. Ευθύ 

Αν  είναι ο συμμετρικός κύκλος του κύκλου  ως προς την (Λ ,ρ¢ ) ( )Λ,ρ AB  (Σχή-

μα 1β), τότε ο κύκλος αυτός θα περνά από τα A , , το  ή  

(εσωτερικό σημείο του ), ενώ οι κύκλοι ,  θα είναι ίσοι, λόγω 

B

( ) (Λ ,¢

Λ΄ Κº

)
Λ ' ΚΓÎ

ΚΓ Λ,ρ ρ
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συμμετρίας. 

Ονομάζουμε  την τομή της  με το μικρότερο τόξο E¢ KΛ¢ AB  του κύ-

κλου ( ) . Λ ,ρ¢

Έτσι, μετά τα παραπάνω, επειδή οι κύκλοι ,  είναι ίσοι, το 

μήκος  του τόξου 

( )Λ,ρ (Λ ,ρ¢ )

2π AEB  του κύκλου , είναι ίσο με το μήκος του τόξου Λ

AE B¢  του κύκλου  και άρα αρκεί να δείξουμε ότι το μήκος του τόξου Λ¢ AΔB  

είναι ίσο ή μικρότερο του μήκους του τόξου AE B¢ . Δηλαδή ότι είναι: . 1 2π π£

Αν το , τότε στην περίπτωση αυτή, οι κύκλοι  και  αφού 

περνούν από τα 

Λ΄ Κº K Λ¢

A , B  και είναι ομόκεντροι, θα συμπίπτουν, άρα και . 1 2π π=

Αν το  (εσωτερικό σημείο του ), τότε στο τόξο Λ ' ΚΓÎ KΓ AΔΒ  εγγρά-

φουμε κανονική τεθλασμένη γραμμή AZΔΗΒ , οπότε το μήκος του τόξου αυτού 

, θα είναι το όριο στο οποίο τείνει η περίμετρος της παραπάνω κανονικής 

τεθλασμένης γραμμής, αν ο αριθμός των πλευρών της απαύστως διπλασιάζε-
ται. 

1π

Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι και το όριο της εγγεγραμμένης στο τόξο 

AE Β¢  αντίστοιχης κανονικής τεθλασμένης AZ E Η Β¢ ¢ ¢ , είναι το μήκος  του 

τόξου 

2π

AE Β¢ , όταν ο αριθμός των πλευρών της AZ E Η¢ ¢ Β¢  συνεχώς διπλασιάζε-
ται. 

Ακόμη, αν  είναι τυχαίο σημείο του τόξου X AΔΒ  και  είναι η τομή 

της  και του τόξου 

X¢

KX AE Β¢

ρ¢ =

KA¢

KX

, τότε τα τρίγωνα ,  έχουν την  κοι-

νή, την  και , οπότε, σύμφωνα με γνωστό θεώ-

ρημα, θα είναι και , ή . Άρα το  βρίσκεται 

στην προέκταση της  προς το . Είναι φανερό ότι αν το  βρίσκεται στο 

τμήμα του τόξου 

Λ KA¢

¢

KX¢ >

Λ KX¢

KX

¢

¢

KΛ¢

Λ A Λ X¢ ¢= ˆ ˆKΛ A KΛ X¢ <

R KX> = =

X

KX X¢

X

ΔΗΒ , τότε συγκρίνουμε τα τρίγωνα ,  [Αν το Λ KΒ¢ Λ KX¢ ¢

X Δº

AK

, τότε  και  (τρίγωνο 

), ή , ή ]. 

X¢

KE R¢

Ε΄º

> =

KE KΛ Λ¢ ¢= +

KE KΔ¢ >

E K¢ ¢ Λ ρ¢= + KA R=>

Λ¢ KΔ

Μετά τα παραπάνω προκύπτει ότι όλα τα σημεία του τόξου AE Β¢  βρί-

σκονται εκτός του κύκλου (  και άρα η περίμετρος της κανονικής τεθλασμέ-

νης 

)K,R

AZ E Η Β¢ ¢ ¢  θα περιβάλλει την αντίστοιχή της κανονική τεθλασμένη AZΔΗΒ , 
οι οποίες έχουν και κοινά άκρα. 

Επομένως, σύμφωνα με γνωστό θεώρημα, η περίμετρος της γραμμής 

AZΔΗΒ , θα είναι μικρότερη πάντοτε της εκάστοτε αντίστοιχης περιμέτρου της 
γραμμής ΑΖ’ΕΉ΄Β διπλασιαζόμενου απαύστως του αριθμού των πλευρών 

τους. Άρα και το όριο στο οποίο τείνει η AZ E Η Β¢ ¢ ¢ , δηλ. το μήκος του τόξου 

AΔ ,θα είναι μικρότερο ή ίσο από το όριο στο οποίο τείνει η AZ E Η Β¢ ¢ ¢ , δηλ. 
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από το μήκος του τόξου AE B¢ . 

AE¢Δηλ. μήκος AΔΒ £  μήκος Β £  ή 

μήκος AΔΒ £  μήκος AEΒ

3π

 ή . 1 2π π£

Για να αποκλείσουμε το  αρκεί μεταξύ των π=

4

1
 και π2 να παρεμβάλ-

λουμε δύο ποσότητες  και  με . Τέτοιες είναι τα μήκη των τε-

θλασμένων 

π 3π π< 4

AE B¢  και AZ E Η¢ ¢ ¢Β  με 2 και 4 πλευρές αντίστοιχα. 

Επίσης, επειδή όλα τα σημεία του τόξου AB  του κύκλου  βρίσκονται 

μέσα στο κυκλικό τμήμα 

K

AB  του κύκλου  και το εμβαδό του κυκλικού τμήμα-

τος 

Λ¢

AB  του κύκλου , θα είναι μέρος του εμβαδού του κυκλικού τμήματος K AB  

του κύκλου  ή του ίσου του κύκλου . Δηλαδή είναι . Λ¢ Λ 1 2ε ε<

Ακόμη, στην περίπτωση του , τότε επειδή όπως είδαμε οι κύ-

κλοι  και  είναι ίσοι και τα εμβαδά των κυκλικών τους τμημάτων 

Λ ' Κº

K Λ¢ AB , θα 

είναι ίσα. Δηλαδή  ή . 1 2
¢ = 2ε ε ε= 1 2ε ε=

 
β. Αντίστροφο 

Πραγματικά, αν , τότε οι κύκλοι ,  θα είναι ίσοι (R ), 

γιατί αν δεν ήταν ίσοι, τότε θα ήταν  ή . Δηλαδή 

 ή . Στην περίπτωση αυτή, σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ της 

Πρότασης θα ήταν  ή  αντίστοιχα, που είναι άτοπο γιατί αντι-

βαίνει στην υπόθεσή μας. Άρα θα είναι . 

1π =

π <

( )K,R

( )R Λ>

ρ=

(Λ,ρ

( ),ρ

2π

1 2π

2ε

ρ=

2π

)

)

)

2

2

ρ=

)K,

2π

R

( ) (K,R Λ,ρ<

R ρ> R ρ<

1π >

Αν είναι , τότε εργαζόμενοι με εντελώς όμοιο τρόπο, αποδει-

κνύουμε και πάλι ότι R . 

1ε =

Αν είναι , τότε ο κύκλος  θα είναι μεγαλύτερος από τον 

κύκλο , ή R , γιατί αν δεν ήταν R , τότε θα ήταν R  ή R . 

Έτσι, αν , σύμφωνα με το παραπάνω ευθύ θα ήταν , που είναι 

άτοπο, καθώς αντιβαίνει στην υπόθεσή μας. Αν , τότε σύμφωνα με το 

ευθύ της Πρότασης, θα είναι και , που είναι άτοπο, καθώς αντιβαίνει 

στην υπόθεσή μας, σύμφωνα με την οποία πρέπει να είναι . Άρα δεν 

είναι ούτε R . Συνεπώς απομένει να είναι . 

1π <

ρ>

(K,R

ρ>

2π

R

(Λ,ρ

R =

ρ=

1π π=

1π π<

ρ<

2

ρ

<

R ρ<

ρ

1π >

ρ >

Στην περίπτωση που , τότε εργαζόμενοι όπως ακριβώς παρα-

πάνω, αποδεικνύουμε και πάλι ότι R . 

1ε ε<

> ρ

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
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α. Είναι φανερό ότι αν δίνεται ότι R  και εργασθούμε όπως παραπάνω στο 

ευθύ της Πρότασης, βρίσκουμε ότι είναι  και , ενώ αν δίνεται 

ότι  ή  και εργασθούμε όπως παραπάνω στο αντίστροφο βρί-

σκουμε ότι R . 

ρ£

1π π³ 2 2

2

1ε ε³

1 2π π³ 1ε ε³

ρ£

β. Είναι γνωστό ότι 


1

π R AΔΒ
π

180

⋅ ⋅
=   και 


2

π ρ AEΒ
π

180

⋅ ⋅
=   (Σχήμα 1α), οπότε 

αν λ.χ. , σύμφωνα με το ευθύ της Πρότασης 1, θα είναι R ρ³


2

π ρ AEΒ

180

⋅ ⋅
π =   

  π R AΔΒ
ρ AEB R AΔΒ

180

⋅ ⋅
 ⋅ ³ ⋅  ή  ή ˆ ˆρ AΛΒ R AKB⋅ ³ ⋅

ˆρ AΛΒ 2⋅ ³  ˆAKBR ⋅ 2  ή  ή ˆ ˆρ AΛK R AKB⋅ ³ ⋅
ˆ K̂Λ

ρ

AΛK A

R
³ . 

Δηλαδή στο τρίγωνο AKΛ , στο οποίο είναι , , 

και αν , τότε θα είναι 

ˆAΛK 90<  ˆAKΛ 90< 

AK AΛ³
ˆ ˆAΛ

AK

K AKΛ

AΛ
³ , (α) 

και αντίστροφα, αν αληθεύει η (α), τότε θα είναι , ή . Τούτο 

σημαίνει ότι μπορούμε να έχουμε σχέσεις μεταξύ των γωνιών , 

 και των πλευρών 

R ρ³ AK AΛ³

ˆAΛK 90< 

ˆAKΛ 90<  AK AΛ=  ή AK ¹ AΛ  τριγώνου AKΛ , αν  

οξεία ή αμβλεία (βλ. Πρόταση 2 παρακάτω). 

ˆKAΛ

Αν ονομάσουμε  το μήκος του μεγαλυτέρου τόξου 3π AB  των κύκλων 

 και  (σχήμα 1β), ενώ συνεχίζει να είναι R , τότε σύμφωνα με το ευθύ 

της Πρότασης 1, θα είναι  και επειδή , θα είναι και , ή 

Λ Λ¢ ρ³

3π ³2π π³ 1 2 ππ 3 1π ³

 π ρ λυτερο ΑΒ⋅ ⋅
³ 

μεγα

180

π R ΑΔΒ

180

⋅ ⋅
  ρ.μεγ/ρη  R ΑΚ³ ⋅AΛ́ Β Β     ή  

 ρ ΑΛ 'Κ R AKΛ '⋅ ³ ⋅  ή 
ˆ ˆΑΛ K ΑΚΛ

R ρ

¢ ¢
³ . 

Δηλαδή για αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑKΛ¢ , με ΑΛ 'Κ >900, αν  

(Σχήμα 1β), θα είναι 

AK AΛ '³

ˆ ˆΑΛ K ΑΚΛ

AK AΛ

¢
³

¢
. Τούτο φανερώνει ότι μπορούμε να έχουμε 

σχέσεις μεταξύ των γωνιών AΛ 'Κ > 90 AK,  και των πλευρών 

 τριγώνου 

ˆΛ ' 90< 

AK AΛ¢> ΑKΛ¢  (Πρόταση 2). 

Μετά τα παραπάνω προκύπτει ότι είναι δυνατόν να έχουμε σχέσεις με-
ταξύ των γωνιών και των πλευρών κάθε τριγώνου (οξυγωνίου ή αμβλυγωνίου). 
Βλ. Πρόταση 2 παρακάτω. 
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Πρόταση 2 (Επέκταση γνωστής πρότασης1) 

Σχέσεις γωνιών και πλευρών τυχαίου τριγώνου 

Σε κάθε τρίγωνο (οξυγώνιο ή αμβλυγώνιο) ABΓ  (Σχήμα 2), ισόπλευ-

ρο, ή ισοσκελές, ή σκαληνό, με , (1) α β γ³ ³

αληθεύει μία από τις σχέσεις: 
ˆ ˆA B Γ

α β
³ ³

ˆ

γ
. (2) 

(Πότε αληθεύουν οι ισότητες και πότε οι ανισότητες;) 

Και αντίστροφα, αν σε τρίγωνο ABΓ  αληθεύει μία από τις σχέσεις της 
(2) τότε το τρίγωνο αυτό είναι ισόπλευρο, ή ισοσκελές, ή σκαληνό, 

στο οποίο αληθεύει μία από τις σχέσεις της (1) [Ως λόγοι 
Â

α
, 

B̂

β
, 
Γ̂

γ
 

εννοούνται οι λόγοι 
ˆ(A)

(α)
, 

ˆ(B)

(β)
, 

ˆ(Γ)

)(γ
]2. 

Α

Β Γ

Α΄

α

β

γ

β

γ

 

                                                 
1 Πρόκειται για την Πρόταση που έχει προτείνει ο κ. Νίκος Ιωσηφίδης στην σελ. 149 του τεύχους 3/2004 
του περιοδικού «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ», η οποία δικαίως τον έχει προβληματίσει πολλές φορές, επειδή είναι 
σημαντική και γι’ αυτό προσκαλεί όλους μας να ασχοληθούμε με αυτή και τον σχετικό προβληματισμό 
του. 
2 Μία άλλη διατύπωση της Πρότασης αυτής είναι:  
«Να δοθεί η ικανή και αναγκάια συνθήκη-σχέση, που πρέπει να συνδέει τις γωνίες με τις πλευρές κάθε 
τριγώνου, οξυγωνίου ή αμβλυγωνίου, σκαληνού, ή ισοσκελούς, ή ισοπλεύρου.» 
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Σχήμα 2 

Απόδειξη 

α. Ευθύ 

Αν λ.χ. στο τρίγωνο ABΓ  είναι  και γράφουμε τους κύκλους , 

 οι οποίοι επανατέμνονται στο 

α β γ³ ³ ( )B,γ

(Γ,β) A ¢ , τότε σύμφωνα με την παραπάνω Πρό-

ταση 1 (Ευθύ και Παρατήρηση β), το μήκος του μικροτέρου τόξου AA ¢  του κύ-

κλου ( , θα είναι ίσο ή μεγαλύτερο από το μήκος του μικροτέρου τόξου )B,γ AA ¢  

του κύκλου , καθώς , έστω και αν  ή  ή . (Γ,β) β ³ γ Â B̂ Γ̂ 90³ 

Δηλαδή, επειδή 
ˆ ˆπ γ 2B π β 2Γ

β γ
180 180

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
³  ³   ή  (3). ˆγ B β Γ⋅ ³ ⋅ ˆ

ˆΌμοια βρίσκουμε και ότι: ,  (4). ˆ ˆβ A α B⋅ ³ ⋅ ˆγ A α Γ⋅ ³ ⋅

Από τις (3), (4) 
ˆ ˆA B

α β
 ³ , 

ˆ ˆB Γ

β γ
³ , 

ˆ ˆA Γ

α γ
³  (5). 

Έτσι, από τις (5) 
ˆ ˆA B Γ

α β
 ³ ³

ˆ

γ
, δηλαδή η ζητούμενη σχέση (2). 

[Από τα παραπάνω προκύπτει ότι αν το τρίγωνο ABΓ  είναι ισόπλευρο 

( ), τότε θα είναι α β γ= =
ˆ ˆA B Γ

α β
= =

ˆ

γ
, αν το τρίγωνο είναι ισοσκελές λ.χ. με 

, τότε α β γ> =
ˆ ˆA B Γ

α β
> =

ˆ

γ
, αν είναι σκαληνό με , τότε α β γ> >

ˆ ˆA B Γ

α β γ
> >

ˆ
, κτλ.]. 

 
β. Αντίστροφο 

Από τη σχέση (2) , ,  (6). ˆ ˆβ A α B ⋅ ³ ⋅ ˆ ˆγ B β Γ⋅ ³ ⋅ ˆγ A α Γ⋅ ³ ⋅ ˆ

Έτσι, από την 2η των (6) 
ˆ ˆπ γ 2B π β 2Γ

β γ
180 180

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
³  ³   (7). 

Δηλαδή, το μήκος του μικροτέρου τόξου AA ¢  του κύκλου (  είναι ίσο ή με-

γαλύτερο από το μήκος του μικροτέρου τόξου 

)B,γ

AA ¢  του κύκλου ( ) . Γ,β

Επομένως, αφού αληθεύει η (7), σύμφωνα με το αντίστροφο της πα-

ραπάνω Πρότασης 1, έστω και αν  ή  ή , θα είναι:  (8). Â B̂ Γ̂ 90³  β γ³

Όμοια, από τις 1η και 3η των (6)  και   (9) α β ³ α γ³

αντίστοιχα. 
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Έτσι, από τις (8), (9) . Δηλαδή η σχέση (1). α β γ ³ ³

[Από το παραπάνω αντίστροφο της Πρότασης 2 προκύπτει ότι το τρί-

γωνο ABΓ , θα είναι ισόπλευρο ( α β ), ή ισοσκελές με , ή 

σκαληνό με , κτλ, αν είναι: 

γ= = α β γ> =

α β γ> >
ˆ ˆA B Γ

α β
= =

ˆ

γ
, ή 

ˆ ˆ ˆA B Γ

α β γ
> = , ή 

ˆ ˆ ˆA B

α β γ
>

Γ
> , κτλ, αντίστοιχα. 

Σύμφωνα με την Πρόταση 1 και κυρίως την Παρατήρηση β της Πρότα-

σης αυτής, η Πρόταση 2 αληθεύει και στην περίπτωση που το τρίγωνο ABΓ  

είναι αμβλυγώνιο. Είναι φανερό ότι, αν , ή , τότε α β γ£ £ β γ α£ £

ˆ ˆA B Γ

α β γ
£ £

ˆ
, ή 

ˆ ˆ ˆB Γ A

β γ α
£ £ , αντίστοιχα, κτλ.] 

 
ΣΧΟΛΙΟ: Από γνωστό μας Θεώρημα, εύκολα προκύπτει ότι αν σε τρίγωνο 

ABΓ , είναι λ.χ. , τότε είναι  και αντίστροφα. 

[Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε αν γράψουμε τον περιγραμμένο 
κύκλο του τριγώνου και συγκρίνουμε μεταξύ τους τις πλευρές (ως 
χορδές) με τα αντίστοιχα τόξα και εγγεγραμμένες αντίστοιχες γωνί-
ες]. Έτσι, για το τρίγωνο αυτό, σύμφωνα με την Πρόταση 2, θα εί-

ναι 

α β γ> > ˆ ˆA B Γ> > ˆ

ˆ ˆ ˆA B Γ

α β γ
> > . Η ιδιότητα αυτή δεν αληθεύει για όλες τις ανάλογες 

ανισότητες, ενώ αληθεύει για τα μέτρα των γωνιών και πλευρών 
κάθε τριγώνου, για τα οποία ισχύουν ορισμένοι περιορισμοί, όπως 

β γ α β γ+ Â- < < , ..., , ,  και . B̂ Γ̂ 18< 0 ˆ ˆA B Γ̂ 180+ + = 
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Απάντηση σε προβλημα-
τισμό  
του «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ». 

 

Δημητρίου Μιχάλης, Μαθηματικός, 
Αίγιο 

Λάφης Παναγιώτης, Μαθηματικός, 
Αίγιο 

Δόρτσιος Κων/νος, Σχολικός Σύμ-
βουλος 

Μαθηματικών, Γρεβενά 
 

 

 
 Η κεντρική ιδέα του άρθρου  που ακολουθεί ανήκει κατά κύριο λόγο στο Μι-

χάλη Δημητρίου. Αφορμή υπήρξε το άρθρο «Προβληματισμός» του «ΑΠΟΛ-
ΛΩΝΙΟΥ» τεύχος 30 σελ.149, του συναδέλφου Ν. Ιωσηφίδη. Στον προβληματι-
σμό ζητούνταν μια γεωμετρική απόδειξη για το παρακάτω πρόβλημα: 

 

 Έστω α, β, γ τα μήκη των πλευρών και  Α, Β, Γ τα μέτρα των γωνιών 

του τριγώνου ΑΒΓ. Αν ισχύει:  
α β γ

Α Β Γ
   τότε το τρίγωνο είναι ι-

σόπλευρο. (Ως 
α

Α
 ορίζουμε το λόγο 

 
 
α

Α
). 

 

Απόδειξη: 

 Έστω ότι
α β γ

= =
Α Β Γ

=λ ,   *λ R   

 Άρα:    α λΑ,β λΒ,γ λΓ= = =

 Από την τριγωνική  ανισότητα:  έχουμε:    α β γ< +

π
λΑ λΒ λΓ Α Β Γ 2Α Α Β Γ 2Α π Α

2
< +  < +  < + +  <  <   

 Όμοια και οι άλλες γωνίες Β και Γ  είναι οξείες.  

 

 Επομένως το τρίγωνο είναι οξυγώνιο.1 
 



52 ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΕ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟ ΤΟΥ «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ» 

 Αποδεικνύουμε τώρα ένα βοηθητικό Θεώρημα: 

 

Θεώρημα του Αρίσταρχου του Σάμιου 

Για τα τόξα  ΑΒ  και ΒΓ  του ίδιου κύκλου τα μικρότερα των 1800 ισχύει:  

Αν  ΑΒ ΒΓ 180     τότε: 



ΒΓ ΒΓ

ΑΒ ΑΒ
  

Απόδειξη: 

 Επειδή  ΑΒ ΒΓ<  άρα θα είναι και ΑΒ ΒΓ< .  

 Φέρνουμε τη διχοτόμο ΒE του τριγώνου ΑΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Ε και 
τον κύκλο στο Δ. (Σχ.1) 

Γ

Β

Α

Δ

Ζ
Θ

Ε

Κ

Λ

ΣΧ. 1

ω
ω

φ

σ ρ

 Ισχύει:  ΑΔ ΔΓ ΑΔ ΔΓ=  =  δηλαδή το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

 Φέρνουμε το ύψος ΔΖ του οποίου η προέκταση τέμνει τον κύκλο με κέντρο 
το σημείο Δ και ακτίνα το τμήμα ΔΕ στο σημείο Θ.  

 Τότε: ΔΖ ΔΕ ΔΑ< <  και ΑΕ ΕΓ<  από το Θεώρημα της Εσωτερικής Διχο-

τόμου.  
 Ονομάζουμε Κ το σημείο που τέμνει ο κύκλος (Δ, ΔΕ) την ΔΑ.  

 Παρατηρούμε ότι:  
( ) ( )

( ) ( )

τομ ΔΕΘ τριγ ΔΕΖ

τριγ ΔΕΑ τομ ΔΕΚ

ü> ïïïýï> ïïþ
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 άρα: τομ(ΔΕΘ)τριγ(ΔΕΑ)>τριγ(ΔΕΖ)τομ(ΔΕΚ)  
 

 2 21 1 1 1
(ΔΕ) σ ΑΕ ΔΖ ΕΖ ΔΖ (ΔΕ) φ

2 2 2 2

é ù é ù é ù é ù
⋅ ⋅ ⋅ > ⋅ ⋅ ⋅ê ú ê ú ê ú ê ú

ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û


 
ΕΖ σ

σ.ΑΕ φ.ΕΖ
ΑΕ φ

>  <                                

 
ΕΖ σ ΕΖ ΑΕ σ φ

1 1
ΑΕ φ ΑΕ φ

+ +
+ < +  < 


ΑΓ (ΑΔΓ)

ΑΖ (ΑΔΖ) 2 2
ΑΕ φ ΑΕ φ

<  <  

 

 
  ΑΓ (ΑΔΓ) ΑΓ ΑΕ (ΑΔΓ) φ ΕΓ (ΕΔΓ)

1 1
ΑΕ φ ΑΕ φ ΑΕ

- -
- < -  <  <

φ
  

Δηλαδή: 
ΕΓ (ΕΔΓ)

ΑΕ φ
<  

 Εφαρμόζουμε το θεώρημα της διχοτόμου στο τρίγωνο ΑΒΓ και τη σχέση των 
μέτρων των εγγεγραμμένων γωνιών και αντίστοιχων τόξων και έχουμε: 





ΒΓ
ΒΓ 2
ΑΒ ΑΒ

2

<       



ΒΓ ΒΓ

ΑΒ ΑΒ
<  

 δηλαδή το ζητούμενο του  θεωρήματος  του Αρίσταρχου του Σάμιου. 

 

 

Απάντηση στο πρόβλημα του «Α» 

 Η τελευταία σχέση με άλλη γραφή γίνεται 
ΒΓ Α

ΑΒ Γ
<   ή ακόμα 

α Α

γ Γ
<  ή 

α γ

Α Γ
<  

 Επειδή το τρίγωνο όπως προκύπτει από το πρώτο μας συμπέρασμα είναι 
οξυγώνιο, τα αντίστοιχα τόξα στον περιγεγραμμένο κύκλο θα είναι μικρότε-
ρα από 1800 και συνεπώς έχει εφαρμογή το παραπάνω θεώρημα του Αρί-
σταρχου. 

 Αν υποθέσουμε λοιπόν ότι στο ΑΒΓ για το οποίο ισχύει 
α β γ

Α Β Γ
= =   

 είναι  π.χ α  τότε από το θεώρημα του Αρίσταρχου  α γ¹ γ>

 θα προέκυπτε ότι:  
α Α

γ Γ
< .  

 Όμως 
α Α

γ Γ
=   άρα  

Α Α

Γ Γ
<  πράγμα άτοπο, άρα α = γ.  
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 Όμοια β = γ  και το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
 
 

Ιστορικό Σημείωμα 

Αρίσταρχος ο Σάμιος 
Έζησε πιθανότατα γύρω στο 310-230 π.Χ. και ήταν μεγαλύτερος του Ευκλείδη 
κατά 25 περίπου χρόνια. Οι ιστορικοί τον θεωρούν κυρίως αστρονόμο όμως οι 
Αρχαίοι Έλληνες είχαν διαφορετική γνώμη. Του έδιναν την επωνυμία «Αρίσταρ-
χος ο μαθηματικός». 
 Στον Αρίσταρχο ανήκει η μεγάλη τιμή ότι ήταν ο πρώτος, 
που διατύπωσε την υπόθεση του Κοπέρνικου, δηλαδή της 
υπόθεσης του λεγομένου «ηλιοκεντρικού συστήματος». 

Αρίσταρχος 
ο Σάμιος 

 Μάλιστα –κατά μαρτυρία του Πλούταρχου (50-125π.Χ.)- 

είχε υποβληθεί μήνυση «επί αθεΐα» εναντίον του Αριστάρ-
χου, γιατί δίδασκε και διακήρυττε την ηλιοκεντρική θεωρία. 
 Διασωθέν έργο του: «Περί μεγεθών και αποστάσεων του 
Ηλίου και της Σελήνης». 
 Σχετικά τώρα με το ανωτέρω θεώρημα ο Αρίσταρχος 
διατυπώνει στο ανωτέρω έργο του δήλωση που στη σημερι-
νή γραφή δηλώνει: 

«Αν α και 
π

β 0,
2

 
 


 και α > β  τότε: 

ημα α εφα

ημβ β εφβ
  » 

 Ο Αρίσταρχος βέβαια δεν ασχολείται με ημίτονα και εφαπτομένες αλλά με 
γωνίες, με τόξα κύκλων και με χορδές αυτών. Έτσι το έργο του αποτελεί ένα 
είδος προαγγελίας για το έργο «Κύκλου Μέτρησις» του Αρχιμήδη.  

(Ιστορία των Ελληνικών Μαθηματικών, του Sir Thomas L. Heath  
τόμος ΙΙ σελ. 13-1. Κέντρο Έρευνας Επιστήμης και Εκπαίδευσης) 

                                                  

2 2 2α β γ< + 2 2 2 2 2 2 2 2 2λ Α λ Β λ Γ Β Γ Α 0 < +  + - >

Γ π Α Β= - -
2 2 2 2 2Β Α 2πΒ 2πΑ 2ΑΒ Α 0+ + + - - + - >

2 22Β 2(π Α)Β π 2πΑ 0- - + - >

1 Επειδή το τρίγωνο είναι οξυγώνιο θα έχουμε στη συνέχεια: 

     

και επειδή                   

άρα θα προκύψει:  Β π  

δηλαδή:        

Η τελευταία σχέση αποτελεί τριώνυμο ως προς Β και είναι για όλα τα Β ομόσημη του συντελεστή 2 του 
δευτεροβάθμιου όρου. Άρα η διακρίνουσά του είναι αρνητική. Δηλαδή Δ 0<

2 24(π Α) 4.2(π 2πΑ) 0- - - <

2 2Α 2πΑ π 0+ - <

 άρα λοιπόν θα είναι: 

 (1) 

Η σχέση (1) θα τακτοποιηθεί ως προς Α και θα προκύψει: 

  (2) 

και λύνοντας θα έχουμε τις ρίζες της  

1,2Α π π 2= -   
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για να ισχύει η (2) πρέπει: 0  δηλαδή Α π π 2< < - + 0 Α π( 2 1)< < -  

έτσι λοιπόν καταλήγει κανείς σε ένα ακόμη συμπέρασμα: 
«Οι γωνίες του τριγώνου ικανοποιούν τη σχέση»: 

Α π( 2 1)< - ,    Β π( 2 1)< - ,     Γ π  ( 2 1)< -
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Προβληματισμός  
πάνω σε μία άσκηση 
 

 Μίλτος Γραμμένος 
 Μαθηματικός, Κέρκυρα 
 

 
 
Σχόλιο Συντάκτη Νικ. Ιωσηφίδη 

Πολλές φορές συναντήσαμε ασκήσεις στις οποίες μας προβλημάτισε η ύπαρξη 
των συναρτήσεων που δίνονται και οι ιδιότητές τους. Χαρακτηριστικό παράδειγμα 
το 4ο θέμα των Πανελλαδικών εξετάσεων του 2002 στο οποίο δόθηκε η ύπαρξη 
και η παραγωγισιμότητα μιας συνάρτησης που δεν ήταν απαραίτητες (1)  δηλαδή 
μπορούσαν να προκύψουν και επομένως η συνάρτηση ίσως δεν υπήρχε ή ίσως 
δεν ήταν παραγωγίσιμη. Από αυστηρή μαθηματική άποψη μια άσκηση στην οποία 
δίνονται περισσότερα στοιχεία από όσα απαιτούνται δεν είναι καλώς ορισμένη. 

Άλλο χαρακτηριστικό παράδειγμα το λάθος θέμα 3Β του 1997(2) στο οποίο 
δόθηκε ιδιότητα ανύπαρκτης συνάρτησης. Ο μη έλεγχος επίσης της ύπαρξης συ-
νάρτησης με τις δοσμένες ιδιότητες οδήγησε στο λάθος ερώτημα 4γ των Πανελλα-
δικών του 2002(3).  

Ασκήσεις του τύπου «δίνεται η παραγωγίσιμη (ή η συνεχής) συνάρ-
τηση f με τις εξής ιδιότητες» βλέπουμε πάρα πολλές στη σημερινή βιβλιογραφία. 
Όπως γράψαμε και στο τ.3 του «Α» σελ. 168-169 η ΣΕ του «Α» ελέγχει την ύπαρ-
ξη ή μη των συναρτήσεων αυτών. Ο έλεγχος αυτός οδηγεί σε νέα προβλήματα 
πολύ ενδιαφέροντα. Σε πολλές περιπτώσεις διαπιστώνουμε ότι οι αναφερόμενες 
συναρτήσεις δεν υπάρχουν, σε άλλες πάλι περιπτώσεις συναρτήσεις που δόθηκαν 
ως παραγωγίσιμες διαπιστώνουμε ότι δεν είναι. 

Στο τ.3 προτείναμε μια άσκηση που μας έστειλε ο συνάδελφος Αλέξαν-
δρος Τσιτούρης από τη Νέα Σμύρνη στην οποία προσθέσαμε κάποια ερωτήματα 
που αφορούσαν την ύπαρξη της δοσμένης συνάρτησης, τη συνέχειά της και την 
παραγωγισιμότητά της τα οποία δε θεωρήσαμε δεδομένα. Απόδειξη για την ύπαρ-
ξη και παραγωγισιμότητα της συνάρτησης αυτής μας έστειλε ο Γιάννης Τσόπελας 
από την Αμαλιάδα Ηλείας την οποία και δημοσιεύσαμε στο τ.4 σελ. 181-186. 

Μια νέα αφορμή μας δόθηκε από άσκηση που κατασκεύασε και πρότεινε 
ο συνάδελφος Γραμμένος Μίλτος από την Κέρκυρα. Η άσκηση αυτή στην αρχική 
της μορφή είναι η εξής: 
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Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:R R για την οποία ισχύει: 

   ...+ + + + = +2005 2003 3f (x) f (x) f (x) f(x) x 2004 " Î x  (1) 

α) Να δείξετε ότι η f  είναι  -1 1

β) Να βρεθεί ο τύπος της  -1f (x)

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση έχει ακριβώς μια ρίζα στο  f(x) = x ,(0 2004)

 

Τα ερωτήματα που αντιμετωπίσαμε ήταν η ύπαρξη της  και κατόπιν η παρα-
γωγισιμότητά της. Αποδείξαμε (με την ύλη του σχολικού βιβλίου) ότι και υπάρχει η 

 και είναι παραγωγίσιμη στο . Προσθέσαμε λοιπόν και τα τρία αυτά ερωτήματα 
και την προτείνουμε στην τελική της μορφή ως εξής: 

f

f 

 

α) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει μοναδική συνάρτηση για την  f :  
οποία ισχύει:  

   ...+ + + + = +2005 2003 3f (x) f (x) f (x) f(x) x 2004 " Î x  (1) 

β) Να δείξετε ότι η f  είναι  -1 1

γ) Να βρεθεί ο τύπος της  -1f (x)

δ) Να αποδειχθεί ότι η f είναι συνεχής 
ε) Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R 

ζ) Να δείξετε ότι η εξίσωση έχει ακριβώς μια ρίζα στο  f(x) = x ,(0 2004)

 
Μίλτος Γραμμένος, Μαθηματικός, Κέρκυρα 

 
 
 

Δίνουμε τις απαντήσεις για τα ερωτήματα (α), (δ) και (ε) που προσθέσαμε και 
αφήνουμε τα υπόλοιπα για τους αναγνώστες του «Α». 
 
 
 
 
 
(1) Βλ. «Α» τ. 1, σελ. 54 
(2) Βλ. «Α» τ. 3, σελ. 168 
(3) Βλ. «Α» τ. 2, σελ. 119 
(4) Βλ. «Α» τ. 1, σελ.  50-53 
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α) ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΟΝΑΔΙΚΟΤΗΤΑ 
 
Θεωρούμε τη συνάρτηση g :  

5 3... x x x+ + +

 με 

 όπου . 2005 2001g(x) x x α= + + - α Î 
 
Η g  είναι συνεχής στο  και  

( )
-¥ -¥

= =2005

x x
lim g(x) lim x -¥  

 

( )2005

x x
lim g(x) lim x

+¥ +¥
= = +¥



 

 

επομένως , άρα  με g( ) = 0x$ Î  0g(x ) 0= , δηλ. η εξίσωση g(x) 0=  

έχει μία τουλάχιστον ρίζα. 
 
Επειδή τώρα 

2004 2002 4 2g (x) 2005x 2003x ... 5x 3x 1 0¢ = + + + + + > Î      x" η ρίζα 0x  

αι μοναδική. είν
 

(Υπενθυμίζουμε ότι η μονοτονία της g  ΔΕΝ ΑΡΚΕΙ για να είναι η ρίζα  μοναδι-

κή. Βλ. ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ τεύχος 1, σελ. 50-53) 

0x

 
Αν λοιπόν θεωρήσουμε την εξίσωση 

  (2) 2005 2003 2001 3
0y y y ... y y x 2004+ + + + + = +

 

και θέσουμε , για κάθε , άρα και για κάθε  η (1) 

έχει μία ακριβώς πραγματική ρίζα, έστω την . 

0α x 2004= + α Î 
0y

0x Î 

 
Επομένως η συνάρτηση 

f :   0

Θα αποδείξουμε πρώτα μια βοηθητική πρόταση την οποία θα χρησιμοποιήσουμε 
για την απόδειξη τόσο της συνέχειας όσο και της παραγωγισιμότητας. 

 με  για κάθε  ικανοποιεί την (1) για κάθε , 

δηλ. υπάρχει μοναδική συνάρτηση  που ικανοποιεί την (1). 

0f(x ) y= 0x Î  x Î 
f

 
 

δ) ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΤΗΣ  f
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Βοηθητική Πρόταση 

Αν v  φυσικός περιττός ³ 3  τότε " Îα,β   ισχύει 

+ + ... + v-2 v-1β+v- v-2 v-3 2α α β + α β αβ 0  ³

 
Απόδειξη 

Ονομάζουμε -

 Αν τότε αφού άρτιος 

 Αν μπορούμε να γράψουμε

1

 v 1 v 2 v 3 2 v 2 v 1Κ α α β α β ... αβ β- - - -= + + + + +  

 α β=   v 1Κ vβ 0-= ³   v 1-  

 α β¹   
v vα β

Κ
α β

-
=

-
. 

 
Διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις 

 αν τότε άρα και 

επομένως

 αν τότε πάλι

 

Σε κάθε περίπτωση λοιπόν ισχύει

 
Απόδειξη της συνέχειας 

Για να αποδείξουμε τώρα ότι η είναι συνεχής, αρκεί ν.δ.ο. ισχύει 

 

Ισχύει: 

 

Άρα

 
και με αφαίρεση κατά μέλη: 

 ù +úû

 0  (3) 

 
Όμως: 

0 =

 α β<   v vα β< ,  α β 0- <  

v vα β 0- < ,  Κ 0>  

 α β>   Κ 0> . 

 Κ 0³  

f  0x" Î   

0

0
x x
lim f(x) f(x )


=   

2005 2003 3f (x) f (x) ... f (x) f(x) x 2004+ + + + = +  

 2005 2003 3
0 0 0 0 0f (x ) f (x ) ... f (x ) f(x ) x 2004+ + + + = +  

2005 2005 2003 2003
0 0f (x) f (x ) f (x) f (x ) ...é ù é- + - +ê ú êë û ë

 

3 3
0 0f (x) f (x ) f(x) f(x ) x xé ù é ù- + - = -ê ú ë ûë û

v v v 1 v 2 v 2 v 1
0 0 0 0f (x) f (x ) f(x) f(x ) f (x) f (x)f(x ) ... f(x)f (x ) f (x )- - - -é ùé ù- = - + + + +ê úë û ë û

 

0 vf(x) f(x ) g (x)é ù= -ë û  
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όπου v 1
v

v 2 v 2 v 1
0 0g (x) f -= 0(x) f (x)f(x ) ... f(x)f (x ) f (x ) 0- - -+ + + +  

 με τη βοηθ. πρόταση) { } v Ι 1,3,5,...,2003,2005" Î =  

³

(σύμφωνα

 
Εφαρμόζοντας τον τύπο αυτό στη σχέση (3) παίρνουμε: 

 f(x) 0 2005 2003 3 1 0f(x ) g (x) g (x) ... g (x) g (x) x xù é ù- + + + + =ë û ë û  é -

ή  -  (4) 0 0f(x) f(x ) h(x) x xé ù- =ë û 

 

όπου 2005 2003 3 1 1h(x) g (x) g (x) ... g (x) g (x) g (x)= + + + + ³  

 

αφού 2005g (x) 0³ , 2003g (x) 0³ , ..., 3g (x) 0³  

 
 η (4)   άρα

0 0
0 0

x x x x
x£ f(x) f(x ) x

- -
- = = -  

h(x)h(x)

0 0x x f(x) f(x ) x x0- £ - £ -  

αι επειδή 

-

 
κ

( )0
x x
lim x x 0


- - =  και 
00

0lim x x 0- =  προκύπτει 

ρα η είναι συνεχής. 

ΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ ΤΗΣ

προκύπτει 

x x

0 0

0 0
x x x x
lim f(x) f(x ) 0 lim f(x) f(x )
 

é ù- =  =ë û  

 

ά  f  
 
 

 f  ε) ΠΑ
 

Από τη σχέση (4), με 0x x¹  

0

0 2005 2003 3 1

f(x) f(x ) 1 1
x x h(x) g (x) g (x) ... g (x) g (x)

-
= =

- + + +
 

+
 (5) 

μως 0

 
v 1 v 2 v 2 v 1

v 0 0g (x) f (x) f (x)f(x ) ... f(x)f (x ) f (x )- - - -= + + + +   

 { }1-

Ό

 v Ι" Î

 

και επειδή συνεχής:  f  
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0x x
lim v 1

v v 0 0g (x) g (x ) vf (x )-


= =    { } v Ι 1" Î -  

 

 limκαι
0 0

1
x x x x

g (x) lim 1 1= =  
 

 
Από ύπτ την (5) λοιπόν προκ ει ότι υπάρχει το  

0

0
x x 0 2005 2003 3 1

f(x) f(x ) 1
lim

x x g (x) g (x) ... g (x) g (x)

-
=

- + + + +
   ή 

0 2004 2002 2
0 0

1

0
x )

2005f (x ) 2003f (x ) ... 3f (x ) 1
¢ =

+ + + +
. f (
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Μια ιδιαίτερη άσκη-
ση 

 

 Γιάννης Τσόπελας 
 Μαθηματικός, Αμαλιάδα 
 

 

Προτεινόμενη άσκηση  

Α. Αποδείξτε ότι υπάρχει συνάρτηση  για την οποία 

ισχύει: 

+¥ f : (0, ) 

=f (x) 1
f(x)e

x
, για κάθε x ( . Î +0, ¥)

 
Β. Δείξτε ότι: 

α) , για κάθε . >f(x) 0 Î +¥x (0, )

β) Η  είναι γνησίως φθίνουσα στο . f +¥(0, )

γ) Η  είναι συνεχής στο . f +¥(0, )

δ) Η  είναι παραγωγίσιμη στο . f +¥(0, )

ε) Υπάρχει ένα τουλάχιστον 
æçÎ ççè
1 1

ξ ,
3 2

ö÷÷÷ø
 ώστε: . =f(ξ) 1

στ) Να λυθεί η εξίσωση  στο διάστημα . + = + x1 f(e) x f(e ) +¥(0, )

 
Λύση 

Α. Θεωρούμε τη συνάρτηση 
x

1
φ(x)

xe
= ,  x (0, )Î +¥

( )
( ) ( )

x x

2 2 2 xx 2 x

xe (x 1)e (x 1)
φ (x) 0

x exe x e

¢
+ +¢ =- =- =- < , για κάθε  x (0, )Î +¥

φ   στο (0  αντιστρέφεται. , ) φ+¥ 

Έτσι λοιπόν υπάρχει η αντίστροφη  της φ  και ισχύει  1φ- 1φ(x) y x φ (y)-=  =

φ(x) y=  

1x 1 φ (y)
x

1 1
y xe φ (y)e

y yxe

--=  =  = 1
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οπότε η  που ικανοποιεί την f f (x) 1
f(x)e

x
=  είναι η  δηλαδή η αντίστροφη 

της 

1φ-

x

1
φ(x) =

xe
. 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Επειδή  και συνεχής στο  φ  (0, )+¥

( )φ (0, ) (A,B)+¥ =  όπου: 

( )
xx x

xx 0 x 0

1
A lim φ(x) lim 0

xe
φ (0, ) (0, )

1
B lim φ(x) lim

xe+ +

+¥ +¥

 

üæ ö ïç ÷ ï= = =ç ÷ ïç ÷ ïè ø ï +¥ = +¥ýïï= = =+¥ïïïþ





 

1Dφ (0, )- = +¥  

Df (0, ) = +¥  

Άρα τελικά η  με f : (0, )+¥   f (x) 1
f(x)e

x
=  είναι υπαρκτή και είναι η 

αντίστροφη της φ  με : (0, )+¥  
x

1
φ(x)

xe
= . 

Β. α) f (x) 1
f(x)e

x
= ,  x (0, )Î +¥ 

f (x)

1
f(x)

xe
= ,  x (0, )Î +¥

αλλά  και x 0> f (x )
f (x )

1
e 0 0 f(x)

xe
>  >  > 0 . 

β) Θα αποδείξουμε ότι η  είναι γν. φθίνουσα στο f Δ (0, )= +¥ . 

Έστω 1 2x ,x ΔÎ  με  και ας υποθέσουμε ότι  (1) 1x x< 2 2

2

1f(x ) f(x )<

Τότε, λόγω του ότι η  είναι  στο  (2) xg(x) e=  1f (x ) f (x )e e £
Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη την (1) και (2)   

1 2f (x ) f (x )
1 2 1

1 2

1 1
f(x )e f(x )e x x

x x
 £  £  2

2 

)

³ , άτοπο. 

Άρα για οποιαδήποτε  με  ισχύει  στο 

. 

1 2x ,x (0, )Î +¥ 1x x< 1 2f(x ) f(x ) f> 

(0, )+¥

γ) Απόδειξη της συνέχειας της  f

Θα στηριχτούμε στη γνωστή ανισότητα , . xe x³ +1 x Î 
Έστω  και x (  με . 0x (0,Î +¥ 0, )Î +¥ 0x x¹
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α)  0f (x) f (x )
0e f(x) f(x ) 1- ³ - + 

0

f (x )

0f (x )

e
f(x) f(x ) 1

e
 ³ - +   

0

0 0

1
xf(x)

f(x) f(x ) 1
1

x f(x )

 ³ - +   

0 0
0

x f(x )
f(x) f(x ) 1

xf(x)
 ³ - +   

( )0 0 0x f(x ) xf(x) f(x) f(x ) xf(x) ³ - +   

( )0 0xf(x) f(x) f(x ) xf(x) xf(x )f(x ) - + £+ 0   

( ) ( ) ( )0 0 0 0xf(x) f(x) f(x ) x f(x) f(x ) f(x ) x x - + - £+ -   

( )( ) ( )0 0 0f(x) f(x ) xf(x) x f(x ) x x - + £ -   

( )
( ) ( )

0 00 0
0

f(x ) x xf(x ) x x
f(x) f(x )

x f(x) 1 x f(x) 1

--
 - £ £

+ +
 (3) 

και επειδή 
( )
0 0 0 0f(x ) x x f(x ) x x

f(x) 1 1
x f(x) 1 x

- -
+ >  <

+
 (4) 

(3), (4) 0 0
0

f(x ) x x
f(x) f(x )

x

-
 - <  (5) 

0

0
0

f (x)

f (x)
f (x) f (x )0 0 0 0

f (x )
f (x )

0 0

1
e

xf(x) x f(x ) x f(x )e
e

1 xf(x) xf(x)e
e

x f(x )

-

üïï= ïïï =  =ýïï= ïïïþ

  

0 0

*
0 0 0 0

0
0 0 0 0

x f(x )
1

x f(x ) x f(x ) xf(x)xf(x)
f(x) f(x ) ln

x f(x )xf(x) x f(x )
xf(x)

-æ ö -ç ÷ - = ³ = ç ÷ç ÷ç ÷è ø
 * 

( )0 0 0 0 0x f(x ) f(x) f(x ) x f(x ) xf(x) - ³ -   

( )0 0 0 0 0xf(x) x f(x ) f(x) f(x ) x f(x ) + - ³   

( ) ( )0 0 0 0 0 0x f(x) f(x ) x f(x ) f(x) f(x ) x f(x ) xf(x) - + - ³ - 

                                                

 

 
*
 Σύμφωνα με την ανισότητα 

-³ α 1
lnα

α
, . " > α 0
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  ( )( )0 0 0 0 0f(x) f(x ) x x f(x ) x f(x ) xf(x) - + ³ -

0 0
0

0 0

x f(x ) xf(x)
f(x) f(x )

x x f(x )

-
 - ³

+
 (6) 

(5), (6) 
( ) 0 00 0

0
0 0

f(x ) x xf(x ) x x
f(x) f(x )

x x f(x ) x

--
 £ - <

+
 (7) 

αλλά 
( ) ( )

0

0 0 0 0

x x
0 0 0 0 0

f(x ) x x f(x ) x x
lim 0

x x f(x ) x x f(x )

- -
= =

+ +
 και 

0

0 0 0 0

x x

f(x ) x x f(x ) x x
lim 0

x x

- -
= =  

άρα από κριτήριο παρεμβολής  ( )
0

(7)

0
x x
lim f(x) f(x ) 0


 - =

 )

)

0
0

x x
lim f(x) f(x )


 =  συνεχής στο τυχόν  0x (0,Î +¥

 f  στο . +¥(0, )

δ) Έστω  και  με : 0x (0,Î +¥ x (0, )Î +¥ 0x x¹

Λόγω των (3), (6): 

( ) ( )
( )

0 0 0 0
0

0 0

f(x ) x x f(x ) x x
f(x) f(x )

x x f(x ) x f(x) 1

- -
£ - £

+ +
 (8) 

 Με  η (8)   

( )
0 0 0

0 0 0

f(x ) f(x) f(x ) f(x )

x x f(x ) x x x f(x) 1

-
- £ £-

+ -


+
 από κριτήριο παρεμβολής 

( )0

0 0

x x
0 0

f(x) f(x ) f(x )
lim

x x x x f(x )+

-
=-

- + 0

 (9) 

 Με  η (8)   

( )
0 0 0

0 0 0

f(x ) f(x) f(x ) f(x )

x x f(x ) x x x f(x) 1

-
- ³ ³-

+ -


+
 από κριτήριο παρεμβολής 

( )0

0

x x
0 0

f(x) f(x ) f(x )
lim

x x x 1 f(x )-

-
=-

- +
0

0

 (10) 

από (9), (10) 
( )0

0 0

x x
0 0 0

f(x) f(x ) f(x )
lim

x x x 1 f(x )

-
 =-

- +
  

( )
0

0
0 0

f(x )
f (x )

x 1 f(x )
¢ =-

+
 δηλ. η  είναι παραγωγίσιμη στο τυχαίο 

 άρα η  είναι παραγωγίσιμη στο (0 . 

f

)0x (0,Î +¥ f , )+¥
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Αναζητώντας τη χα-
μένη  

απόδειξη του  
Θ. Χρυσοστομίδη 
 

 Βήττας Κώστας 
Αρχιτέκτων Μηχανικός, Αθήνα 
 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ Σ.Ε 

Στο τεύχους 4 του Α, σελ 176, δημοσιεύσαμε σχόλιο με το οποίο ζητήσαμε από 
τους αναγνώστες του Α να μας στείλουν αποδείξεις πάνω στην πρόταση του 
συναδέλφου μας Θεόφιλου Χρυσοστομίδη (συντ. Θ.Χ) από τη Βέροια, που δεν 
πρόλαβε να μας στείλει λόγω του ξαφνικού θανάτου του. Η προτροπή αυτή 
έγινε προς τιμή του (βλ. σχετικό σχόλιο στο τ.4). 

Στο κάλεσμα αυτό ανταποκρίθηκαν ευγενικά οι εκλεκτοί συνεργάτες του 
Α, Κώστας Βήττας από την Αθήνα και Νίκος Κυριαζής από τη Θεσσαλονίκη 
τους οποίους και ευχαριστούμε θερμά, όχι μόνο για την ανταπόκρισή τους αυ-
τή, αλλά και για την αγάπη και το ενδιαφέρον που δείχνουν για το περιοδικό 
μας. Πρέπει να τονίσουμε εδώ ότι οι εκλεκτοί αυτοί φίλοι μας, μας έχουν στείλει 
ως τώρα δεκάδες πρωτότυπα και εξαιρετικά άρθρα τα οποία και θα δημοσιεύ-
ουμε στα επόμενα τεύχη. 
 
Ακολουθούν τα σχετικά άρθρα 

 
 

Προς: 
Την συντακτική επιτροπή του περιο-
δικού Απολλώνιος του παραρτήματος 
Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. 

 Κοινοποίηση τιμής ένεκεν : 
στους κ.κ. Ν. Ιωσηφίδη, Ν. Κυριαζή. 

 
 
Αγαπητοί φίλοι του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 

Ο πρόωρος θάνατος του Θεόφιλου Χρυσοστομίδη, είναι σημαντική 
απώλεια για τους αναγνώστες του περιοδικού, γιατί πολλά θα είχαμε να διδα-



66 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

χθούμε, από τα εύστοχα σχόλιά του (αν και ενίοτε αυστηρά στην κριτική τους) 
και τις αποδείξεις του  στα προτεινόμενα για συζήτηση  προβλήματα.         

Κρατώ ως παρακαταθήκη τα λόγια του, “το σοφό είναι και απλό”. Πα-
ραίνεση προς κάθε λύτη γεωμετρικών προβλημάτων, για την επιδίωξη κομψών 
και σύντομων αποδείξεων, με τα εφόδια μόνο της σχολικής (της εκτεταμένης 
έστω) Γεωμετρίας. 

Αν και δεν υπάρχει αντίλογος στην άποψή του ότι μια απλή γεωμετρική 
απόδειξη, κατανοητή στο μέσο νου (ιδιαίτερα όταν πρόκειται για δύσκολα προ-
βλήματα), έχει μεγάλη αξία και πρέπει να είναι στόχος μας, είναι χρήσιμη πι-
στεύω και οποιαδήποτε άλλη απόδειξη (έστω και μακροσκελής), που μπορεί 
να επιτευχθεί. Γιατί κάθε απόδειξη μπορεί να συνεισφέρει το ίδιο, στην έ-
μπνευση κάποιας ιδέας που θα βοηθήσει στην απόδειξη άλλων προτάσεων. 

Για την απόδειξή του της πρότασης όπως διατυπώνεται στο 4ο τεύχος, 
σελίδα 176, εικασίες μόνο μπορούμε να κάνουμε. Αυτή που του πρότεινε ο Νί-
κος Ιωσηφίδης, βασισμένη στο θεώρημα του Carnot, είναι η ευρέως γνωστή 
από τη βιβλιογραφία (για του μεγαλύτερους σε ηλικία αναγνώστες), η οποία 
καλύπτει τη γενική περίπτωση και τα τρίγωνα ονομάζονται ορθολογικά. 

Σας στέλνω μία παραλλαγή αυτής της απόδειξης, που ισχύει μόνο για 
την περίπτωση των ισόπλευρων τριγώνων ή και όμοιων ισοσκελών τριγώνων, 
που κατασκευάζονται με βάσεις τις πλευρές δοθέντος τριγώνου. Σας στέλνω 
επίσης και μία άλλη πρωτοεμφανιζόμενη (;) απόδειξη της πρότασης των ισο-
γώνιων ευθειών δια των κορυφών ενός τριγώνου, που δημοσιεύτηκε στη σελί-
δα 172 (τεύχος 4o). Την αφιερώνω με σεβασμό στη μνήμη του αφού δεν πρό-
λαβα να του την αφιερώσω όσο ήταν στη ζωή.  

 
Μαρούσι 21-10-2004  Με φιλικούς χαιρετισμούς 

Κώστας Ν. Βήττας 
αρχιτέκτων Ε.Μ.Π. 
Μαρούσι - ΑΘΗΝΑ 

 
 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν εξωτερικά τριγώνου  κατασκευάσουμε τα ισόπλευρα (ή όμοια 

ισοσκελή) τρίγωνα , , , τότε οι κάθετες ευθείες από τις 

κορυφές , , , στις , , 

ABΓ

Γ B Γ¢

B Γ¢ ¢
A B¢ A

Γ

Γ AB¢

A¢ ¢A B Γ A B¢ ¢  αντιστοίχως, τέμνονται στο 
ίδιο σημείο.  
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Απόδειξη 

Στο σχ.1 έστω  το σημείο τομής των κα-

θέτων ευθειών από τις κορυφές 

Μ

Α , Γ , επί 

των Β Γ ,¢ ¢ Α Β¢ ¢  αντιστοίχως. Αρκεί να α-

ποδείξουμε ότι ΜΒ . (1) Α Γ¢ ¢^
 

Είναι γνωστό ότι για να ισχύει η 
(1), πρέπει και αρκεί να αποδειχθεί ότι ι-
σχύει η ισότητα: 

 

 (2) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2ΜΓ ΜΑ ΒΓ ΒΑ γ α¢ ¢ ¢ ¢- = - = - 2

Από ΜΑ  και ΜΓ  προκύπτουν αντιστοίχως οι ισότητες:    Β Γ¢ ¢^ Α Β¢ ¢^

  (3) ( ) ( )2 2 2 2ΜΒ ΜΓ β γ¢ ¢- = -

  (4) ( ) ( )2 2 2 2ΜΒ ΜΑ β α¢ ¢- = -

Αφαιρώντας τις (3), (4) κατά μέλη, προκύπτει η (2) και η πρόταση έχει 
αποδειχθεί.  
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Η απόδειξη  
που δεν χαθηκε 
Στη μνήμη του Θεόφιλου 
Χρυσοστομίδη 
 

 Βήττας Κώστας 
Αρχιτέκτων Μηχανικός, Αθήνα 
 

 
 

Προς: 
τον κ. Νίκο Ιωσηφίδη 
 
Κοινοποίηση:  
-Στην ΣΕ του περιοδικού “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ” 
-Στον Νίκο Κυριαζή 
-Τιμής ένεκεν, στους κ.κ Ανδρέα Πούλο,  
Κώστα Βήττα, Παντελή Γιαννακόπουλο 

 

Νίκος Κυριαζής 
 

Θεσ/νίκη 2-4-2005 

 
Αγαπητέ κ. Ιωσηφίδη, 

χάσαμε λοιπόν έναν φίλο, γιατί φίλους θεωρώ όλους όσους αγαπούν 
την Γεωμετρία και γενικότερα τα Μαθ/κά. 

Ανταποκρινόμενος σε σχετικό κάλεσμά σας, σας στέλνω συνημμένα 
“την απόδειξη που είχε επινοήσει” ο εκλιπών Θεόφιλος Χρυσοστομίδης για την 
Πρότασή του που δημοσιεύσατε στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ (τεύχος 4/2004 
σελ. 176) και παρακαλώ αν είναι δυνατόν για τις ενέργειές σας ώστε να δημο-
σιευθεί στο προσεχές τεύχος 5 του ιδίου περιοδικού. 

Το σημαντικό είναι ότι με αφορμή την παραπάνω Πρόταση προέκυψε 
και μια άλλη νέα Πρόταση σύμφωνα με την οποία το σημείο Ο της παραπάνω 
Πρότασης συμπίπτει με το σημείο Ν του τριγώνου ΑΒΓ (δηλαδή με το σημείο 
του Μεγ. Ναπολέοντα). Την απόδειξη τούτου (όχι πολύ εύκολη) μαζί με άλλα 
σχετικά, θα σας τα στείλω για δημοσίευση πολύ σύντομα. 
 

Ευχαριστώ 
 

Νίκος Κυριαζής 
 
 
 



 Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΠΟΥ ΔΕΝ ΧΑΘΗΚΕ 69 

Ανταποκρινόμενοι στο κάλεσμα του κ. Νίκου Ιωσηφίδη, που αναφέρε-
ται στο 4ο τεύχος/2004 του περιοδικού “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ” σελ. 176 και για να τι-
μήσουμε τον εκλιπόντα Θεόφιλο Χρυσοστομίδη, ασχοληθήκαμε με την απόδει-
ξη της σχετικής Πρότασής του και επιτύχαμε την παρακάτω απόδειξη. 

Πιστεύουμε ότι την απόδειξη αυτή πρέπει να είχε επινοήσει ο Θ.Χ για 
την παρακάτω αναφερομένη Πρότασή του, καθώς εκείνος , όπως είναι γνωστό, 
είχε πολύ μεγάλες δυνατότητες στη Γεωμετρία και η απόδειξη αυτή είναι πραγ-
ματικά απλή και κομψή (υπέροχη όπως ο ίδιος την είχε χαρακτηρίσει), ανάλογη 
των γνώσεών του και των δυνατοτήτων του. 
 
Η ΠΡΟΤΑΣΗ ΚΑΙ Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ Θ.Χ 

Αν εξωτερικά ενός τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάσουμε ισόπλευρα τρί-
γωνα Α΄ΒΓ, Β΄ΓΑ, ΓΆΒ, τότε οι κάθετες από τις κορυφές Α, Β, Γ στις 
Β΄Γ΄, ΓΆ΄, Α΄Β΄ αντίστοιχα, συντρέχουν σε σημείο Ο. 

 
Απόδειξη: 

γ΄β΄

α΄

Κ

γ
β

α

Ο

Ο2

Β'

Ο3

Γ'

Ο1

Α'

Α

Β

Γ

Αν από τα Α’, Β’, Γ’ φέρουμε τις κάθετες 
στις ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα, αυτές θα συ-
ντρέχουν στο περίκεντρο Κ του τριγώνου 
ΑΒΓ, καθώς αυτές είναι μεσοκάθετες στις 
πλευρές του τριγώνου αυτού. Άρα τα τρί-
γωνα ΑΒΓ, Α’Β’Γ’ είναι ορθολογικά ([1] 
παράγραφος 11-23), οπότε και οι κάθετες 
από τα Α, Β, Γ στις Β’Γ’, Γ’Α’, Α’Β’ αντί-
στοιχα θα συντρέχουν σε σημείο Ο ([1] 
πρόταση 330) 
 
 
ΣΧΟΛΙΑ: 

α) Το παραπάνω σημείο Ο αποδείξαμε ότι συμπίπτει με το σημείο Ν του τρι-
γώνου ΑΒΓ (σημείο του Μ. Ναπολέοντα). Την απόδειξη αυτή (όχι εύκολη) μαζί 
με άλλα σχετικά, θα την δώσουμε για δημοσίευση στον “A” πολύ σύντομα. 
 
β) Είναι φανερό ότι η παραπάνω απόδειξη της Πρότασης του Θ.Χ, βασίζεται 
στην θεωρία “περί ορθολογικών τριγώνων ([1] παράγραφος 11-23) και αποτε-
λεί μια απλή εφαρμογή γνωστής Πρότασης ([1] α.α 330). Σύμφωνα με τη θεω-
ρία αυτή τα παραπάνω σημεία Κ, Ο ονομάζονται ορθοπολικά. Σημαντική είναι 
η ειδική περίπτωση κτά την οποία τα ορθοπολικά σημεία δύο ορθολογικών τρι-
γώνων συμπίπτουν, που τότε τα τρίγωνα αυτά είναι ταυτόχρονα και ομολογικά 
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[παραπέμπουμε στα [2] και [3], τεύχος 2/1996, σελ. 35 και παράγραφος 2α 
αντίστοιχα]. Το αντίστροφο της Πρότασης αυτής δεν αληθεύει και γι αυτό τα 
ορθολογικά τρίγωνα ΑΒΓ, Α’Β΄Γ΄ ενώ είναι και ομολογικά, οι ορθόπολοί τους Κ, 
Ο δεν συμπίπτουν. 
γ) Μετά τα παραπάνω, είναι φανερό ότι η Πρόταση του Θ.Χ αληθεύει και όταν 
τα τρίγωνα Α΄ΒΓ, Β΄ΓΑ, ΓΆΒ  είναι όμοια και ισοσκελή, με τις βάσεις τους στις 
πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ. Έτσι για τον λόγο αυτό, κάθε τρίγωνο ΑΒΓ και το 
αντίστοιχο Ο1Ο2Ο3 του Μ. Ναπολέοντα, είναι τρίγωνα ορθολογικά. Δηλαδή οι 
κάθετες από τα Α, Β, Γ στις Ο2Ο3, Ο3Ο1, Ο1Ο2, θα συντρέχουν στο σημείο S 
(Steiner) του τριγώνου [τούτο φαίνεται στην εργασία μας που στείλαμε την 18-
11-2004 στον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ για δημοσίευση (παράγραφος 8γ) 
 
δ) Η Πρόταση Θ.Χ αληθεύει και για άλλες θέσεις ισοπλεύρων τριγώνων (όχι 
κατ΄ανάγκη εξωτερικά του τριγώνου ΑΒΓ) 
 
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ: 
[1]. Γεωμετρία του Γ. Τσίντσιφα 
[2]. Περιοδικό ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΙΔΕΙΑ εκδόσεων Χ. Βαφειάδη 
[3]. Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας του Ν. Κυριαζή. 
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Το Θεώρημα του Bol-
zano 

 

 Δρ. Κοντοκώστας Δημήτριος 
 Μαθηματικός, Τρίκαλα 
 

 
 
§1. Γνωριμία με το Θεώρημα 

Για να βρεθούμε από τη μια πλευρά του δρόμου στην άλλη, θα πρέπει φυ-
σιολογικά να τον διασχίσουμε! Αυτή την καθημερινή αλήθεια την εκφράζουμε 
στην Ευκλείδεια Γεωμετρία συνήθως με το ακόλουθο αξίωμα διάταξης ([1]):  

 
Κάθε ευθεία του επιπέδου χωρίζει το σύνολο των σημείων του σε δύο 

υποσύνολα έτσι ώστε δύο τυχαία σημεία του ίδιου υποσυνόλου ενώνο-
νται με ευθύγραμμο τμήμα το οποίο δεν τέμνει την ευθεία, ενώ δύο τυχαία 
σημεία σε διαφορετικά υποσύνολα ενώνονται με ευθύγραμμο τμήμα που 
τέμνει την ευθεία. (Σχήμα 1α) 

1
(α) (β)

2M

M

A

Β Γ(ε)
x

y

c

M (x ,f(x ))
 1     1

 2     2
M (x ,f(x ))

M (x ,f(x ))
  0     0

x1

2x

x'

y '

O

1

2

0

 
Σχήμα 1 Σχήμα 2 

 
Το καθένα από τα δύο υποσύνολα μαζί με την ευθεία το ονομάζουμε ημιε-

πίπεδο.  
Αν πάλι επιθυμούμε, μπορούμε να αποδείξουμε την παραπάνω πρόταση 

ως θεώρημα, αν πρώτα αλλάξουμε την αξιωματικοίηση της Ευκλείδειας Γεωμε-
τρίας και δεχτούμε π.χ. το ακόλουθο αξίωμα του Pasch ([2],[4]) με εμφανώς 
παρόμοια “υφή”:   

 

Αν τα  είναι τρία μη συνευθειακά σημεία του επιπέδου και  

μια ευθεία του που δε διέρχεται από τα σημεία αυτά, αλλά τέμνει το ευθύ-

Α Β Γ, , (ε)
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γραμμο τμήμα ΑΒ  τότε θα τέμνει ακριβώς ένα ακόμη από τα ευθύγραμμα 

τμήματα  (Σχήμα 1β) ΒΓ,ΓΑ
Όπως και να έχει, η καθημερινή αυτή αλήθεια αμέσως μας οδηγεί στο δια-

λογισμό και την προσπάθεια απόδειξης κι άλλων σχετιζόμενων “καθημερινών 
αληθειών” όπως για παράδειγμα το ακόλουθο Θεώρημα Συνεχούς Καμπύλης: 

 
Ενώνοντας με οποιαδήποτε συνεχή καμπύλη δύο σημεία που ανή-

κουν σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ως προς μια ευθεία, η καμπύλη θα τέ-
μνει την ευθεία (ε) σε ένα τουλάχιστον σημείο. (Σχήμα 1). 

Η απόδειξη του Θεωρήματος δεν είναι ακριβώς τετριμμένη και μέρος των 
δυσκολιών έγκεινται στην αποσαφήνιση των εννοιών “καμπύλη” και “συνεχής”. 
Αυτό επιτυγχάνεται με μεθόδους που ξεφεύγουν από την Ευκλείδεια Γεωμετρία 
και αφορούν άλλα κομμάτια των μαθηματικών όπως η Ανάλυση και η Τοπολο-
γία. Το γεγονός αυτό δεν θα πρέπει να φαίνεται παράξενο, αφού τα αντικείμενα 
που μελετά η Ευκλείδεια Γεωμετρία παράγονται από κάποια ελάχιστα αρχικά 
αντικείμενα (σημείο, ευθεία κτλ) μέσω ελάχιστων μονάχα κατασκευών (τομή, 
μεταφορά, ανάκλαση, περιστροφή κτλ.). 

Για μια αυστηρή μαθηματική απόδειξη, ο δρόμος που ακολουθείται είναι να 
ταυτιστούν αρχικά οι έννοιες της Ευκλείδειας Γεωμετρίας με έννοιες της Ανά-
λυσης (π.χ. η ευθεία ταυτίζεται με το σύνολο των πραγματικών αριθμών), οπό-
τε οι προτάσεις και τα αξιώματα της Γεωμετρίας (όπως π.χ. τα προηγούμενα) 
να μετατραπούν σε αληθείς προτάσεις της Ανάλυσης περί αριθμών. Κατόπιν, 
αποσαφηνίζονται μέσα στα πλαίσια της Ανάλυσης οι έννοιες της συνέχειας και 
της καμπύλης και μελετάται ο ισχυρισμός του Θεωρήματος καταλήγοντας πως 
η αλήθεια του είναι ισοδύναμη με την αλήθεια μιας ειδικής περίπτωσής του η 
οποία ονομάζεται Θεώρημα του Bolzano: 

 

Αν  είναι μία συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα 

 και οι τιμές  είναι ετερόσημες, τότε υπάρχει κάποιο 

f

2]1[x , x

0

 1 2f(x ), f x

x  μεταξύ των 1 2x , x , ώστε η  να παίρνει στο f 0x  τιμή 0 δηλαδή 

. 0f(x ) 0

Αξιοσημείωτο είναι πως το Θ. Bolazano είναι ισοδύναμο και με ένα άλλο 
σπουδαίο Θεώρημα, αυτό  των Ενδιάμεσων Τιμών: 

 

Αν  είναι μία συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα f

21x , x , τότε η f  παίρνει όλες τις τιμές μεταξύ των  1 2x ), f x  (f( και πιθα-

νώς κι άλλες) για κάποια x  το 1 2[xσ , x ]  

Γραφικά το Θ. Bolzano μεταφράζεται όπως στο Σχήμα 2, όπου η γραφική 
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παράσταση της  που είναι μία συνεχής καμπύλη  ξεκινάει από το σημείο 

 και καταλήγει στο σημείο  το οποίο βρίσκεται σε δια-

φορετικό ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία , οπότε θα πρέπει η  να τέμνει 

την  σε ένα τουλάχιστον σημείο έστω . Καθώς το  ανήκει στην  θα 

έχει τη μορφή  για κάποιο  μεταξύ των . Αφού όμως το  

ανήκει και στον άξονα , θα πρέπει η τεταγμένη  να ισούται με 0 και το 

Θ. Bolzano έχει αποδειχτεί… 

f

x

c

)

0f(x

(1 1 1M x , f(x )

x x¢

)

)

(2 2 2M x , f(x )

x x¢

0M

0x

c

0M

1 2x

c

(0 0 0M , f(x )

x x¢

x ,

)

0M

Φυσικά ο παρατηρητικός αναγνώστης θα έχει ήδη αντιληφθεί πως ο παρα-
πάνω συλλογισμός δεν αποτελεί απόδειξη καθώς το Θ. Ενδιάμεσων Τιμών δεν 
το έχουμε αποδείξει! Η αυστηρή απόδειξη του Θ. Bolzano απαιτεί εκλεπτυσμέ-
νες έννοιες που συνήθως διδάσκονται στο Πανεπιστήμιο, αλλά η απόδειξη αυ-
τή καθεαυτή είναι από τις πιο εύκολες στα μαθηματικά! Όσον αφορά την ισο-
δυναμία του Θ. Bolzano και του Θ. Ενδιάμεσων Τιμών, αυτή αποδεικνύεται 
πολύ εύκολα και με στοιχειώδη μαθηματικά και ίσως να διασκεδάσετε προ-
σπαθώντας να την πετύχετε! 

Tα τρία θεωρήματα Συνεχούς Καμπύλης, Bolzano και Ενδιάμεσων Τιμών 
ως ισοδύναμα εκφράζουν την ίδια μαθηματική ιδέα, το πρώτο με Γεωμετρική 
χροιά, και τα άλλα δύο με αλγεβρική (αριθμητική - αναλυτική). Στο μυαλό μας 
μπορούμε να τα έχουμε ως ένα. 
 
§2. Εφαρμογές του Θεωρήματος 

Το Θ. Bolzano έχει πάμπολλες εφαρμογές στα μαθηματικά, και μάλιστα ο-
ρισμένες αρκετά σημαντικές. Εδώ θα αναφερθούμε σε δύο ενδιαφέρουσες και 
διασκεδαστικές εφαρμογές με όσο πιο χαλαρό τρόπο γίνεται. 
 
(Ι) Ανεβοκατεβάσματα … 

Ας φανταστούμε κάποιον οδοιπόρο, έστω τον Ευκλείδη, που ανέβηκε και 
κατέβηκε από το ίδιο μονοπάτι έναν λόφο της πόλης του για την καθημερινή 
του εξάσκηση. Όσο περίεργο κι αν φαίνεται, υπάρχει για τις δύο αυτές πορείες 
κάποιο σημείο του μονοπατιού για το οποίο όσο χρόνο χρειάστηκε να ανέβει 
ως εκεί από τη βάση του λόφου, άλλο τόσο χρόνο χρειάστηκε και για να κατέ-
βει από την κορυφή ως εκεί! 

Πραγματικά, η εξήγηση είναι απλή. Ας φανταστούμε  πως με μία κάμερα 
από όπου φαίνεται ολόκληρο το μονοπάτι κινηματογραφούμε την ανάβασή και 
την κατάβασή του Ευκλείδη σε δύο διαφορετικές κασέτες. Και ας φανταστούμε 
πως προβάλουμε τις δύο κασέτες ταυτόχρονα σε ένα πανί στον τοίχο ώστε να 
φαίνεται ένα μονάχα μονοπάτι. Αυτό που θα βλέπουμε (Σχήμα 3), θα είναι ένας 
Ευκλείδης να ανεβαίνει το μονοπάτι και ένας Ευκλείδης να το κατεβαίνει έχο-
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ντας αρχίσει τη διαδρομή τους ταυτόχρονα. Φυσικά θα συναντηθούν αναγκα-
στικά σε κάποιο σημείο του μονοπατιού και θα έχουν χρειαστεί, τι άλλο, ακρι 

βώς τον ίδιο χρόνο! 
Παρότι αυτή είναι μια πολύ καλή από-

δειξη του ισχυρισμού μας, βασίζεται βαρέ-
ως στις αισθήσεις μας και σε μηχανικούς 
εξοπλισμούς. Μία πιο μαθηματική απόδει-
ξη μπορεί να γίνει με τη βοήθεια του Θ. 
Bolzano ως εξής: 

Αν το μήκος του μονοπατιού είναι 

, τότε για οποιοδήποτε σημείο του, η 

απόσταση από τη μία άκρη του έστω τη 
βάση του λόφου είναι κάποιος αριθμός 
από 0 έως και , με κάθε έναν τέτοιο αριθμό να αντιστοιχεί φυσικά σε ένα μο-

ναδικό σημείο του μονοπατιού (Σχήμα 4).  

s 0>

s

 
Σχήμα 3 

 

Για την ανάβαση, και για τυχαίο σημείο του μονοπατιού με απόσταση  

από τη βάση, ας ονομάσουμε  το χρόνο που χρειάστηκε ο Ευκλείδης για 

να φτάσει ως εκεί. Ομοίως και για την κατάβαση, ας ονομάσουμε  το χρό-

νο που χρειάστηκε για να φτάσει στο ίδιο σημείο. Παρατηρήστε πως οι  ορί-

ζονται στο [0  και πως , , ,  (γιατί;). 

x

f(x)

0

g(x)

f,g

,s] f(0) = f(s) 0> g(s) 0= g(0) 0>

Οι συναρτήσεις  μπορούν να υποτεθούν συνεχείς καθώς και οι δυο 

τους μετράνε χρόνο, και στο χρόνο δε γίνονται “πηδηματάκια”. Σκεφτείτε π.χ. 

το οξύμωρο, να βρεθεί κανείς στο σημ ο 

f,g

εί A  στο 5ο δευτερόλεπτο, ενώ οι χρο-
νικές στιγμές κατά τις οποίες βρέθηκε σε οποιαδήποτε ακολουθία θέσεων όλο 

και εγγύτερα στο σημ  είο A  να συμβαίνουν το αργότερο μέχρι και το 4ο δευτε-
ρόλεπτο! 

Ας θεωρήσουμε τώρα τη συνάρτηση f-g που ορίζεται και αυτή στο  και 

είναι επίσης συνεχής. Η τιμή  για κάποιο  στο  

μας δείχνει αν χρειάστηκε περισσότερο χρόνο για την ανάβαση παρά ή για την 
κατάβαση για να φτάσει σε απόσταση x από τη βάση. Μας ενδιαφέρει να δεί-

ξουμε πως για κάποιο  στο  είναι , διότι τότε 

 δηλαδή , που σημαίνει ότι όσο χρόνο χρειάστη-

κε κατά την ανάβαση για να φτάσει σε απόσταση  από τη βάση, άλλο τόσο 

χρόνο χρειάστηκε και κατά την κατάβαση, και θα έχουμε τελειώσει! 

[0,s]

[0(f g)(x) f(x) g(x)- = -

[0,s] (f

0 0g(x )=

0x

x ,s]

0x

f(x )

0g)(x ) 0- =

0 0f(x ) g(x ) 0- =

Πραγματικά ας σημειώσουμε πως 

(f g)(0) f(0) g(0) 0 g(0) g(0) 0- = - = - = - <  και 

(f g)(s) f(s) g(s) f(s) 0 f(s) 0- = - = - = > . 
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Αφού οι τιμές  είναι ετερόσημες, το Θ. Bolzano διαβε-

βαιώνει πως υπάρχει  στο  ώστε , όπως θέλαμε! 

(f g)(0), (f g)(s)- -

0x [0,s] 0(f g)(x ) 0- =

Ας παρατηρήσουμε πως η ύπαρξη κάποιου  στο  ώστε 

 είναι “γεωμετρικώς αναμενόμενη” όπως υποδηλώνει το Σχήμα 4. 

0x 0x [0,s]

0f(x ) g(x )= 0

 

x

y

x'
y'

c

c

1

2

O(0,0=f(0)) A(s,0=g(s))

A'(0,g(0))

O'(s,f(s))

 

 

Σχήμα 4 Σχήμα 5 
 

Στο σχήμα αυτό οι  είναι οι γραφικές παραστάσεις των . Οι 

 είναι ημιευθείες που ανήκουν στο ίδιο ημιεπίπεδο ως προς την ευθεία 

 η οποία ορίζεται από τις αρχές τους  και 

1 2c ,c f,g

OA ,AO¢

OA

¢

O A . Οι 1 2c ,c  ξεκινάνε από τις 

ημιευθείες αυτές και καταλήγουν στην άλλη ημιευθεία αντιστοίχως, δημιουργώ-

ντας ένα καμπουριαστό . Δεν είναι αλήθεια άραγε πως τα πόδια σε κάθε  

τέμνονται…;! Φυσικά, για περισσότερο “πτυχωμένες” καμπύλες 2c

X X

 

μ

τερα; 

1c ,  τα ση-

μεία τομής μπορεί να είναι και περισσότερα του ενός. Φυσικά η απόδειξη ύ-

παρξης κοινού σημείου τέτοιων “πτυχω ” 1 2c ,cένων  “με το μάτι” δεν είναι α-

ποδεκτή στα μαθηματικά. Όπως εξηγήσαμε στην §1, είναι αδύνατο να υπάρξει 
μία σοβαρή απόδειξη μέσα στα πλαίσια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Όμως μία 
απόδειξη γεωμετρικής υφής με τη χρήση π.χ. του Θ. Συνεχούς Καμπύλης 
μπορεί να υπάρξει! Αυτή είναι μια πρόσκληση-πρόκληση προς τον αναγνώστη. 
Και μια ακόμη πρόκληση: μήπως εντοπίσατε στην “αυστηρή” απόδειξη κάποια 
σημεία που πρέπει να εξηγηθούν λεπτομερέσ
 
(ΙΙ) Το μοίρασμα της πίτας … 

Ας θεωρήσουμε τώρα μία πίτα σε ένα ταψί με περίγραμμα όχι αναγκαστικά 
κυκλικό (Σχήμα 5). Ο ισχυρισμός μας είναι πως όποιο κι αν είναι το σχήμα του 
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περιγράμματος, μπορούμε να φέρουμε μια μαχαιριά ώστε το συνολικό μέγεθος 
που έχουν όλα τα κομμάτια της πίτας στο ένα μέρος της μαχαιριάς να είναι όσο 
το συνολικό μέγεθος των κομματιών στο άλλο! 

Ο λόγος είναι απλός. Χαράσσοντας μια κατακόρυφη μαχαιριά τόσο αριστε-
ρά ώστε να μην ακουμπάμε καθόλου την πίτα, είναι σίγουρο πως το συνολικό 
μέγεθός της αριστερά από τη μαχαιριά είναι 0 Αν συνεχίσουμε να χαράσσουμε 
πολύ κοντινές κατακόρυφες προχωρώντας προς τα δεξιά, τότε τι θα συμβεί; Τα 
μέρη της πίτας αριστερά από τις μαχαιριές θα αρχίσουν σιγά-σιγά να αποκτούν 
κάποιο μέγεθος και να αυξάνουν έως ότου γίνουν όσο όλη η πίτα όταν οι μα-
χαιριές που χαράσσουμε βρεθούν πολύ δεξιά και δεν ακουμπούν πια το ταψί. 
Πρέπει να είναι φανερό πως κάπου στο ενδιάμεσο, το μέγεθος της πίτας αρι-
στερά από κάποια μαχαιριά θα φτάσει να είναι ακριβώς όσο το μισό αυτής! 

Φυσικά η “απόδειξη” αυτή είναι καθαρά διαισθητική. Η μαθηματική μετα-
τροπή του προβλήματος επιτυγχάνεται με τη θέση της πίτας να την παίρνει μια 
απλή κλειστή γραμμή στο επίπεδο μαζί με το εσωτερικό της. Τη θέση του με-
γέθους την παίρνει το εμβαδόν του εσωτερικού των κλειστών καμπυλών και τη 
θέση των κατακόρυφων μαχαιριών την παίρνει μια δοσμένη διεύθυνση ευθείας. 
Το πρόβλημα που καλούμαστε να λύσουμε είναι το εξής: 

 

Έστω  μία απλή κλειστή γραμμή και  μία δοσμένη ευθεία στο ε-

πίπεδο. Τότε υπάρχει ευθεία παράλληλη στην  η οποία χωρίζει το 

εσωτερικό της  σε δύο ισεμβαδικά μέρη. 

c (ε)

(ε)

c
Μια λύση βασισμένη στο Θ. Bolzano είναι η ακόλουθη: 

Ας θεωρήσουμε στο επίπεδο έναν άξονα  κάθετο στην . Κάθε ευ-

θεία παράλληλη στην  τέμνει τον άξονα  σε κάποιο διακεκριμένο σημείο 

με τετμημένη (αλγεβρική τιμή) έστω x  Διακεκριμένο σημαίνει πως σε διαφορε-
τικές ευθείες αντιστοιχούν διαφορετικά x . Και αντίστροφα, από κάθε σημείο  

του άξονα διέρχεται μοναδική ευθεία παράλληλη στην ( . Συνεπώς για να 

αναφερθεί κανείς στη θέση μιας συγκεκριμένης ευθείας παράλληλης στην  

αρκεί να αναφερθεί στο αντίστοιχό της x   

(x x)¢ (ε)

(ε) x x¢

x

(ε)

x x¢ ε)

Ας θεωρήσουμε λοιπόν τώρα μία τυχαία ευθεία παράλληλη στην  που 

αντιστοιχεί σε κάποιο x  του , και ας ονομάσουμε το εμβαδόν που αποκό-

πτει η ευθεία αυτή από το εσωτερικό της  και προς τα αριστερά της ως Ε . 

Αριστερά της ευθείας, σημαίνει ακολουθώντας τις συνήθεις συμβάσεις, πως 
αναφερόμαστε σε όλα τα σημεία της  και του εσωτερικού της με τετμημένη 

μικρότερη ή ίση του x  (δες Σχήμα 6). Ορίζεται έτσι μια συνάρτηση Ε  με πεδίο 
ορισμού όλους τους πραγματικούς αριθμούς . 

(ε)

x x¢

c (x)

c

x
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Όμως είναι γεγονός πως για πολύ μικρές τιμές του  είναι , ενώ 

για πολύ μεγάλες τιμές του x είναι  εμβαδόν ολόκληρου του εσωτερικού 

της , έστω . Άρα αν περιορίσουμε τη συνάρτηση  σε κάποιο πεδίο ορι-

σμού  με  πολύ μικρό και  πολύ μεγάλο, τότε  και 

. Όμως ο αριθμός 

x

E

E(x) 0=

1E(x ) 0=

E(x) =

2x

c

)

cE

0>
1 2[x ,x ]

2 cE=
1x

E(x cE 2  βρίσκεται μεταξύ του 0 και του cE 2 . 

Αν λοιπόν μπορέσουμε να δείξουμε πως η συνάρτηση  είναι συνεχής 

στο πεδίο ορισμού της  τότε το Θεώρημα Ενδιάμεσων Τιμών βεβαιώνει 

την ύπαρξη κάποιου  στο  πάνω στο οποίο η τιμή της  είναι 

E

1 2[x ,x ]

0 [xx 1 2,x ] E cE 2 , 

δηλαδή 0 cE(x ) E 2=

£

όπως ζητάμε και θα έχουμε τελειώσει. 

Εφόσον η καμπύλη  με το εσωτερικό της αποτελούν ένα πεπερασμένο 

σχήμα, θα υπάρχει κάποιο τετράγωνο με πλευρές παράλληλες στους άξονες 

που περιέχει στο εσωτερικό του την  μαζί με το εσωτερικό της. Έστω  ένα 

τέτοιο τετράγωνο και έστω r  το μήκος της πλευράς του. 

c

c T

Ας παρατηρήσουμε (δες Σχήμα 6) πως για τα τυχαία  του  είναι 

 Εμβαδόν του 

x,α 1 2[x ,x ]

| E(x) E(a) |- ΑΒΓΔ AB BΓ r | x= ⋅ =

a) | r | x α |- £ -

α |- . Όμως είναι τε-

τριμμένο και γνωστό σε όλους τους μαθητές που διδάχτηκαν στοιχειώδη ανά-

λυση πως η σχέση , για κάθε x  συνεπάγεται τη συ-

νέχεια της  στο . Τελειώσαμε. 

| E(x) E(

E α

Με την ευκαιρία, η πίτα μας θα μπορούσε να έχει και τρύπες ή και να απο-
τελούταν από πολλά ξεχωριστά κομμάτια! Βλέπετε το γιατί; Ίσως το βρείτε εν-
διαφέρον να προσπαθήσετε να αποδείξετε μόνοι σας τα ακόλουθα δύο προ-
βλήματα εξασκώντας την ίδια τεχνική είτε διαισθητικά-εποπτικά είτε και αυστη-
ρότερα: 

(1) Αν έχουμε δύο πίτες σε δύο διπλανά τραπέζια, τότε μπορούμε με μια 
μαχαιρά να τις κόψουμε ταυτοχρόνως στη μέση! 

(2) Αν έχουμε μία πίτα με ένα μόνο κόθορο (δηλαδή πίτα σε ένα μόνο κομ-
μάτι και δίχως τρύπες) τότε μπορούμε με μια μαχαιριά να την κόψουμε στη 
μέση και ταυτόχρονα να κόψουμε και τον κόθορο στη μέση! 

Τελειώνοντας ας τονίσουμε πως η αυστηρή μαθηματική λύση διαφέρει από 
τη λύση “της βασιλόπιτας” ουσιαστικά μόνο στο ότι στην αυστηρή λύση απο-

δείχτηκε η συνέχεια της  Αν όμως κάποιος θελήσει να περάσει την “αυστηρή” 
απόδειξη από “αυστηρό” κόσκινο, τότε θα πρέπει να αναρωτηθεί για την αλή-
θεια ορισμένων κρυφών υποθέσεων όπως για παράδειγμα για το αν κάθε κα-
μπύλη έχει εσωτερικό! Όσο αστεία κι αν φαίνεται η ερώτηση, μια ματιά στο 
Σχήμα 7, μάλλον θα σας πείσει πως ίσως της αξίζει περισσότερης προσοχής. 
Η απάντηση είναι ναι, αφού σύμφωνα με το περίφημο Θ. Jordan ([3]): 

E
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r

x α

Α

Β Γ

Δ

x
1

x2x' x
T

c

 

Σχήμα 6 Σχήμα 7 
 

Κάθε απλή κλειστή καμπύλη  στο επίπεδο χωρίζει το σύνολο των 

σημείων του επιπέδου που δεν ανήκουν σε αυτή σε δύο υποσύνολα. Για 
οποιαδήποτε δύο σημεία του ίδιου υποσυνόλου, υπάρχει καμπύλη με 
άκρα τα σημεία αυτά η οποία ανήκει εξ’ολοκλήρου σε αυτό, ενώ για δύο 
τυχαία σημεία σε διαφορετικά υποσύνολα, οποιαδήποτε καμπύλη με ά-
κρα τα σημεία αυτά τέμνει τουλάχιστον μία φορά την  Ένα από τα δύο 

υποσύνολα είναι φραγμένο (και το ονομάζουμε εσωτερικό της ) ενώ το 

άλλο όχι. 

c

c
c

Δε βρίσκετε πως η ομοιότητα με τη διατύπωση του Θ. Συνεχούς Καμπύλης 
είναι σκανδαλιστική! Ευτυχώς, η τελευταία φράση του Θ. Jordan σημαίνει επι-
πλέον πως μπορούμε πράγματι να βάλουμε την καμπύλη μαζί με το εσωτερικό 
της στο εσωτερικό ενός τετραγώνου όπως ισχυριστήκαμε προηγουμένως. 
Βλέπετε το γιατί;  

Όσον αφορά την ύπαρξη των αριθμών  για κάθε x , καθώς και στην 

ανισότητα | E  εμβαδόν του 

E(x)

(x) E(α) |- £ ΑΒΓΔ . 

Για απλές καμπύλες c όπως οι πολυγωνικές ή οι συνηθισμένες μας κύκλος, 
έλλειψη, παραβολή κτλ είναι τετριμμένο να δείξει κανείς πως με τη συνήθη έν-

νοια του εμβαδού, τα E(  όντως ορίζονται ως αριθμοί που εκφράζουν εμβαδά 

επίπεδων χωρίων και πως όντως ισχύει η ανισότητα | E  (Εμβαδόν 

του

x)

(x) E(α) |- £

ΑΒΓΔ ).   
Για σχετικά “πολύπλοκες” καμπύλες (εξαιρετικά πτυχωμένες, συνδυασμό 

καμπύλων και ευθύγραμμων τμημάτων και ακόμη χειρότερα…) το πρόβλημα 

της ύπαρξης αριθμού Ε ΑΒΓΔ  (x) που εκφράζει το εμβαδόν του “χωρίου” που 
μας ενδιαφέρει καθώς και η ισχύς της ανισότητας, μπορεί να λυθεί σε πολλές 
περιπτώσεις με τη βοήθεια των ολοκληρωμάτων, όπως ίσως ήδη να γνωρίζετε.  

Γενικά όμως το πρόβλημα παραμένει και συνοψίζεται στο ότι ίσως κάποια 
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από τα χωρία που μας ενδιαφέρουν, να δυσκολευόμαστε να τα χαρακτηρίσου-
με ως “χωρία” του επιπέδου. Σίγουρα όμως παραμένουν υποσύνολά του. Με 
το θέμα ασχολείται το κομμάτι των μαθηματικών με το όνομα “Θεωρία Μέτρου”. 
Αυτά τα μαθηματικά διδάσκονται συνήθως στο Πανεπιστήμιο και το ξεκίνημά 
τους αναφέρεται σε μια αξιωματική θεμελίωση της έννοιας του ”μέτρου” για μια 
απίστευτα μεγάλη ποικιλία υποσυνόλων της ευθείας, του επιπέδου και του χώ-
ρου. Το μέτρο δεν είναι τίποτε άλλο από μια γενίκευση των εννοιών μήκος, εμ-
βαδόν και όγκος. Αυτά όμως σε επόμενο άρθρο… 
 
 
 
[1] Aleksandrov A.D, Kolmogorov A.N., Lavrentiev M.A, eds “Mathematics, methods, 

and meaning”, the M.I.T. Press, 3rd edit. 1981. 
[2] Coxeter, H.S.M., “Non-Euclidean Geometry”, The Mathematical Association of 
America, 1998. 
[3] Munkres J. R., “Topology, a first course”, Prentice-Hall, Inc., 1975. 
[4] Pasch, M., “Vorlesungen über neure Geometrie”, Teubner, Leibzig, 1882. 
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Ακρότατα και φράγ-
ματα 

στα μέτρα μιγαδικών 
 

 Λεωνίδας Θαρραλίδης 
 Μαθηματικός, Καστοριά 
 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ ΣΕ: 

Πάμπολλες είναι οι ασκήσεις όπου ζητείται το μέγιστο ή το ελάχιστο του μέ-
τρου κάποιου μιγαδικού. Με το άρθρο του συναδέλφου μας Λεωνίδα Θαρραλί-
δη που ακολουθεί, αποσαφηνίζονται με τον καλύτερο τρόπο τα διάφορα σχετι-
κά ερωτήματα. Όπως προκύπτει από το άρθρο, συνηθισμένες είναι οι ελλιπείς 
ή και λάθος λύσεις στα θέματα αυτού του είδους. 
 

1.  Εισαγωγή 
 

Στο 3ο θέμα των μαθηματικών θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης του 

2006, δίνονταν τρεις μιγαδικοί , ,  με 1z 2z 3z 1 2 3z z z= = = 1 και 

 και, μεταξύ άλλων, ζητούνταν να αποδειχθούν οι ανισότητες: 1 2 3z z z 0+ + =
2

1 2z z 4- £  και 1 2Re(z z ) 1³- . 

Ωστόσο, με τα δεδομένα του προβλήματος, μπορούσε να αποδειχθεί ότι 

2

1 2z z 3- =  ενώ 1 2

1
Re(z z )

2
=-  (Δες σχετικά και στο τέλος του άρθρου). 

Αυτό, φυσικά, δεν αναδεικνύει λανθασμένο το θέμα, αλλά εγείρει το ερώτη-
μα κατά πόσο είναι νόμιμο από τη μεριά της «μαθηματικής ηθικής» να ζητούμε 
από μαθητές να αποδείξουν την ύπαρξη φράγματος σε μία σταθερή ποσό-

τητα: τον αριθμό 4 ως άνω φράγμα του 
2

1 2z z-  και τον αριθμό  ως κάτω 

φράγμα του 

1-

1 2Re(z z ) . 

Όταν είδα το θέμα, θυμήθηκα μία άσκηση (από τις «Γενικές» μάλιστα) του 
χαριτωμένου και αλησμόνητου βιβλίου μαθηματικών τεχνολογικής κατεύθυνσης 
Γ Λυκείου (Α΄ Έκδοση 1999). Στην άσκηση 5 της σελίδας 125 δίνονταν οι μιγα-

δικοί  και  και ζητούνταν η μέγιστη και ελάχιστη τιμή της 1z 3= - i i2z 1 2= +
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παράστασης 1 2z z+ , δηλαδή η μεγαλύτερη και μικρότερη τιμή που μπορεί να 

πάρει ο αριθμός: (3 i) (1 2i) 4 i 17- + + = + = !!! 

Πόσο μεγάλο μπορεί άραγε να γίνει το 17 ; (Παρεπιμπτόντως, στο βι-

βλίο αυτό, σε μερικές ασκήσεις -σε μερικές άλλες, πάλι, όχι!- όταν λέγαμε «μι-
γαδικός» εννοούσαμε «μη πραγματικός μιγαδικός»). 

 

2.  Φράγμα - Ακρότατο 
 

 Έστω Α μία παράσταση που περιέχει μεταβλητές (τουλάχιστον μία) και η 
αριθμητική της τιμή μεταβάλλεται. Ά νω  φρ ά γ μ α  της Α λέγεται κάθε α-

ριθμός α για τον οποίο ισχύει A α£ , για οποιαδήποτε τιμή των μεταβλη-

τών της παράστασης A . Είναι φανερό ότι, τότε, και κάθε αριθμός β  με 

β α> , είναι επίσης ένα άνω φράγμα της A .  

Για παράδειγμα, αν , τότε το 7 είναι ένα άνω φράγμα της A 3ημx 4συνx= +

A , αφού: . Αλλά φυσικά ισχύουν και 3ημ 1 7⋅ =x 4συνx 3 1 4+ £ ⋅ +

A 10,A£ 500£  κλπ. 

Ανάλογα: κ ά τω  φρ ά γ μ α  της A , είναι κάθε αριθμός , με . Αλλά 

και οποιοσδήποτε αριθμός  με , είναι επίσης κάτω φράγμα της 

κ A κ³

λ <λ κ A .  

 

 Α κ ρ ό τ α τ α  της A  είναι το μ έ γ ι σ τ ο  και το ε λ ά χ ι σ τ ο  της A : 

Μέ γ ι σ τ η  Τ ι μ ή  της A  είναι ο αριθμός Μ, όταν είναι ο μεγαλύτερος από 
τις δυνατές τιμές που παίρνει η παράσταση Α.  

Ε λ ά χ ι σ τ η  Τ ι μ ή  της A  είναι ο αριθμός m, που είναι η ελάχιστη από 
τις τιμές που μπορεί να λάβει η παράσταση. 

 

 Έτσι, για την , η οποία μετασχηματίζεται (Άλγεβρα Β Λυ-

κείου, σελίδα 46) στη μορφή , όπου 

A 3ημx 4συνx= +

A 5ημ(x φ)= +
4 3

ημφ ,συνφ
5 5

= = , η 

μέγιστη τιμή είναι M 5=  ενώ η ελάχιστη m 5=- .  

 
Μπορούμε να δώσουμε και μία διαφορετική απόδειξη, μέσω διανυσμάτων: 

Αν θέσουμε  α (3,4)=


 και β (ημx,συνx)=


 τότε είναι α 5, β 1= =
 

 και 

Α α β= ⋅
 

. Όμως ισχύει α β α β α β- £ ⋅ £
     

 δηλαδή 5 Α 5- £ £ , με τις 

ακραίες τιμές να είναι πραγματοποιήσιμες όταν α //β
 

. 
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 Δεν υποχρεούται κάθε παράσταση να εμφανίζει φράγματα ή ακρότατα. Για 

παράδειγμα η 
1

A x ,x 0
x

¹  δεν έχει ούτε φράγματα ούτε ακρότατα. Η = +

1
B x ,x 1

x
>  έχει κάτω φράγμα κάθε αριθμό κ με κ 2£  αλλά δεν έχει 

ακρότατο. Τέλος, η παράσταση 

= +

1
Γ x ,x 1

x
³  έχει κάτω φράγμα κάθε α-

ριθμό κ με κ 2£  και ελάχιστη τιμή το 2. (Είναι εύκολο να αποδείξουμε ότι  

= +

1
x 2

x
+ ³ , x" Î   με την ισότητα να ισχύει για x 1= ). Πάντως, όταν μία 

παράσταση έχει ελάχιστη τιμή, αυτή είναι το μέγιστο κάτω φράγμα της. 
 

 Οι διαφορές μεταξύ άνω φράγματος και μέγιστης τιμής (όταν υπάρχουν) 
είναι: 
 
1. Η μέγιστη τιμή είναι μοναδική ενώ τα άνω φράγματα άπειρα σε πλήθος. 
Δεν θα ήταν παράλογο να ζητηθεί στο 3ο θέμα του 2006 ότι π.χ. 

2

1 2z z 2006- £  !! 

 
2. Η μέγιστη τιμή είναι αριθμός που λαμβάνει η παράσταση για προσδιο-
ρίσιμες τιμές των μεταβλητών που περιέχει. 

 

 Ανάλογης ποιότητας διαφορές μπορούμε να εντοπίσουμε και μεταξύ των 
ακόλουθων μαθηματικών εννοιών: 

1. Μεταξύ συνόλου αφίξεως B  συνάρτησης f : A B  και συνόλου τιμών 

f(A) : Το B  είναι υπερσύνολο του f(A) , περιέχει όλες τις τιμές f(x)  των 

στοιχείων x  του A , αλλά ενδεχομένως και αριθμούς που δεν είναι τιμές 

της συνάρτησης. Για παράδειγμα, αν [ 1,10]  με =  τότε 

[ ]1,10= -  ενώ προφανώς [ ]1,1= - . 

f :  - f(x) ημx

B f(A)

2. Μεταξύ της περιβάλλουσας γραμμής και του γεωμετρικού τόπου μετα-

βλητού σημείου M . Η περιβάλλουσα είναι «η γραμμή στην οποία κινείται το 

M », άσχετα με το αν τελικά το M  δεν μπορεί να βρεθεί σε όλες τις θέσεις 

της. Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε μεταβλητό σημείο  με M(ημθ,συνθ)

π
θ 0,

2

é ù
ê úÎ
ê ú

 τότε 1+ = , άρα το M  
ë û

2 2
M Mx y κινείται στο μοναδιαίο κύκλο (0,1) . 

Αφού όμως 
π

θ 0,
2

é ù
ê úÎ
ê ú

, συμπεραίνουμε ότι M M . Έτσι ο 
ë û

x ,y 0³ γεωμετρικός 
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τόπος του M  είναι το τεταρτοκύκλιο του παραπάνω κύκλου που βρίσκεται 
στο πρώτο τεταρτημόριο. 

 
 Ο προσδιορισμός Ακροτάτων Παράστασης, Συνόλου Τιμών, Γεωμετρικού 

Τόπου είναι σαφώς δυσχερέστερος από τον υπολογισμό φραγμάτων ή συ-
νόλου αφίξεως ή περιβάλλουσας, εφόσον απαιτεί έλεγχο των αποτελεσμά-
των ως προς τη δυνατότητα πραγματοποίησής τους. 

 

3.  Ασκήσεις με Ακρότατα Μέτρου Μιγαδικών 
 

Στη συνέχεια θα δούμε μερικές ασκήσεις, στις οποίες ο βιαστικός εντοπι-
σμός «ακροτάτων» αποδεικνύεται παραπλανητικός. Σε κάθε περίπτωση ακο-
λουθεί η αποκατάσταση της αλήθειας. 
 
Άσκηση 1 

Δίνονται οι μιγαδικοί ,  με  και z w = + +w z 3 4i

+ = - -
17 1

z z
2 2

12i . 

Α.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας . K(z)

Β.  Να βρείτε το ελάχιστο δυνατό μέτρο του . w
 
Λύση 

Α. Το  βρίσκεται στη μεσοκάθετο του K(z) AB  όπου A( 17 2,0)-  και 

B(1 2,12)

z x= +

, η οποία είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος. Αν θέσουμε 

i , βρίσκουμε την εξίσωση η οποία είναι της μεσοκαθέτου  του y (ε)

AB . 3x  4y 12+ =

Β. Με , είναι .  z x y= + i w (x 3) (y 4)i= + + +

Έτσι: 2 2 2 2w (x 3) (y 4) x y 6x 8y 25= + + + = + + + +   

και αφού : 6x 8y 2(3x 4y) 24+ = + = 2 2w x y 49 49= + + ³ = 7   

δηλαδή w 7³ .  

Έτσι 
min

w 7= . 

ΣΧΟΛΙΟ: Σύμφωνα με τον τρόπο λύσης στο (Β), το ελάχιστο μέτρο του w επι-

τυγχάνεται όταν .  2 2x y 0 x y+ =  = = 0

Όμως η εικόνα του αριθμού 0 δεν βρίσκεται στην !!  3x 4y 12+ =
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Διαφορετικά: Ο μιγαδικός  δεν έχει την ιδιότητα z 0 0= + i

17 1
z z

2 2
+ = - -12i .  

Κατά συνέπεια, το 7 δεν είναι η ελάχιστη τιμή του μέτρου του , αλ-
λά ένα κάτω φράγμα.  

w

Το λάθος διορθώνεται ως εξής: Είναι w (KA= ) , όπου , K(z)

A( 3, 4)- - .  

Έτσι, έχουμε: 
min 2 2

3( 3) 4( 4) 12 37
z d(A,ε) 7

53 4

- + - -
= = = >

+
.  

Με το γεωμετρικό αυτό τρόπο, είναι δυνατό να προσδιορισθεί και ο 
μιγαδικός  με το ελάχιστο δυνατό μέτρο. w

 
Άσκηση 2 

Α.  Να λύσετε την εξίσωση:  , όπου 

. 

- ⋅ + + =2 2z 6συνθ z 5συν θ 4 0

Îθ 
Β.  Να βρείτε τη γραμμή στην οποία κινούνται οι εικόνες των ριζών 

,  της παραπάνω εξίσωσης, για τις διάφορες τιμές του . 1z 2z θ

Γ.  Να βρείτε τη μέγιστη δυνατή τιμή του μέτρου -1z z2  για τις ρίζες 

αυτές. 
 
Λύση 

Α. Είναι ( ) ( ) ( )= - - + = - =-2 22Δ 6συν2θ 4 5συν2θ 4 16συν 2θ 16 4ημθ   

άρα . 1,2z 3συνθ 2ημθ i=  ⋅

Β. Αν  οι εικόνες των  τότε  ενώ .  1,2Μ 1,2z 1,2x 3συνθ= 1,2y 2ημθ=

Έτσι: 1,2 1,2x y
συνθ, ημθ

3 2
= =  οπότε τα σημεία  βρίσκονται στην έλλει-

ψη με εξίσωση 

1,2Μ

2 2x y
1

9 4
+ = . 

Γ. Είναι 1 2 1 2z z (M M- = )  και η μέγιστη τιμή προκύπτει όταν το τμήμα  

γίνει ο μεγάλος άξονας της έλλειψης.  

1 2M M

Είναι  άρα και 2 .  2α 9= α 3= α 6=

Έτσι: 1 2 max
z z 6- = . 

 
ΣΧΟΛΙΑ:  
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 Οι μιγαδικοί 1z , 2z  είναι συζυγείς επομένως οι εικόνες τους είναι 

σημεία συμμετρικά ως προς τον άξονα x x¢ .  

Έτσι, η χορδή 1 2M M  της έλλειψης είναι κάθετη στον  άρα η μέγι-

στη τιμή της είναι ο μικρός άξονάς της, δηλαδή: 

x x¢

1 2 max
z z 2β 2 2= 4- = ⋅ = . 

 Στο ίδιο συμπέρασμα θα καταλήγαμε και ως εξής:  

 Είναι 1 2 1 1 1z z z z 2Im(z ) i 2 2 ημθ 4 ημθ- = - = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅   

άρα 1 2 max
z z 4- = , όταν ημθ 1=  κλπ. 

 Με το δεύτερο αυτόν τρόπο, μπορεί να απαντηθεί και η επόμενη 

παραλλαγή της άσκησης: Να δοθεί ότι 
π

θ 0,
4

é ù
ê úÎ
ê úë û

 αντί για θÎ  .  

Σ΄ αυτή την περίπτωση η μέγιστη τιμή του 1 2z z-  αντιστοιχεί στη 

μέγιστη τιμή του ημθ  με 
π

θ 0,
4

é ù
ê úÎ
ê úë û

, δηλαδή στο 
π 2

ημ
4 2

= .  

Θα βρίσκαμε 1 2 max
z z 2 2- = . 

 Αν θέλει κανείς να περιπλέξει ακόμη περισσότερο την κατάστα-

ση, μπορεί να δώσει διαφορετικό διάστημα για το θ , π.χ. το 

. [ ]7π / 6,4π / 3

 
Άσκηση 3 

Δίνεται η εξίσωση , όπου . - ⋅ + - =2z 2συνθ z (5 4ημθ) 0 Îθ [0,π]

Α.  Να βρείτε τις ρίζες της  και τη γραμμή στην οποία κινούνται οι 

εικόνες τους.  

1,2z

Β.  Να υπολογίσετε τη μέγιστη δυνατή τιμή του μέτρου -1 2z z . 

 
Λύση 

Α. Είναι 2 2Δ 4συν θ 20 16ημθ 4(1 ημ θ) 20 16ημθ= - + = - - +
2 24(ημ θ 4ημθ 4) [2(ημθ 2)]- + =- -

=

1

 

  =-

άρα .  1,2z συνθ (ημθ 2)i=  -

Αν  η εικόνα του ,  1Μ (συνθ,ημθ 2)- 1z συνθ (ημθ 2)i= + -

τότε ισχύει ,  2 2
M Mx (y 2)+ + =

οπότε το  κινείται στον κύκλο με κέντρο το K(  και ακτίνα 1.  1M 0, 2)-
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Όμοια, η εικόνα  βρίσκεται στον κύκλο με κέντρο  

και ακτίνα 1. 

2M (συνθ,2 ημθ)- Λ(0,2)

Β. Είναι 1 2 1 2z z (M M- = ) . Με ένα πρόχειρο σχήμα καταλήγουμε στο συμπέ-

ρασμα ότι το μέγιστου μήκους τμήμα  προκύπτει όταν το 1 2M M

,3)

1M  βρεθεί 

στη θέση  ενώ το  στη θέση (0 .  (0, 3)- 2M

Έτσι: 1 2 max
z z 6- = . 

 
ΣΧΟΛΙΑ: 

 Είναι 1 2 1 1 1z z z z 2 Im(z ) 2 ημθ 2 4 2ημθ- = - = = ⋅ - = - .  

Στο , η ελάχιστη τιμή του ημ  είναι η   [0,π] θ ημ0 ημπ 0= =

άρα 1 2 max
z z 4- = .  

Προκύπτει όταν  και  (για ) ή  και 

 (για ) 

1Μ (1, 2)-

θ π=
2Μ (1,2) θ 0= 1Μ ( 1, 2)- -

2Μ ( 1,2)-

 Αν στο ερώτημα (Α) είχε ζητηθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων, 
τότε τα πράγματα θα ήταν ευκολότερα στο (Β), αλλά δυσκολότερα στο 
(Α): ουδέν καλόν αμιγές κακού!  

Αφού , θα έχουμε  ενώ ημ   θ [0,π]Î συνθ [ 1,1]Î - θ [0,1]Î

άρα  δηλαδή   (ημθ 2) [ 2, 1]- Î - - 2 ημθ 2 1- £ - £-

και 1 2 .  ημθ 2£ - £

Έτσι, για το  ισχύουν:  και για το : 

.  

1Μ (x,y)

1 y 2£ £

1 x 1, 2 y 1- £ £ - £ £- 2Μ

1 x 1,- £ £

Τελικά, ο γεωμετρικός τόπος του  είναι το πάνω ημικύκλιο του πρώ-

του κύκλου ενώ του  το κάτω ημικύκλιο του δεύτερου κύκλου. 

1Μ

2Μ

 
Άσκηση 4 

Έστω  με ,  πραγματικούς και = +z x yi x y + =
2

2
2

y
x 1

ημ θ
, όπου 

æ öç ÷Î ç ÷ç ÷è ø
π

θ 0,
2

. 

Α.  Αποδείξτε ότι: + - = +2 2 2z z συν θ 1 ημ θ2 . 

Β.  Αν η εικόνα του  βρίσκεται σε έλλειψη με εστίες την αρχή των 

αξόνων και το σημείο 

2z

A(1 2,0) : 
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1. Να βρείτε την τιμή του 
æ öç ÷Î ç ÷ç ÷è ø

π
θ 0,

2
 . 

2. Υπολογίστε το μιγαδικό z  με =
3

z
2

. 

3. Ποια είναι η μέγιστη δυνατή τιμή του μέτρου του z ; 
Λύση 

Α. Η εικόνα M(  βρίσκεται στην έλλειψη με ,   z) 2α 1= 2 2β ημ= θ

θάρα . 2 2 2 2γ α β συν= - =

Έτσι  αφού γ συνθ 0= >
π

θ 0,
2

æ öçÎ ççè
÷÷÷ø

 και οι εστίες είναι , 

. 

Ε ( συνθ,0)¢ -

Ε(συνθ,0)

Θα ισχύει, λοιπόν: (ME ) (ME) 2α z συνθ z συνθ 2¢ + =  + + - = ,  

οπότε 2( z συνθ z συνθ ) 4+ + - =   

2 2
z συνθ 2 z συνθ z συνθ z συνθ 4 + + + - + - =  

και μετά τις πράξεις: 
2 2 2 22 z 2συν θ 2 z συν θ 4+ + - =   

από όπου τελικά έχουμε το ζητούμενο. 
 

Β. 1. Αφού 2 2 2z 0 z συν θ 1 ημ θ- + - = + 2

ς αι .  

, η εικόνα του 2  κινείται, για κά-

θε τιμή του θ , σε έλλειψη με εστίε 0)  κ ,0)

z

2θ Ο(0,  (συν

Συμπεραίνουμε ότι 2συν θ 1 2=   

άρα 
2

συνθ
2

=  και τελικά θ π 4= . 

2. Αφού 2ημ θ 1 2= , θα είναι: 
2

2 2y
x 1 x 2y

1
2

+ =  + =2 1.  

Ακόμη: 

2

2 2 23 3
z x y

2 4

æ öç ÷ç ÷=  + =ç ÷ç ÷ç ÷è ø
.  

Από το σύστημα, βρίσκουμε: 
2 1

x ,y
2 2

=    

οπότε 
2 1

z i
2 2

=  . 

3.  Αντικαθιστώντας στη σχέση του (Α): 
2 2 1 3

z z
2 2

+ - =   
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άρα: 
2 23 1

z z
2 2

= - - £
3

2
. Έτσι: 

2
max

max

3 3
z z

2 2
=  = =

6

2
. 

 
ΣΧΟΛΙΑ: 

 Είναι 1+ =   2 2x 2y

και 
2 2 2 2 2 2 2z x y x 2y y 1 y= + = + - = - £1  

άρα 
2

max
max

z 1 z=  = 1

1

  

Αυτό συμβαίνει όταν .  y 0=

Τότε ,  2x 1 x=  =
δηλαδή όταν . z 1 0i z 1= +  =

 Η λανθασμένη τιμή 
max

6
z

2
= , είναι απλώς ένα άνω φράγμα για 

το μέτρο του z .  
Το λάθος στον υπολογισμό ήταν ότι θεωρήθηκε εφικτό να έχουμε 

2 1
z 0 z

2
- =  =2 1

2
, που φυσικά αντιφάσκει με το 

2 3
z

2
= ! 

 

4.  Η Αφορμή 
 

 Από τα παραπάνω θα έγινε αντιληπτό ότι, για να βεβαιωθούμε αν ένας 
αριθμός είναι ακρότατο κι όχι κάποιο φράγμα για την μεταβλητή παρά-
σταση που μας απασχολεί, ο ασφαλής τρόπος είναι να ελέγχουμε για 
ποιες τιμές των-της μεταβλητής επιτυγχάνεται ο αριθμός αυτός. 

 

 Αφορμή για το άρθρο αυτό, αποτέλεσε μία παραλλαγή άσκησης του 
σχολικού βιβλίου (που βρήκα σε φροντιστηριακό) όπου, επιπλέον, ζη-
τούνταν η μέγιστη τιμή ενός μέτρου, χωρίς όμως να εξετάζεται αν αυτή 
μπορεί να πραγματοποιηθεί. Στη συνέχεια, μεταφέρω την αρχική ά-
σκηση (του σχολικού βιβλίου), το ερώτημα για το μέγιστο μέτρο και ένα 
δικό μου, που αφορά τη δυνατότητα επίτευξής του : 

 
 
Άσκηση 5 

Δίνονται οι μιγαδικοί z ,  με w
-

=
+

2z i
w

iz 2
. 

Α. Αποδείξτε ότι: αν η εικόνα του  ανήκει στον κύκλο κέντρου z
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Ο(0,0)  και ακτίνας , τότε το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του 

μιγαδικού w . 

=ρ 1

Β.   Να υπολογίσετε τη μέγιστη δυνατή τιμή του μέτρου -z w . 

Γ.   Για ποια τιμή του  προκύπτει η παραπάνω μέγιστη τιμή; z
 
Λύση 

Α. Θα δείξουμε ότι: αν z 1 τότε w 1= .  =

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι, για παράδειγμα: 

2z i 2z i i 2z i 2z i
w 1

i 2z 2z iiz 2 iz 2
z z 1

- - - - -
= = = = = =

- + -+ +

2z

i
2- +

,  

αφού 
1

z
z

= . 

Β. Αν , K(  οι εικόνες των z ,  τότε Μ(z) w) w z w (MK)- = . Τα , K  βρίσκο-

νται σε κύκλο ακτίνας  οπότε η μέγιστη τιμή του (M  προκύπτει όταν 

η χορδή  γίνει διάμετρος.  

M

ρ 1= K)

MK

Συμπεραίνουμε ότι: 
max

z w 2- = . 

Γ. Τα σημεία ,  είναι αντιδιαμετρικά όταν είναι συμμετρικά ως προς το 

κέντρο  του κύκλου. Τούτο συμβαίνει όταν οι z ,  είναι αντίθετοι, δηλα-

δή όταν: 

M K

Ο w

22z i
z w 0 z 0 ... z 1 0

iz 2

- + =   =
+

4- zi-+ = .  

Έχουμε: 2Δ ( 4i) 4( 1) 12 0= - - - =- <   

άρα 1,2

4i 12i
z (2

2


= =  3)i . 

 
ΣΧΟΛΙΑ: 

 Στο (Γ) ερώτημα χρησιμοποιήσαμε τύπο διακρίνουσας με μη 
πραγματικό αριθμό. Τα αποτελέσματα είναι φυσικά έγκυρα, ωστόσο 
αυτή η περίπτωση δεν περιλαμβάνεται στο σχολικό βιβλίο. 

 Τελικά, η παρτίδα σώθηκε! Με την έννοια ότι είχαμε όντως μέγι-
στη τιμή (και όχι φράγμα) το 2. Ωστόσο, το πρόβλημα είναι γενικότε-
ρο: όταν δύο μεταβλητοί μιγαδικοί z , w  αλληλεξαρτώνται και γνωρί-
ζουμε τις γραμμές κίνησης των εικόνων τους, τότε δεν είναι σίγουρο 

ότι αυτό που «νομίζουμε» ως ακρότατη τιμή του z w-  μπορεί να 

επιτευχθεί. Κι αυτό γιατί, ενδέχεται οι «ιδανικές» θέσεις των εικόνων 
τους να μην επιτυγχάνονται ταυτόχρονα, εφόσον η οποιαδήποτε θέ-
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ση της μίας εικόνας καθορίζει αυτόματα και τη θέση της άλλης, μέσω 
της σταθερής σχέσης που συνδέει τους δύο μιγαδικούς. 

 Αν, για παράδειγμα 
z i

w
zi 1

-
=

+
 και z 1= , εύκολα βρίσκουμε ότι 

και w 1= . Θα περίμενε κανείς ότι η μέγιστη τιμή του μέτρου z w-  

είναι 2.  

Αλλά αυτό συμβαίνει όταν: 
z i

z w 0 z 0 ...
iz 1

-
+ =  + =  

+
 

, τιμή που όμως απορρίπτε-

ται αφού μηδενίζει τον παρονομαστή του !  

2 2z 2zi 1 0 (z i) 0 z - - =  - =  = i

w

Βέβαια, ο παρατηρητικός λύτης ίσως πρόσεχε ότι: 
i(z i)

w
i(iz 1)

-
= =

+
 

i(z i) i(z i)

z i (z i)

- -
= =

- + - -
 δηλαδή ότι  !!!  w =-i

Με άλλα λόγια, ο w είναι σταθερός μιγαδικός. Τώρα είναι: 

z w z i (MA)- = + =  όπου -Α(0, 1)  ενώ το  βρίσκεται στον κύ-

κλο . Το μήκος  δε μεγιστοποιείται, αφού το  δε μπορεί 

να βρεθεί στη θέση , εξαιτίας του ότι . 

Μ(z)

1 0+ ¹

(O,1) (MA)

(0,1)

M

i¹iz z

 

5.   Διερεύνηση 
 

 Θα εξετάσουμε τώρα τις συνθήκες κάτω από τις οποίες δύο συνδεόμενοι 

μιγαδικοί z, w του ίδιου μέτρου δε δίνουν μέγιστη τιμή στο μέτρο z w- .  

 Ταυτόχρονα, στην πορεία της διερεύνησης, θα προκύψει κι ένας μηχανι-
σμός παραγωγής «σωστών» εκφωνήσεων, ο οποίος δίνει ανεξάντλητο 
πλήθος ασκήσεων, παρόμοιας -δυστυχώς- μορφής. 

 Έστω, λοιπόν, οι μιγαδικοί z , w  με z αi
w

βiz γ

+
=

+
, όπου  και α,β,γ Î 

z c 0= > . Απαιτούμε και w c= , ώστε οι εικόνες των z , w  να βρίσκο-

νται στον ίδιο κύκλο (O,c) . Αυτό συμβαίνει όταν: z βαi c+ = iz γ+   

2(z αi)(z αi) c ( )( + - = βiz γ+ βiz γ)- +   

και, μετά τις πράξεις: 2 2 4 2 2 2 2c α α(z z)i c β c γ c βγ(z z)i+ - - = + + - , για κά-

θε z με z c= .  

Συμπεραίνουμε ότι:  και  (1). = - 2α c βγ + = +2 2 4 2 2c α c β c γ2
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Λόγω της πρώτης σχέσης: 
2z c βγi

w
βiz γ

-
=

+
  

ενώ ,  2 4 2 2 4 2 2 2(1) c c β γ c β c γ + = +

σχέση που οδηγεί στην: ( ) =2cβ 1  ή  .  =2γ 1

 

 Με τις παραπάνω συνθήκες, η μέγιστη τιμή του μέτρου z w-  είναι 2c , 

όσο η διάμετρος του κύκλου στον οποίο βρίσκονται οι δύο εικόνες.  
Αυτό είναι πραγματοποιήσιμο μόνον όταν:  

2z c βγi
z w 0 z 0

βiz γ

-
+ =  + =

+
,  

που οδηγεί στην εξίσωση:  (2). 2 2βz (γ 1)zi c βγ 0- + - =

 Είναι, επομένως, δυνατό να μην προκύψει το αναμενόμενο μέγιστο μέτρο 

για το z w- ; Ναι! Μόνον όταν η (2) έχει διπλή ρίζα την τιμή του z  που 

απαγορεύει την ύπαρξη του w, δηλαδή την 
γ γ

i
βi β

- = .  

Έστω, λοιπόν, ότι: Δ 0=  (3) 

και 
2

2γi γi
β (γ 1) c βγ 0

β β

æ öç ÷⋅ - + - =ç ÷ç ÷ç ÷è ø
 (4). 

 Η (3) οδηγεί στην ( )+ =2 2 2γ 1 4β c γ .   

 Η (4) στην ( )- =2 2γ c β 1 0  από όπου: =γ 0  ή ( )2cβ 1= . 

 Συνοπτικά: Μία άσκηση που ζητά προσδιορισμό μέγιστης τιμής για το 

z w-  είναι προβληματική, όταν ικανοποιείται το σύστημα συνθηκών:  

(Σ1):   ή   =2γ 1 =2cβ 1

(Σ2): ( )+ =2 2 2γ 1 4β c γ  

(Σ3):   ή  =γ 0 ( ) =2cβ 1   

 Διερευνούμε με βάση τις τελευταίες συνθήκες: 

Αν  η (Σγ 0= 2) δίνει .  1 0=

Έτσι, πρέπει ( ) =2cβ 1  

οπότε ικανοποιείται η (Σ1) ενώ η (Σ2) δίνει , άρα .  ( )2
γ 1 4γ+ = =γ 1

Τελικά:  και =γ 1 ( ) =2cβ 1 ,  
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οπότε ο  γίνεται: w
2 2

β 1
z i z i

z c βi βz iβ β
w

βiz 1 βiz 1 βiz 1 β(βiz 1)

- -
- -

= = = =
+ + + +

.  

 Συμπέρασμα: Αν z c=  και 
βz i

w
β(βiz 1)

-
=

+
 όπου β 0¹ ,  

τότε w c=  αλλά το μέτρο z w-  δεν έχει μέγιστη τιμή το .  2c

Ωστόσο ο w είναι τότε σταθερός μιγαδικός, αφού: 

i(βz i) βiz 1 1 1
w i

iβ(βiz 1) iβ(βiz 1) βi β

- +
= = = =-

+ +
. 

 Ποιος είναι ο μηχανισμός παραγωγής «σωστών ασκήσεων», ο οποίος θα 
αναδεικνυόταν στην πορεία της διερεύνησης; 

Από τις αρχικές συνθήκες (Σ1) που εγγυώνται ότι w c= , αν ισχύει η 

( )2
cβ 1= , τότε ο w δε μεταβάλλεται.  

Πράγματι, τότε είναι 2c β 1 β= ,  

άρα: 

1
z γi

βz γi βz γi 1β
w i

βiz γ β(βzi γ) βi(βz γi) β

-
- -

= = = =-
+ + -

. 

Η συνθήκη , δίνει, με  είτε , 2γ 1= γ 1= γ 1=- μεταβλητούς  w. 

Αν, π.χ. , β  και , τότε παράγεται η παρακάτω  γ 1=- 1= c 3=

 
Άσκηση 6 

Δίνονται οι μιγαδικοί ,  με z w
+

=
-

z 9i
w

iz 1
 και =z 3 . 

Α.  Αποδείξτε ότι και =w 3 . 

Β.  Βρείτε τη μέγιστη τιμή του -z w . 

Γ.  Για ποια τιμή του z  το παραπάνω μέτρο γίνεται μέγιστο; 
 

[Απάντηση: 
max

z w 6- = , όταν i ] z 3=

 

6.  Εφιαλτικός Επίλογος 
 

Γιατί περιοριστήκαμε σε μιγαδικούς z  και  με w f(z= ) z w= ; Ας δούμε 

και μία περίπτωση στην οποία οι z ,  να έχουν διαφορετικά μέτρα: w
 

Άσκηση 7 
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Δίνονται οι μιγαδικοί z ,  με w
+

=
+

3z 2i
w

iz 6
. Η εικόνα του z  βρίσκεται 

στον κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2. 
Α.  Αποδείξτε ότι: η εικόνα του  βρίσκεται σε ομόκεντρο κύκλο α-

κτίνας 1. 
w

Β.  Υπολογίστε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του μέτρου -z w . 

 
Λύση 

Δόθηκε ότι z 2=  άρα 
2 2zz z 2 4= = =   

οπότε 
4

z
z

= . 

Α. Είναι: 
3z 2i 3z 2i 3z 2i z 2

w 1
4i 6z 4i 2 3z 2i 2 2

6
z z z

+ + +
= = = = =

+ ++
= . 

Β. Είναι z w (MK)- = , όπου , K( .  M(z) w)

Με ένα πρόχειρο σχήμα καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι: 
min

z w 1- =   

ενώ 
max

z w 3- = . 

 
ΣΧΟΛΙΑ: 

 Είναι 
2

i z 6z 3z 2i3z 2i 3z 2i
z w z

iz 6 iz 6 iz 6

+ - -+ +
- = - = = =

+ + +
 

w 1= = ! δηλαδή z w- =σταθερό  

οπότε 
min max

z w z w 1- = - = !! 

 Διαφορετικά:  

Θέτοντας i  έχουμε   z x y= + 2 2x y 4+ =

οπότε: 
3(x yi) 2i

w ...
i(x yi) 6

+ +
= =

- +
=  

2 2

2 2 2 2

2x(3y 10) 3y 3x 20y 12
i

x (y 6) x (y 6)

+ - + +
= +

+ + + +
.  

Όμως ισχύει και 

  2 2 2 2x (y 6) x y 12y 36 40 12y 4(3y 10)+ + = + + + = + = +

αφού .  2 2x y 4+ =

Ακόμη:  2 2 2 23y 3x 20y 12 3y 3(4 y ) 20y 12- + + = - - + + =
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26y 20y 2y(3y 10) 2y(3y 10)= + = + = + .  

Τελικά, η αλγεβρική μορφή του w  γίνεται: 

2x 2y x y
w i w i

4 4 2 2
= +  = +   

οπότε 
2 2x y x y

z w i 1
2 2 4

+
- = + = = =  σταθερό 

(ή και: 
4

z 2 z
z

=  = ,  

άρα 
3z 2i 3z 2i z(3z 2i) z x y

w i
4 2(3z 2i) 2 2 2iz 6 i 6
z

+ + +
= = = = = +

++ ⋅ +
 κ.λπ). 

 Γεωμετρικά, είναι εντυπωσιακό: Η εικόνα K(x 2,y 2)  του w  είναι 

το σημείο όπου η ακτίνα OM [ M(x,y)  είναι η εικόνα του z ] τέμνει τον 

κύκλο (O,1) . Φανταστείτε μία περιστρεφόμενη ακτίνα OM: τα σημεία 

O , K , M  είναι πάντα συνευθειακά! 

 
7.  Παράρτημα: Το 3ο Θέμα του 2006 
 

Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί , ,  με 1z 2z 3z = = =1 2 3z z z 1

0

 και 

. + + =1 2 3z z z

α.  Να αποδείξετε ότι: i) - = - = -1 2 3 1 2z z z z z z3  

 ιι) - £2
1 2z z 4  και ³ -1 2Re(z z ) 1 

β.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των , ,  στο μι-

γαδικό επίπεδο, καθώς και το είδος του τριγώνου που αυτές σχη-
ματίζουν. 

1z 2z 3z

 

 1η Λύση για το (α) 

Είναι 1 2 3z z z+ = - = 1 άρα 
2

1 2z z+ = 1 από όπου παίρνουμε διαδοχικά: 

2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1
z z z z z z 1 2Re(z z ) 1 Re(z z )

2
+ + + =  =-  =- ³-1.  

Έτσι: - = - - = - + =2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2z z (z z )(z z ) z 2Re(z z ) z 3
2

  

άρα 
2

1 2z z 3 4- = £ .  

Τέλος 1 2z z 3- =  και όμοια 3 1 2 3z z 3 z z- = = - ,  

οπότε αποδείχτηκε και το ερώτημα (i). 
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 2η Λύση για το (α)  

Θέτοντας  έχουμε  με .  k kz x y= + ki 1

0 0

3 3

2

2 2
k kx y+ = k 1,2,3=

Η σχέση  δίνει  και .  1 2 3z z z 0+ + = 1 2 3x x x+ + = 1 2 3y y y+ + =

Έτσι:  και .  1 2x x x+ =- 1 2y y y+ =-

Θα είναι, λοιπόν, και:   2 2 2
1 2 1 2 3 3(x x ) (y y ) ( x ) ( y )+ + + = - + -

και μετά τις πράξεις: 1 2 1 2

1
x x y y

2
+ =- .  

Τώρα: ( )22 2 2
1 2 1 2 1 2z z (x x ) (y y )- = - + - =

3

 

,  2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2x x y y 2(x x y y )= + + + - + =

άρα 1 2z z 3- =  και 
2

1 2z z 3 4- = £ .  

Τέλος 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z (x y i)(x y i) (x x y y ) (y x x y )i= + - = + + -   

άρα 1 2

1
Re(z z ) 1

2
=- ³- . 

 

 Και ένα σχόλιο για το (β) 

Αφού 1 2 3z z z= = = 1 είναι προφανές ότι οι εικόνες 1A(z ) ,  και  

βρίσκονται στο μοναδιαίο κύκλο.  

2B(z ) 3Γ(z )

Αυτό όμως καθόλου δε σημαίνει ότι «ο γεωμετρικός τόπος των A , B ,  είναι 

ο κύκλος ». Κι αυτό επειδή οι , ,  είναι επιφορτισμένοι και με την 

ιδιότητα , η οποία σε συνδυασμό με την 

Γ

(O,1)

1 2z z+ +
1z 2z 3z

3z 0= 1 2z z z 1= = 3 = , συ-

νεπάγεται την 1 2 3 1 3z z z z z- = - = -2z , η οποία εγγυάται ότι το ABΓ  είναι 

ισόπλευρο τρίγωνο.  
Δεδομένης, λοιπόν, της συγκεκριμένης διατύπωσης περί γεωμετρικού τόπου, η 

σωστή απάντηση είναι: «Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων A , ,  είναι οι 
κορυφές ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο με κέντρο την αρχή 
των αξόνων και ακτίνα 1». 

B Γ

 

8.  Παράρτημα ΙΙ: Ασκήσεις με Ακρότατα 
 

Ακολουθούν τρία θέματα  με ακρότατα μέτρων μιγαδικών σε συνδυασμό με 
μελέτη μονοτονίας συνάρτησης. 

 
1ο Θέμα 
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Δίνονται οι μιγαδικοί με z , w   + =zw iz w  (1). 

Α.  Αν 
-

=
-

2

2

i(z z )
¹z 1, αποδείξτε ι: ότ w  

z 1

 =3z 1 Β.  Αν =z 1, αποδείξτε ότι: και υπολογίστε τις τιμές των

Γ.   ε όνα του κινείται στον κύκλο με κέντρο την αρχή των α-

 z  

και 
Αν η ικ

w . 
 z  

 2ξόνων και ακτίνα , αποδείξτε ότι: £ £
2

w 2 . 

 

3

Λύση 

ό την (1) έχουμε Α. Απ
2 2zw iz w z(zw- =  iz) iz w z w iz iz w+ - =  + - =   

άρα 
2 2( z 1)w i(z z )- = -  (2). 

Για z 1¹ , θα είναι 
2

2

i(z z )
w

z 1

-
=

-
. 

Β. Όταν z 1= , η (2) γίνεται 2 2z z 0 z z- =  =  και αφού 
1

z
z

= ,  

βρίσκουμε 
2

1æ ö 3 2z z 1 (z 1)(z z 1) 0
z

ç ÷=  =  - + + =ç ÷ç ÷è ø
  

οπότε ή z 1=   
1 i 3

z
2

- 
= . 

 Για η (1) δίνει z 1= ,  
1

w w i Im(w)
2

- =-  =-   

άρα 
1

w x
2

= - , 

 Για

i x Î   

 
1 3

z i
2 2

=- -  και i όπου

η (1) γράφεται

 w x y= +   x,y Î   

 ( )1 3 1 3æ ö æ öç ÷ ç ÷i x yi i i x yi
2 2 2 2

ç ÷ ç ÷- - + + - + = -ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø
  

και μετά τις πράξεις βρίσκουμε y x 3= +1.  

Έτσι: w x (x 3 1)i= + + , x Î  . 

 
1 3

z i
2 2

=- + , παίρνουμε w x (1 x 3)i= + - , x Î  .  Όμοια, αν



 ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΣΤΑ ΜΕΤΡΑ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 97 

Γ. Θεωρώντας τις αλγεβρικές μορφές και i είναι  

περαί

Έτσι: 

 z α bi= +   w x y= + , 
2 2α b 4+ = . Συμ νουμε ότι 2 2b 4 α 0= - ³   

άρα α [ 2,2]Î - . 
2 2z ) i[α bi (α bi) 1)= + - - 2 2i(z ] ... b(2α (α α b )i- = =- + + - +  και αφού 

2 ,  

υμε τελικά: 

2b = 4 α-

παίρνο 2i(z z ) b(2α 1) (α 2α 4)i- =- + + - + . 2

Η ισότητα 
2

2
w

z
=

i(z z )

1

-

-
 δίνει τώρα: 

b
x (2α 1)

3
=- +   

και 
2α

y
-

=
2α 4

3

+
. 

νουμε στο τετρ νο και προσθέτουμε:  Υψώ άγω

2 2 2 2 2 21
x y [(4 α )(4α 4α 1) (α 2α 4) ] ...

9
+ = - + + + - + = =  

31
( 8α 24α 20)

9
= - + + . 

Έτσι: 
2 2 2 1

9
⋅w x y f(α)= + =  όπου θέσαμε με 

.  

Εύκολα βρίσκουμε ότι η παρουσιάζει μέγιστη τιμή και 

ελάχιστη

με ότι

 3f(α) 8α 24α 20=- + +  

α [Î -

(-

2,2]

f  

.  

 f( 2) f(1) 36- = =  

 f 1) f(2) 4= =

Συμπεραίνου  
2

x
1

=maw 36 4
9
⋅ =  και 

2 1
min

4
w 4

9 9
= ⋅ = .  

Έτσι 
max

w 2= , 
min

2
w ς: 

3
=  και συνεπώ

2

3
w 2£ £ . 

2ο Θ

 η εξίσωση: 2 , (1) 

. 

αμμή στην οποία κινούνται οι 

ο ι οσκελές τρίγωνο. 

Β ίτ

 
έμα 

- + + + =2 2z 2λ(λ 2)z 2λ (λ 2) 0Δίνεται

όπου Î -λ ( 2,0)

Α.  Να βρείτε τη γρ εικόνες των ριζών 

της 1z , 2z . 

Β.  Αποδείξτε ότι οι εικόνες των αριθμών 0, 1z , 2z  σχηματίζουν ορθο-

γώνι  κα  ισ

Γ.  Έστω = +2f(x) x 2x  όπου Î -x ( 2,0) . ρε ε το σύνολο τιμών 

της f . 
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Δ.  Να βρεί τιμή τουτε τη μέγιστη  -1z z  2 ό

 ότι το

που 1z , 2z  οι ρίζες της (1) 

και να αποδείξετε  -1 2z z  δεν έχει ελ τιμή. 

 
Λύση 

. Είναι

άχιστη 

 2Δ ... [2λ(λ 2)] 0= =- + <  Α αφού .  

σι οι ρίζες της (1) είναι .  

είο

 λ(λ 2) 0+ ¹

Έτ  1,2z λ(λ 2) λ(λ 2)i= +  +

 ( ))  κινείται θεία στην ευ ,   y x=Το σημ 1

ενώ το 

M λ(λ 2),λ(λ 2= + +

( )2 2)+  M λ(λ 2), λ(λ= + - στην

Β. 

 y x=- . 

Αφού 2 1z = z , τα σημεία και  προς τον

γωνο είναι ισο .  

νυσμα

 x x¢   1M   2M   είναι συμμετρικά ως

άρα το τρί σκελές 1 2OM M  

Το διά  OM1


 σχημα ει γω  225  με τον x x¢ , ενώ το OMτίζ νία 2


 γωνία 

135 , αφού λ(λ 0 .  2)+ <

Έτσι 2 1M OM 135 90= - =   , άρα τρίγωνο αι και ορθογώνιο. 

ι f (x)¢ = ίζα

225  το είν

Γ. Είνα με ρ  το .  

και

2x 2+ ,  1-

Είναι με lim f(x) lim f(x) 0= =  και f( 1)- =-f ( 2, 1] - -   f [ 1,0) -  
x 2

άρα 

x 0- 
1  

( )( 2,0) [ 1- = -f ,0) . 

: 2
1 2 1 1 1z z z z 2 Im(z ) 2 λ 2λ 2 f(λ)- = - = = + = .  

, λόγω του (Γ ερωτήματος, το σύνολο τιμών της συνάρτησης 

Δ. Είναι

Όμως ) 

f(x)  είναι το διάστημα .  g(x) =  (0,1]

Έτσι: 1 2 max
z z 2- = .  

ύνολο (0,1]  είναι αΕπίσης το σ νοικτό αριστερά, οπότε το μέτρο δεν παρου-

ελάχιστη τιμή. 

3ο Θ

.  Η εξίσωση , όπου δεν έχει πραγματικές 

ες. Αποδείξτε και το  ριζών της είναι

σιάζει 
 
έμα 

 - + =2z αz β 0

 ότι: >β 0  

Î α,β  

μέτρο των

Α

 βρίζ  . 

ωση

 τιμώ

εξίσωση έχει δύο μη πρα ές ρίζες .  

, βρίσκο ι στον ίδι κύ-

Β.  Δίνεται η εξίσ ⋅ +5λ) z όπου Î -λ ( 1,1)  

i) Να βρείτε το σύνολο ν της = -5f(x) x 5x  με Î -x ( 1,1)

 - - =2 5z (λ 4 0  

. 

 1z , 2zii) Αποδείξτε ότι η γματικ

iii) Αποδείξτε ότι οι εικόνες των ντα ο 1z 2z  

κλο. 



 ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ ΦΡΑΓΜΑΤΑ ΣΤΑ ΜΕΤΡΑ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 99 

iv) Αποδείξτε ότι - £1 2z z 4  

Να βv) ρείτε την τιμή του για την οποία το μέτρο Î -λ ( 1,1)  

-1 2z z  γίνετα καθι μέγιστο, τους , σε αυτή την 

 
Λύση 

οφανώς

ώς και 1z 2z  

περίπτωση. 

 Δ 0<  άρα 
2

2 α
α 4β 0 β 0

4
- <  > ³  Α. Πρ οπότε .  

ς ρίζε της εξίσωσης από τους  του Vieta θα έ-

 β 0>

Ακόμη για τι ς 1z ,  τύπους

χουμε 

2z

1 2z z β=   

άρα 
2

1 2z z β β z β z β z β= =  =  =  = … 

Είνα

1 1 1 1z

Β. i) ι αφού .  

τσι και εύκολα βρίσκουμε ότι  το σύνο μών της είναι το 

ii) ε

 2 2f (x) 5(x 1)(x 1) 0¢ = + - <   x ( 1,1)Î -

Έ λο τι f ( 1,1) -  

) . ( 4,4-

Έχουμ 5 2 2 Δ (λ= 5λ) 16 f (λ) 16 (f(λ) 4)(f(λ) 4) 0- - = - = - + <  

4αφού σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα. 

) ερώτημα συμπεραίνουμε ότι

 f(λ) 4- < < , 

 iii) Από το (Α 1 2

επομέ  M  και M  των μιγαδικών βρίσκονται στο

z z 4 2= = = ,  

νως οι εικόνες ν κύκλο 

α 2. 

iv) 

1 2

με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίν

Είναι 1 2 1 2z z (M M- = και το ήκος της χορδής 1 2M M  δεν υπερβαίνει 

τη διάμετρο του κύκλου.  

)   μ

1 2z z 4- £ . Έτσι 

v) στο και ίσο με 4, όταν τα και είναι 

αμετρικά ση εία του κύκλου.  

α υ

Συμπερ

 1M   2M  Το μέτρο μπορεί να γίνει μέγι

αντιδι μ

Τούτο συμβαίνει μόνον όταν: 5
1 2z z 0 λ 5λ 0+ =  - = πό το ς τύ-

πους του Vieta στην (1). 

, 

αίνουμε ότι: 4λ(λ 5) 0 λ- =  40,λ 5= = .  

Όμως 4 5 ( 1,1)Ï -  επομένως λ .  

ρα: i που είναι οι ζη-

ες ρίζες. 

0=

 2 2 2z 4 0 z (2i) z 2+ =  =  = , Η εξίσωση (1) δίνει τώ

τούμεν
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Το μικρό Θεώρημα  
του Fermat, η συ-

νάρτηση  
Euler και Μαθηματι-

κοί  
Διαγωνισμοί 
 

 Αλέξανδρος Γ. Συγκελάκης 
 Μαθηματικός, Κρήτη 
 

 
 
ΣΧΟΛΙΟ ΣΕ: 

Το άρθρο που ακολουθεί διαπραγματεύεται σημαντικές εφαρμογές ονομα-
στών θεωρημάτων. Η δυσκολία του είναι αρκετά μεγάλη για τους μαθητές. Σε 
κάποια σημεία χρησιμοποιείται το διώνυμο του Νεύτωνα, το οποίο είναι βέβαια 
εκτός σχολικής ύλης, είναι όμως αρκετά γνωστό και τέλος πάντων, αν κάποιος 
μαθητής παραλείψει τις αντίστοιχες αποδείξεις, θα έχει κατανοήσει το 90% του 
άρθρου. 

 
1. Το μικρό Θεώρημα του Fermat και η γενίκευσή του 

Θεώρημα 1. Αν  πρώτος και  ένας φυσικός αριθμός τότε:  p α

i.     pα α modp

ii. (Το μικρό θεώρημα του Fermat) αν (α p) 1   τότε   

 p 1α 1 modp  . 

 
Απόδειξη:  

ΣΧΟΛΙΟ: Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του μικρού Θεωρήματος του Fermat. 
Επιλέξαμε αυτή η οποία χτίζει βήμα-βήμα την απόδειξη και είναι μέσα 
στις δυνατότητες ενός μαθητή με ενδιαφέρον για τα μαθηματικά.  

 

i. Θα κάνουμε χρήση της μαθηματικής επαγωγής. Για =α 1 ισχύει τετριμμέ-
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να. Ας υποθέσουμε ότι | -pp α α . Θα αποδείξουμε ότι .  | + - +pp (α 1) (α 1)

ö÷ç + .÷ç ÷÷ç ø-

p
α 1

p 1

æ ö÷ç+ .÷ç ÷÷çè ø-

p
α

p 1

p (α 1)+ - +

-p 1 1)

⋅ ⋅ =3 25 11 4840

= 1 d

Από τον τύπο του διώνυμου του Newton(1), έχουμε  

- -æ ö æ÷ ÷ç ç+ = + + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è
p 1 p 2p p

(α 1) α
1 2

æ ö
+

è ø
p pα α

- =p pα 1

p p1) α 1é ù+ - -ë û

 

Συνεπώς  

- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ - + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
p 1 p 2p p

(α 1) α α
1 2

 

Όμως το  διαιρεί το 2p ο μέλος (2) άρα και το 1ο. Συνδυάζοντας αυτό με την επα-

γωγική υπόθεση, έχουμε ότι  

( )pp | (α α α (α 1)+ - = . 

ii. Προφανώς από το (i)  έχουμε -  που σε συνδυα-

σμό με το , =(α p) 1 δίνει το ζητούμενο  

- pp | α α p | α(α

- - .p 1p | α 1  

■ 
Παράδειγμα 1.  

i. Έτσι, ξέρουμε ότι αφού , =  και ο 11 είναι πρώτος, άρα 

( )1  και πράγματι όταν το = 1024  διαιρεθεί με το 11, αφήνει 

υπόλοιπο 1.  

(2 11) 1
102- º11 12 1 mod1

ii. Ακόμα με μεγαλύτερα νούμερα, π.χ. οι αριθμοί  και 101 

είναι πρώτοι μεταξύ τους, και αφού ο 101 είναι πρώτος, άρα 

.  

2

( )º1004840 1 mod101

■   
Πόρισμα 1. 

Αν p  πρώτος και  ένας φυσικός αριθμός με , και  είναι ο μικρότε-

ρος εκθέτης για τον οποίο ισχύει   

α ,(α p)

( )1 modpºdα

τότε .  -d | p 1

                                                 

 . 
n

n k

k 0

n
(α b) α b

k
-

=

æ ö÷ç+ = ÷ç ÷÷ççè øå(1) n k

(2) Η απόδειξη αυτού αφήνεται ως άσκηση στους αναγνώστες. Τα δύο βήματα που χρειά-
ζονται για την απόδειξη είναι:  
i. Το γινόμενο n  διαδοχικών ακεραίων διαιρείται διά n!  και  

ii. αν p  πρώτος, τότε οι  διαιρούνται δια p .  
p p    p

, ,...,
1 2 p 1

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷è ø è ø è ø-
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Η απόδειξη αυτού, αφήνεται ως άσκηση στους αναγνώστες.  

■
2. Η

ί

υ που 
πρώτοι προ ν  Με αυτό τον τρό ρίζουμε μί ση  

με και ) 

Παράδει

που είναι μικρότεροι ίσοι του 9 

είναι οι 1, 2, 4, 5, 7, 8 που είναι σε πλήθος 6.  

■
συνάρτησης Euler: 

τ -

 

iii. Η συνάρτηση είναι πολλαπλασιαστική δηλαδή αν , τότε  

).  

iv. Αν πρώτος, τότε  

τω

ς τ  (ή αντίθετα, αφαιρέστε τα 

υ είναι

ταξύ τους) σιμοποιήστε την ιδιότητα για να δεί-

ξετε ότι:  

=

  
 συνάρτηση του Euler 

Ας υποθέσουμε ότι για δοσμένο φυσικό αριθμό ³n 1, συμβολ ζουμε φ(n)  

το πλήθος των φ σικών αριθμών των μικρότερων ή ίσων του n  είναι 
ς το πο ο α συνάρτη n .

:    = Î £φ(n) {k N \ k n   , =(α n) 1} (3φ

 
γμα 2: 

=φ(9) 6  διότι οι πρώτοι αριθμοί προς τον 9 

  
Ιδιότητες της 

i. =φ(1) 1  

ii. Είναι φανερό ότι αν =n p  πρώ ος, τότε = -φ(p) p 1 καθώς όλοι οι αριθ

μοί οι μικρότεροι του p , δηλαδή οι , , , -1 2 … p 1, είναι πρώτοι προς τον p . 

 φ   , =(m n) 1

⋅ = ⋅φ(m n) φ(m) φ(n)  

(Για παράδειγμα =φ(21) ⋅ = ⋅ = - ⋅ - =φ(3 7) φ(3) φ(7) (3 1) (7 1) 12

 p  
- -= - = -k k k 1 k 1φ(p ) p p p (p 1)  

Για την απόδειξη αυτού, σκεφτείτε το πλήθος ν αριθμών που είναι μικρό-

τεροι ή ίσοι του p  και είναι πρώτοι προ ον k kp

πολλαπλάσια του p  πο  σε πλήθος -k 1p )].  

v. Γενικά λοιπόν, αν = 1 2 lk k k
1 2 ln p p p  η ανάλυση του n  σε πρώτους (διακεκρι-

μένους με παράγοντες, χρη   (iii)  

1 2 lk 1 k 1 k 1
1 1 2 2 l lφ(n)  p (p 1) p (p 1) p (p 1)- - -= - ⋅ - -  

æ öæ ö æ÷ ÷ öç ç ç÷ ÷- - -ç ç ç÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç ç çè øè ø è


1 2

1 1 1
n 1 1 1

p p
÷÷÷÷ølp


l

i 1 i

1
n 1

p=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø  

■

                                                

  

 
(3) Το σύμβολο συμβολίζει το πλήθος των στοιχείων του συνόλου . {...} {...}



 ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ FERMAT, Η ΣΥΝΑΝΤΗΣΗ EULER ΚΑΙ ΜΑΘ/ΚΟΙ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ 103 

 
 
Παράδειγμα 3: 

Για παράδειγμα,  

æ öæ öæ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= ⋅ ⋅ = - - - = ⋅ ⋅ ⋅ =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè øè ø2 3 5 2 3 5

Με τον απλό α ρόπο βρήκαμε ότι το πλήθος των φ

4 1 2 1 1 1 1 2 4
φ(1200) φ(2 3 5 ) 1200 1 1 1 1200 320  

υτό τ υσικών που είναι μι-

κρότεροι από τον και πρώτοι προς αυτόν είναι 320. 

■

ειχθεί ότι

 1200  

  
Παράδειγμα 4:  

i. Να αποδ  οι φυσικοί αριθμοί n \ {4}   για τους οποί-

ους ισχύει είναι είτε της μορφής k είτε της 

k

 φ(n) 2 mod4  n p  

μορφής n 2p , όπου k    και ο p  ένας πρώτος με  p mod4 .  3

ii. Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει φυσικός αριθμός με .  

ώτοι  οι οποίοι να είναι 

Πράγματι, ας υποθέσουμε αντίθετα, ότι

l και

Τότε  

Όμως, καθώς πάρχουν τουλά άρτιοι παράγοντες 

άτοπο

Άρα  

Αν  ( διότι ), τότε  

άτοπο 

Άρα (αφού ), 1 , συνεπώς

ή

 n   φ(n) 14

 
Απόδειξη:  

i. Θα δείξουμε ότι στην πρωτογενή ανάλυση του n , δεν μπορεί να υπάρχουν 

περισσότεροι από δύο διακεκριμένοι πρ αριθμοί 3³ . 

  
1 2 lk k k

1 2 ln p p p=  , ³ip 3 , " = , ,i 1 2,…   ³l 2  

- - -1 2 lk 1 k 1 k 1φ(n) )= - ⋅ - - .1 1 2 2 l lp (p 1) p (p 1 p (p 1)  

³ 2 , υ χιστον 2  l

l 1)- . Άρα

1(p 1)- , 

2(p - 1),...,(p  ( )ºφ(n) 0 mod4 , .  

= .r k2 p  n

 ³r 3 ¹r 2  ¹n 4

( )- -= - ºr 1 k 1φ(n) ) 0 mod4 , 2 p (p 1

 ¹r 2 r 0,=   

= kn p   kn 2p=  
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Έμεινε να δείξουμε ότι ( )ºp 3 mod4 . Αν α τίθν ετα ήταν (4), τότε 

θα είχαμε (και στις δύο  τον )  

 άτοπο 

ii. Πρόκειται για άμεση εφαρμογή του πρώτου ερωτήματος.  

ς Αριθμών) 
ο οποίο αποτελεί γενίκευση του μικρού Θεωρήματος του Fermat.  

ρ

ν είναι φυσικός πρώτος προς τον τότε ισχύει:  

 ( )ºp 1 mod4

περιπτώσεις για  n

= kφ(n) p (p ( )- º1) 0 mod4 ,

Έτσι αποδείχθηκε η ζητούμενη.  

■   
Δεν σταματάνε όμως εδώ οι πολύ σημαντικές εφαρμογές της συνάρτησης 

του Euler. Υπάρχουν πολλές ακόμη εφαρμογές και σπουδαία θεωρήματα που 
τη χρησιμοποιούν. Κλείνουμε αυτή την παράγραφο με το θεώρημα του Euler, 
χωρίς απόδειξη (καθώς υπάρχει σε πολλά κλασσικά βιβλία Θεωρία
τ
 
Θεώ ημα 2 (Θεώρημα Euler):  

 α   n   φ(n)α 1 modnΑ .  

Αν τότε παίρνουμε το μικρό θεώρημα του Fermat.  

■ 
ιγμα 5:  

Επειδή , και έχουμε ότι .  

■ 

Αν είναι φυσικός πρώτος προς τον και τότε  

Ας υποθέσουμ

τέτοιος ώστε 

άρα λόγω και του θεωρήματος του Euler

 
 του Θ. Euler σε μία κατηγορία ασκήσεων μαθη-

 
Παρατήρηση:  

 =n p , 

Παράδε

 =φ(9) 6  , =(9 4) 1  ( )º64 1 mod9

Πόρισμα 2: 

 α   n ,  ( )ºk l modφ(n) , 

( )º .k lα α modn  

 
Απόδειξη:  

ε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ³k l Τότε λόγω της 

) , συμπεραίνουμε ότι υπάρχει ακέραιος π  

. 

 έχουμ

(ºk l modφ(n)

= +k πφ(n) l  ε  

( )
lk l φ(n) l l lα α α α 1 α modnæ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø= º ⋅ º  

■
3. Μία χρήσιμη εφαρμογή

                                                 
(4) Προφανώς αφού p 2¹ , άρα p  περιττός οπότε δεν γίνεται να είναι ( )p 0 2 mod4º ,  
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ματικών Διαγωνισμών 

Θα δώσουμε μερικές ασκήσεις και τον τρόπο με τον οποίο μπορούμε να 
 να τις λύσουμε με τα παραπάνω εφόδια μεθοδικά και εύκολα.  
ης Εθνικής Μαθηματικής Ολυμπιάδας του 1989 ήταν: 

 

 

Για π

δουλέψουμε ώστε
Μία άσκηση της 6

Παράδειγμα 6: 

οιες τιμές του n    ο αριθμός n n nA 1 2 3    διαιρείται με το 

Θα παρουσιάσουμε αρχικά (1
7;  

ΣΧΟΛΙΟ: η) την (εξαιρετική) λ  της συ-
λφου Ε Μήτσιου που δημοσιεύθηκε τότε στο περιοδικό «Διά-

σταση» και κατόπιν (2η  Λύση) κάνοντας χρήση της παραπάνω Θεω-

μοποιήσουμε ότι: με και 

 

Για ο αριθμός δε διαιρείται με το , για διαιρείται με το και για 

διαιρείται με το .  

 ια έχουμε  

=

  (1

 

 Αν ) η γίνεται:

 Αν 1 η (1) γίνεται

)

 Αν 2 η γίνετα

 

Άρα, αν τότε πρέπει 1 ή 2 δηλαδή ή 

η Λύσ ύση
ναδέ . 

+ = +n n(α β) πολα β  Î α,β  ρίας. Θα χρησι

Î n * .  

1η Λύση (Ε. Μήτσιου): 

 =n 1 

=  δε 

 7  =n 2  7   

 7n 3

Γ  =n 2k  
2k 2k 2kA 1 2 3 1= + k k k k4 9 1 4 πoλ7 2= + + + = + + +  

  ) k kπoλ7 1 2 4= + + +

 =k 3l(1   (1)    

 Α=πoλ7 1 2+ + 3l 3l4+ =  . + + +l lπoλ 7 1 8 64  

 o  =  + + + + +l lπ λ7 1 πoλ7 1 πoλ7 1

   = πολ7+3

 = +k 3l  : 

 Α= ++ + 3lπoλ7 1 2 ++ =1 3l 14  + + ⋅ + ⋅l lπoλ7 1 2 8 4 64  

 +  =  + + + +l lπoλ7 1 2(πoλ7 1) 4(πoλ7 1

   = + + + =πoλ7 1 2 4 πoλ7

 = +k 3l   (1)  ι: 

 + + =2πoλ7 1 + +λ7 1 4  + ++3l 2 3l2 4  ⋅ + ⋅l lπo 8 16 64

=  + + + ⋅ + + ⋅l lπoλ7 1 πoλ7 4 1 πoλ7 16 1  

=  + + ⋅ + =πoλ7 1 4 16 πολ7   

=n 2k , = +k 3l  = +k 3l  = +n 6l 2  
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= +n 6l 4   

A 1=

Βρήκαμε ότι

το 

άρα

 Αν 

όμως τότε 

2η Λύση:  

Αφού το 7 εί

Άρα, το υπό
και μάλιστα 

=υ n m

.

1 έχουμε: 

1-

αν 1 ή . Θα εξε ε 

l το  

δεν είναι το k Άρα τελικά πρέπει ο να είναι

όχι ή  αλλιώς 

 

ναι πρώτος αριθμός και  από το μικρό θεώ-

,  

λοιπο του με  7,  επαναλαμβάνε  το πολύ κάθε 6 βήματα 
το βήμα της επα λη ς ( ρι α θ ναι: 

Επανάληψη ανά 

 Για n
2k 1 k 1 k+ + ++ +

= +2k
2k 1 2 k k k2 3 1 2 4 3 9 1 2 4 πoλ7 3 2+ = + ⋅ ⋅ = + ⋅ + + ⋅ =  

k k kλ7 2(1 2 4 ) 2+ + + +  πo=

 + + =k k1 2 4 πoλ7 , 

 = +k 3l 1 ή = +k 3

 = +k 3l

2 .  

= +k 3l 2 τάσουμ

-k2 1 για l

 Αν = + 1 τότε  k 3l
+- = - = ⋅ - = + ⋅ - = +k 3l 1 l l2 1 2 1 2 8 1 πoλ7 2 1 1 πoλ7 1 

άρα όχι   πoλ7

 Αν = +k 3l 2  τότε  
+ - = ⋅ - =l 2 l4 8 1 π- = + ⋅ - = +k 3 l2 1 2 1 oλ7 4 1 1 πoλ7 3  

 όχι πoλ

=k

7   

3   -k2 1 = - = - = + - =3l l l2 1 8 1 πoλ7 1 1 πoλ7  

πoλ7  

, δηλαδή

+ +k k1 2 4 . 

 πρέπει 

n  

4  ή

 

πoλ2  και πoλ3 = +n 6k 2  = +n 6k

= n 6k 2 .  

 , = = ,(7 2) 1 (7 3)  άρα

ρημα του Fermat ισχύει

( ) ( )- º  º7 1 62 1 mod7 2 1 mod7  

( ) ( )- º  º7 1 63 1 mod7 3 1 mod7  

 n2   το
νά

 θα
ψη

ται
α εί Πό σμ  1) 

 

( )od6  0 1 2 3 4 5 

( )n1 mod7  1 1 1 1 1 1 1 

( )n2 mod7  1 2 4 1 2 4 3 

( )n3 mo 7  1 3 2 6 4 5 6 d

( )n3 mod7  3 6 0 1 0 3 - n n1 2+ +  

 
 φανερά από τον παραπάνω πίνακα ότι ο αριθμός 

είναι πολλαπλάσιο του , όταν το έχει τη μορφή 2

Τώρα φαίνεται
n n n1 2 3+ +  

6k

 7  n   n 6k= +  ή 

4+ . (Ή ακόμη, ότι ο αριθμός n n n1 2 3+ + , διαιρούμενος με το 7  δεν αφή-
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νει ποτέ υπόλοιπο 2 4 5

τή μπορ
κάτω, 

.)  

■  
Η μέθοδος αυ εί να εφαρμοστεί και για πολυπλοκότερα προβλήμα-

α που αν δεν υπάρχει συγκεκριμένη στρατηγική, είναι 
δύσκολο

 

 7: 

τα όπως το παρ
 να επιλυθεί.  

 
Παράδειγμα

Να βρεθούν τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης του αριθμού 
n n 1 n3 1Α 2 3 3 7 5 7       δια του 11.  

Λύση 

ΣΧΟΛΙΟ: ρ προσέξουμε ότι όταν

ταυτόχρ αι εκ  

 γραμμές  το και το .  

Αφού ο ρυθμός επανάληψης των 

ηλ ή 

τώρα θ τ ά  2, 5 ή )  έτσι ο τίστοιχος πίνακας γί-
νετ ι (5)

 

Επανάληψη ανά 

Εδώ π  το n  είναι εκθέτης στο n3 τότε 

ονα τα n 1+ , 3n 1+  είν των n 17 +  και 3ν 15 +  αντί-

στοιχα. Θα προσαρμόσουμε λοιπόν αντίστοιχα τα δεδομένα στον πί-

νακα πρ

έπει να 

οσθέ

(11 3), =

θα ίν

ν εί

 

θέτες

για

 

+τοντας δύο ακόμη  n 1+   3n 1

(11 7) (11 5) 1, = , = , 

5 α ια τη το φn n n3   ε ι δ ιρέ ς υ ( 0=  7, , 11) 1 (δ αδ η επανάληψη 

α εί αι ε αν  1,  10 και  αν
α   

( )n mod10  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

(n 1 mod10+ )  1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 - 

( )3n 1 mod10+  1 4 7 0 3 6 9 2 5 8 - 

(n3 mod11  ) 1 3 9 5 4 1 3 9 5 4 5 

(n2 3 mod11⋅  ) 2 6 7 10 8 2 6 7 10 8 5 

( )n7 mod11  1 7 5 2 3 10 4 6 9 8 10 

( )n 13 7 mod11+⋅  10 4 6 9 8 1 7 5 2 3 10 

( )n5 mod11  1 5 3 4 5 3 4 9 5 9 1 

( )3n 15 mod11+  5 9 3 1 4 5 9 3 1 4 5 

A  10 1 9 2 2 1 4 8 6 8 - 

                                                 
(5) Προφανώς δε χρειάζονται οι γραμμές των ( )n2 3 mod11⋅ ( )3n 15 mod11+, , 

( )n 13 7 mod11+⋅  απλά μπαίνουν για να γίνει μια πρώτη σύγκριση σε σχέση με τα αντίστοιχα 

υπόλοιπα των , , . n2 3⋅ 3n 15 + n 13 7 +⋅
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τσι, αν ο είναι της μορφής 1 τότε, όταν ο  n   n 10k= +   A  Έ διαιρεθεί με το 11, 

φήνει υπόλοιπο 1. Έτσι, είναι έτοιμη μία (απαιτητική) άσκηση που μπορεί να 
ον με επαγωγή:  

 
 
 

: 

οδειχθεί ότι αν το τελευταίο ψηφίο του αριθμού είναι το 1, τό-

α
δειχτεί πλέ

Άσκηση

Να απ  n  

τε ο Α  όταν διαιρεθεί με το 11, αφήνει υπόλοιπο 1.  

■   
 
ΣΧΟΛΙΑ:  
1. Ασκήσεις όπως η παραπάνω αποδεικνύονται με επαγωγή αν γνωρίζουμε 

 αποτέλεσμα της διαίρεσης με τον αριθμό. Για παράδειγμα παίρνω 
 ίμ , Θεωρία Αριθ

 
Άσκηση: 

όμως το
μία άσκηση από το βιβλίο του αε νηστου Θ. Ν. Καζαντζή -

μών, Β΄ Έκδοση, Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1998 .  

Να δείξετε ότι αν n  φυσικός 1  τότε η παράσταση 4n 1 2n2 2 1    
διαιρείται δια 9. Φυσικά πλέον, κατασκευάζοντας τον αντίστοιχο πί-

νακα, θα διαπιστώσουμε ότι αφού (2,9) 1  και φ(9) 6 , τα υπό-

λοιπα της διαίρεσης του n2  με το 9 θα επαναλαμβάνονται ανά αριθμό 
που είναι διαιρέτης του 6. Μπορεί για το συγκεκριμένο παράδειγμα 
(που η λύση με επαγωγή είναι πολύ εύκολη), η διαδικασία κατα-

αραπάνω τρόπο μπορείτε να κατασκευάσετε τις δικές σας ασκή-
 που κατασκε ασα πριν από λίγο καιρό πειραμα-

 στον υπολογι την παραπάνω μέθοδο:  
 
σκηση 1:  

σκευής του πίνακα να είναι επίπονη, αλλά φανταστείτε ότι θα μπο-
ρούσατε πάνω στις διάφορες δοκιμές να ανακαλύψετε μία τόσο συμ-
μετρικά φτιαγμένη άσκηση!!  

 
2. Με τον π

σεις όπως την παρακάτω ύ
τιζόμενος μπροστά στή, με 

Ά

Να δείξετε ότι αν  n 0 mod6  τότε  

 n n n n n n1 2 3 4 5 6 0 mod7       
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Η λύση της είναι αρκετά απλή αν κατασκευάσετε το γνωστό πίνακα και α-
σκηση.  

Ως γενίκευση αυτής της παρατήρησης μου γεννήθηκε το ερώτημα αν ισχύει 
γεν  το έθεσα ως πρ τισμό στο Ελληνικό (με εξαιρετικούς λύτες) 
Forum :  
σκηση 2:  

Λύση σε αυτό το πρόβλημα έδωσε (με καταπληκτικό τρόπο) ο Στέλιος -
τάκης, την οποία παραθέτω παρακάτω για να την απολαύσετε.  
Καταρχήν παρατηρούμε ότι  

φήνεται ως ά

ικά και οβλημα
(6)

Ά

Αν  n 0 mod(p 1)   τότε  
i 1

0 modpni


  
p 1

 
Λύση 

Δεσπο

n 2p + 2 2 2n

1
1 2

æ öç= [ ]n 2 2

2
p 1 2 (p ) 1 (p 1)

æ ö÷ ÷ç é ù+ç+ ÷ ÷ç ÷ ÷ ê úç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ ê úç ÷ç ÷ ë û÷çè ø
+ + + + - + + - 

÷çè ø
+ +  

 n 1 n 1 n 12

1
1 2 (p 1)é ù+ + ++ ÷÷ ê ú÷÷ ê ú÷ ë û÷+ ø

+ + + -  

(p

n

n

æ ö÷ççççççè
+ 

Άρα αν για κάθε  ,όπου 

και επειδή σ ι ότι o δε διαιρεί το

.  

Επαγωγικά λοιπόν αποδεικνύουμε ότι επειδή 

k k kp | [1 2 1) ]+ + + -  

- ε p

k 1,2, ,n= 
n 1)]+   n {1,2, ,(p 3)}Î  , τότ n 1 1| [(n 2)(1 (p 1)++ + + + -

(p 3)}-  θα ι χύε . Συνεπώς 

n2 + 

 n {1,2, ,Î
n 1 n 12 (p 1)+ ++ + + -

p   (n 2)+
n 1p | [1 ]+

p | [1 2+ + +  

p(p 1)
(p 1)]

2
+ - = (p+ + - θε 

  

-
 θα ισχύει ότι 

)-

αι αφού για κάθε με (7)  

 
ΣΧΟΛΙΟ: 

ήθως με στοιχειώ-
δη τρόπο αφού τα μέσα που διαθέτει η θεωρία ομάδων, είναι πολύ

                                                

k kp | [1 2 + k1) ]  για κά

k 1,2, ,(p 2= 

 ( )(p 1)m u p 1 m u uα (α ) α α modp- + -º º   α   (α,p) 1=  κ

προκύπτει ότι n n np | [1 2 (p 1) ]+ + + -  για κάθε n *Î   με 

)dp 1- , όπου p  πρώτος μεγαλύτερος του 2.  

Στη βιβλιογραφία, έμαθα αργότερα, αναφέρεται ως θεώρημα Cheval-
ley-Warning του οποίου η απόδειξη δε γίνεται συν

(n 0 moº/

 
ισχυρά και βγάζουν το επιθυμητό αποτέλεσμα της άσκησης σε 2 

 
(6) http://www.mathlinks.ro/Forum/viewtopic.php?t=112234 
(7) διότι από το μικρό θεώρημα του Fermat ισχύει ότι  αν (  ( )p 1α 1 modp- º α,p) 1=
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γραμμές. Αυτή όμως είναι και η αξία της λύσης του Στέλιου. Ότι με 
στοιχειώδη μέσα αποδεικνύει αυτή την πρόταση.  

■
 πολ  Μαθη ικό Δια

. Πριν δώσ υμε την εκφώ  

 

 (Πάρτε έν

οποιοδήποτε φυσικό Τότε  δείξτε (φα-

νερ

■ 
 8 (2ος Εσωτερικός Διαγωνισμός ΕΜΕ 1989):  

 αποδειχθεί ότι

  
Ακολουθεί μία πάρα ύ καλή άσκηση από ματ γωνισμό με 

την οποία τελειώνουμε το άρθρο αυτό ο νηση δίνουμε
ένα πολύ βασικό  
Λήμμα 1:

Κάθε πρώτος αριθμός p 3> , είναι της μορφής 6k 1+  ή 6k 5+

… 5, ,  και

α 

αριθμό n

ρ

.  n 6k υ= + , υ = ,0 1

ό) ότι υ 2 3 4¹ , ,  αν n  π ώτος).  

Παράδειγμα

Να  αν p  πρώτος, τότε 42p | 3p p2 1  .  

άρα αρκεί να δείξουμε ότι ο 1 εί ι 

λαπλάσιο αριθμών 2, 3, 7, (8)  

 
Απόδειξη:  

Αφού 42p 2 3 7= ⋅ ⋅ να πολ-p⋅  

 των πρώτων 

 p pA 3 2= - -  

 p

i. Με το 2: Φανερά ο A  είναι άρτιος άρα ( )A 0 mod2º .  

ii. Με το 3: 

( )p p p p 1 p 2A 3 (2 1) 3 (2 1)(2 2 2 1) 0 mod3- -= - + = - + + + + + º   

iii. Με το p: Από το Θεώρημα 1(i), έχουμε 

( ) ( )p p3 3 modp και2 2 modpº º . 

Άρα ( )p pΑ 3 2 1 3 2 1 0 modp= - - = .  

iv. Με το 7:  
ωνα λοιπόν 

- - º

Σύμφ με το Λήμμα 1, κάθε πρώτος αριθμός είναι της μορφής 

1 ή 5 .  

1 τ  μικρού θεωρήματος του Fermat, αφού 

)

Όμοια, αφού έχουμε ότι  

7

                                                

p 6k= +   p 6k= +

 Εαν p = ότε λόγω του6k +  

1 άρα  (2 7), =

( ) ( ) (6 6k 6k 12 1 mod7 2 1 mod7 2 2 mod7+º  º  º  

 (3 7) 1, =  

( )6k 13 3 mod+ º  

 
(8) Θυμίζουμε οτι εαν  είναι δύο διακεκριμένοι πρώτοι αριθμοί και  φυσικός, με  

και q |  τότε p q . 

np q,
| n

p | n

n ⋅
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και έτσι  

( )p pΑ 3 2 1 3 2 1 0 mod7= - - º - - =  

 

 Εαν 5 τότε, όπως παραπάνω έχουμ

7

Άρα τελικά  

)

 p 6k= +  ε  

( )6k 5 52 2 32 4 mod7+ º = º  

και  

( )6k 5 53 3 243 5 mod+ º = º  

 

(ppΑ 3 1= - =  

ερίπτωση λοιπόν έχουμε ( )

2 1 5 4 0 mod7- º - -

Σε κάθε π A 0 mod7º   

Παρατηρήστε ότι (2,7) 1 (3,7)= =  και φ(7) 6=  άρα τα υπόλοιπα 

της διαίρεσης των k2  και k3  με το 7, σύμφωνα με όσα ε -

ναλαμβάνοντ ιθμό που είναι διαιρέτης του 6. 
Φτιάξτε λοιπόν τον αντίστοιχο πίνακα όπως έγινε στα παραπάνω 

παρ ματα, για να δείξετε ότι στις περιπτώσεις p 6k 1= + , 

p 6k 5= +  έχουμε ότι 

 

ΣΧΟΛΙΟ: 

ίπαμε παρα

πάνω, επα ρ

αδείγ

αι ανά ένα α

( )A 0 modº

, ο λόγος για τον

οίος μας οδήγησε

7 . 

 

 να

Δικαιολογε

ο χρειάστηκε

 καταλήξου

ίται 

και πάλι οποί  να

ι ο οπ με στ  

πολύ χρήσιμο) Λήμμα 1. 
■ 

λοιπόν με φυ-

 δουλέψου

ο (γενικό και

σικό τρόπο 

με mod6  κα

-
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Συναρτήσεις που ορί-
ζονται  
από ολοκληρώματα 
Σχετικά Θέματα 
 

Αντώνης Κυριακόπουλος 
Μαθηματικός, Αθήνα  

 

 
 

1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Υπενθυμίζουμε ότι: 

α) Στο Λύκειο το σύμβολο  ορίζεται μόνο όταν η συνάρτηση f είναι ο-

ρισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα με άκρα τους αριθμούς α και β. 
Η μεταβλητή x ανήκει στο διάστημα αυτό και ονομάζεται μεταβλητή της 
ολοκλήρωσης. 

β

α

f(x)dxò

β) Το σύμβολο , όταν ορίζεται, παριστάνει ένα πραγματικό αριθμό, ο 

οποίος εξαρτάται από τη συνάρτηση f και τους αριθμούς α και β και όχι από 
τη μεταβλητή της ολοκλήρωσης x, η οποία, λόγω αυτού, ονομάζεται και 
βουβή μεταβλητή. Έχουμε λοιπόν: 

β

α

f(x)dxò

β β β

α α α

f(x)dx f(t)dt f(ω)dω ...= = =ò ò ò  

 

2. Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  
x

α

F(x) f(t)dt= ò

Έστω μία συνάρτηση f ορισμένη και συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ και αΔ.  
Τότε, ορίζεται στο Δ η συνάρτηση: 

x

α

F(x) f(t)dt= ò . 

Στο συμβολισμό αυτό βλέπουμε δύο μεταβλητές, το x και το t. To x δια-
τρέχει το διάστημα Δ και είναι η μεταβλητή της συνάρτησης F. Το t είναι η με-
ταβλητή της ολοκλήρωσης (βουβή μεταβλητή) και για το ολοκλήρωμα, κάθε 
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άλλο γράμμα, μηδέ εξαιρουμένου του x, θεωρείται σταθερά. 
Απο  εξής θεώρημα: 

γουσα της f στο Δ. Δηλαδή, 
η F είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ι ύει: 

δεικνύεται το
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Η παραπάνω συνάρτηση F είναι μία παρά
σχ

 F (x) f(x) ,   x Δ . 

 

παράγουσα στο Δ (μία παράγουσα αυτής είναι η παραπάνω συνάρ-
τηση F)

λα το Θεμελιώδες Θεώ-
ρημα του Απειροστικού Λογισμού, που είναι το εξής: 

  και 
G είναι μία παράγουσα της f στο Δ, τότε για κάθε α, β

Έτσι, κάθε συνάρτηση f που είναι ορισμένη και συνεχής σ’ ένα διάστη-
μα Δ έχει 

. 
Με βάση το θεώρημα αυτό αποδεικνύεται εύκο

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αν f είναι μία συνάρτηση ορισμένη και συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ
  Δ ισχύει: 

μικές, ρητές, εκθετικές, λογαριθμικές, τριγωνομετρικές και συνθέσεις 
αυτών)

ειγμα, μια τέτοια συνάρτηση είναι η ονομαζόμενη «συνάρτη-
ση σφάλματος»: 

 
β

f(x)dx G(β) G(α) . 
α

Σημειώνουμε ότι, όλες οι συναρτήσεις που ορίζονται από ολοκληρώμα-
τα δεν μπορούν να εκφραστούν με τη βοήθεια των στοιχειωδών συναρτήσεων 
(πολυωνυ

.  
Για παράδ

2
x

t

0π

η οποία είναι πολύ χρήσιμη στις πιθανότητε

2
F(x) e dt-= ò , 

ς, στη θεωρία διάδοσης της θερμό-
τητας, σ

ολοκλήρωμα. Θα θεωρήσουμε 
νωστή μόνο τη θεωρία του σχολικού βιβλίου.  

3. 
Πρόβλημα: Να βρεθεί το σύνολο ορισμού και η παράγωγος της συ-

νάρτησης: ,  όπου f, g και h δοσμένες 

συναρτήσεις. 

τη θεωρία διάδοσης σημάτων κτλ. 
Στη συνέχεια, θα δούμε πώς βρίσκουμε το σύνολο ορισμού και την πα-

ράγωγο μιας συνάρτησης που ορίζεται από 
γ
 
ΤΟ ΓΕΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 
g(x)

h(x)

F(x) f(t)dt
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Ειδικές περιπτώσεις είναι οι συναρτήσεις: 

  και . 

μό

νε-

χής στο κλειστό διάστημα με άκρα τους αριθμούς h(x) και g(x). 

αράγωγος της συνάρτησης F. 
 

αγωγίσιμες σ’ ένα σύνο-

ο Ι και ισχύουν: g(x)Δ και h(x)Δ , για κάθε xI. 

Σχηματικά: 

  
g(x)

α

F(x) f(t)dt= ò
x

F(x) f(t)dt= ò
α

Σύνολο ορισμού της συνάρτησης F. 
Bρίσκουμε το σύνολο Α στο οποίο η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής. 
Μετά, βρίσκουμε το σύνολο ορισμού Β της g και το σύνολο ορισμού Γ της h. 

 Ένας αριθ ς  x  ανήκει στο σύνολο ορισμού της F αν, και 

μόνο αν,  x (B Γ)  και η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συ

 

Π

Έστω ότι η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής σ’ ένα διάστημα 
Δ και οι συναρτήσεις g και h είναι ορισμένες και παρ

λ
 

 
 

ύμε την πα-
άγωγο της F εργαζόμαστε με ένα από τους παρακάτω τρόπους: 

ρώτο

 Θεωρούμε ένα αριθμό ξΔ. Έχουμε, για κάθε xΙ: 
 

 Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση

οπότε:  φ΄(x) = f(x), xΔ. 

Τότε, η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιμη στο Ι. Για να βρο
ρ
 
Π ς τρόπος:  

ξ g(x) g(x)h(x)

ξ ξ

F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt f(t)dt= + = - +ò ò ò ò . 
h(x) ξ

: 
x

φ(x) f(t)dt, x Δ= Îò , 
ξ
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 Έτσι, έχουμε στο Ι: 

. 

Συνεπώς, έχουμε στο Ι: 

 ¢

 Έστω ότι G είναι μία παράγουσα ς f στο , οπότε: 

( )F x = ( )( ) ( )( )φ h x φ g x- +

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )F x φ h x h x φ g x g x¢ ¢= - ⋅ + ⋅

( )( ) ( ) ( )( ) ( )x h x f g x g x¢ ¢⋅ + ⋅ .
 f h= -

 
Δεύτερος τρόπος:  

 τη  Δ

( ) ( )G t f t¢ = ,  t Δ" Î . 

 Έτσι, έχουμε στο Ι: 

 Συνεπώς, έχουμε στο Ι: 

4.  

Παράδειγμα 1.  λο ορισμού και την παράγωγο 
της συνάρτησης: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )g x

F x f t dt G g x G h x= = -ò . 
( )h x

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )F x G g x g x G h x h x f g x g x f h x h x¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= ⋅ - ⋅ = ⋅ - ⋅ . 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

Να βρείτε το σύνο

x

2

0

ημt
F(x) dt

t 1
=

-ò . 

Λύση: 

Σύνολο ορισμού . Η συνάρτηση: 
2

ημt
F(t)

t 1
=

-  
είναι ορισμένη και συνεχής 

στο σύνολο:  

( , 1) ( 1, )= -¥- È - +¥ . 

Ένας αριθμός x Î   ανήκει 

στο σύνολο ορισμού της συνάρτησης F αν, και μόνο αν, η συνάρτηση f εί-
ναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό  με άκρα τους αριθμούς 0 

και x. Προς πε

A 1,

 

 διάστημα

έ ι και αρκεί: 1 Άρα το σύνολο ορισμού 

1) (È

τούτο πρ 1 x- < < . 

της F είναι: FΑ ( 1,1)= - . 

Παράγωγος. Η παράγωγος της F στο FΑ  είναι: 

( ) ( )
2

F x f x
x 1

¢ = =
-

ημx
. 

Σημείωση. Το σύνολο ορισμού της συνάρτησης: 

( )(
–1–

8

))(
1 +

8

 0
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x

2

2

ημt
F(x) dt

t 1
-

=
-ò    είναι   ( )FΑ , 1= -¥-  

 και της συνάρτησης: 
x

2

3

ημt
F(x) dt

t 1
=

-ò    είναι   . ( )FΑ 1,= +¥

 Η παράγωγος των συναρτήσεων αυτών στα σύνολα ορισμού τους, εί-
ναι: 

( )
2

ημx
F x

x 1
¢ =

-
. 

Παράδειγμα 2.  Να βρείτε το σύνολο ορισμού και την παράγωγο 
της συνάρτησης: 

x
2

1

F(x) 9 t ημtdt= - ⋅ò . 

Λύση: 

Σύνολο ορισμού. Η συνάρτηση: 

( ) 2f t 9 t ημt= - ⋅  

 είναι ορισμένη και συ-
νεχής στο διάστημα:  

 
 [ ]Δ 3,3= - . 

 Η συνάρτηση: ( )g x x=  είναι ορισμένη στο σύνολο [ )B 0,= +¥ . 

 Ένας αριθμός  ανήκει στο σύνολο ορισμού της συνάρτησης F αν, και 

μόνο αν,  και η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό 

διάστημα με άκρα τους αριθμούς 1 και 

x Î 
Βx Î

( )g x x= . Προς τούτο πρέπει και 

αρκεί: 

x 0 x 0 x 0
0 x 9

x 93 x 3 x 3

ì ì³ ³ ì ³ï ï ïï ï ïï ï ï   £í í íï ï ï £ï ï ï- £ £ £ ïîï ïî î
£ . 

 Άρα, το σύνολο ορισμού της F είναι [ ]FA 0,9= . 

 

Παράγωγος. Η συνάρτηση ( )g x x=  είναι παραγωγίσιμη στο ( . Έτσι, 

η F είναι παραγωγίσιμη στο 

)0,+¥

( ) [ ] ( ]I 0, 0,9 0,9= +¥ Ç = . 

 Έστω G μία παράγουσα της f στο Δ, οπότε: 

( ) ( ) 2G t f t 9 t ημt¢ = = - ⋅ ,  t Δ" Î . 
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 Έτσι, έχουμε στο Ι: 
x

1

F(x) f(t)dt G( x) G(1)= = -ò . 

 Συνεπώς, έχουμε στο Ι: 

( ) ( )( ) I 9 x
F x G x x 9 x ημ x ημ x

2 x 2 x

-¢¢ ¢= = - ⋅ ⋅ = ⋅ . 

 Εξετάζουμε τώρα τη (δεξιά) παράγωγο στο 0. Έχουμε: 

x 0

F(x) F(0)
F (0) lim

x 0++


-¢ =
-

 (μορφή 
0

0
) 

( ) ( )( )

( )x 0

F x F 0
lim

x
+

¢-
= =

¢
 

x 0

9 x ημ x 3
lim

2 2x+

æ ö- ÷ç ÷= ⋅ç ÷ç ÷÷çè ø
= . 

 Συμπεραίνουμε ότι: 
 

αν  0 x 9< £

( )

9 x
ημ x ,

2 x
F x

3
     ,

2

ìï -ï ⋅ïïïï¢ = íïïïïïïî

 

αν  x 0=

 
Παράδειγμα 3.  Να βρείτε το σύνολο ορισμού και την παράγωγο 

της συνάρτησης: 
x 2

t

1

x 1

F(x) e ln t dt
-

-

= ò . 

Λύση: 

Σύνολο ορισμού. Η συνάρτηση ( ) tf t e ln t=  είναι ορισμένη και συνεχής στο 

σύνολο: 

( ) (A ,0 0,= -¥ È +¥) ( ))(
+–

8 8

0

 . 

 Η συνάρτηση  είναι ορισμένη στο B  και η συνάρτη-

ση  

( )g x x 2= - = 

( )
1

h x
x 1

=
-

 είναι ορισμένη στο Γ . Έχουμε:  ( ),1= -¥ È (1,+¥)

)

)

( ) (B Γ ,1 1,Ç = -¥ È +¥ . 

 Ένας αριθμός  ανήκει στο σύνολο ορισμού της συνάρτησης F αν, και 

μόνο αν,  και η συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής στο 

κλειστό διάστημα με άκρα τους αριθμούς h(x) και g(x). Προς τούτο, πρέπει 

x Î 
(x B ΓÎ Ç
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και αρκεί: 

x 1x 1
x 1 x 1

x 2 0x 2 0 ή
x 2 ή x 2 (x 1 ή x 2

11
00 x 1 x 1x 1x 1

æ öì ìï ï ¹¹ ÷çï ï ÷çï ï æ öì ì÷ ¹ ¹ï ïçï ï ÷ ÷çç ï ïï ï ÷ ÷çç ï ï÷- >ï ï ÷- < çç ï ï÷ ÷ï ïï ï ï ïç÷ç ÷ < >  < >ç÷í í í íç ÷÷ ç ÷çï ï ï ï÷ ÷ççï ï ï ï÷ ÷ççï ï ï ï÷ ÷> çç < ÷ç÷ï ï ï ï< >è øç ÷ ï ïî îï ï --ç ÷ï ï ÷çï ïè øï ïî î

)

)

. 

 Άρα, το σύνολο ορισμού της F είναι: . ( ) (FA ,1 2,= -¥ È +¥

 

Παράγωγος. i) Παράγωγος στο   1I ,1 . Οι συναρτήσεις  

και 

( )g x x 2= -

( )
1

h x
x 1

=
-

 είναι ορισμένες και παραγωγίσιμες στο  και οι τιμές τους 

ανήκουν στο 

1I

(1 )Δ ,0= -¥ , για κάθε . Έτσι, η F είναι παραγωγίσιμη 

στο . 

1x Î I

1I

 Θεωρούμε ένα αριθμό . Έχουμε για κάθε :  ( ) 1ξ ,0 ΔÎ -¥ = 1x IÎ
1

ξx 2 x 2 x 2x 1

1 1 ξ ξ ξ
x 1 x 1

F(x) f(t)dt f(t)dt f(t)dt f(t)dt f(t)dt.
- - -

- -

= = + = - +ò ò ò ò ò
-

) 0

 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση: 
x

ξ

φ(x) f(t)dt,= ò  , οπότε: . x ( ,0Î -¥ ( ) ( )φ x f x¢ = , ( )x ," Î -¥

 Έτσι, έχουμε στο : 1I

1
F(x) φ φ(x 2).

x 1

æ ö÷ç= - + -÷ç ÷çè ø-
 

 Συνεπώς, έχουμε στο : 1I

 

1 1
F (x) φ φ(x 2)

x 1 x 1

¢æ öæ ö÷ ÷ç ç¢ ¢= - + -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø- - 2

1 1
f f(x

x 1(x 1)

æ ö÷ç= +÷ç ÷çè ø--
2)-  

     
1

x 2x 1
2

1
e ln x 1 e ln x 2

(x 1)
--= - +

-
-

 .

. 

 

ii) Παράγωγος στο  Εργαζόμαστε όμοια και βρίσκουμε τον ίδιο 

τύπο. 

 2I 2,
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5. ΣΧΕΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

Θέμα 1. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση:  
x t

2

1 1

F(x) ω 1 dω dt
æ ö÷ç ÷ç= - ⋅ ÷ç ÷÷çè øò ò . 

α) Να βρείτε το σύνολο ορισμού της F. 
β) Να δείξετε ότι η F είναι γνησίως μονότονη και κυρτή. 

 
Λύση:  

α) Θεωρούμε τη συνάρτηση: 
t

2

1

f(t) ω 1 dω= - ⋅ò . 

 Επειδή η συνάρτηση: 2φ(ω) ω 1   είναι ορισμένη και συνεχής στο σύνο-

λο: , ( , 1] [1, )   
 βρίσκουμε εύκολα ότι 

το σύνολο ορισμού 

της f είναι: . Στο σύνολο αυτό η f είναι παραγωγίσιμη με Α [1, ) 
2f (t) t 1.= -

 

¢  

 
 Έτσι, η f είναι συνεχής στο Α και, όπως βρίσκουμε εύκολα, το σύνολο ορι-

σμού της συνάρτησης: 
x

1

F(x) f(t)dt= ò    είναι το  [ )A 1,= +¥ . 

 

β) Για κάθε , έχουμε: x AÎ

 
x x

2

1 1

F (x) f(x) ω 1 dω φ(ω)dω¢ = = - ⋅ =ò ò   και  2F (x) f (x) x 1¢¢ ¢= = - . 

 Η F στο [1,  ) είναι συνεχής (αφού εκεί είναι παραγωγίσιμη). Έστω ένας 

αριθμός ( ),Î +¥ . Για κάθε x 1 [ )ω 1,xÎ , ισχύει ( ) 2φ ω ω 1 0= - ³ , με το 

= μόνο αν ω = 1. Άρα, ισχύει:  
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x

1

φ(ω)dω 0>ò  και τούτο για κάθε . ( )x 1,Î +¥

 Συνεπώς: , για κάθε  και άρα η F είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο 

( )F x 0¢ > x (1, )Î +¥

[ )¥A 1,= + . 

 Η F στο [1, )+¥  είναι συνεχής και για κάθε )Î +¥  ισχύει: x (1,

2f (x) x 1 0= - >¢¢ .  

 Άρα, η F είναι κυρτή στο Α [1, )= +¥ . 

 

Θέμα 2 

 Έστω η συνάρτηση: 
ημx

2
συνx

1
F(x) dt.

1 t-

=
-

ò  

α) Να βρείτε το σύνολο ορισμού της F. 
β) Να δείξετε ότι η F είναι σταθερή σε κάθε διάστημα Ι του , στο οποίο 

είναι ορισμένη και ισχύει: ημ . 


2x 0>

 
Λύση:   

α) Η συνάρτηση:  
2

1
f(t)

1 t
=

-
 

 είναι ορισμένη και συνεχής στο διάστημα (–1, 1).  
 Ένας αριθμός  ανήκει στο σύνολο ορισμού της F αν, και μόνο αν: x Î 

1 ημx 1 1 ημx 1 κπ
x ,κ

21 συνx 1 1 συνx 1

ì ì- < < - < - <ï ï æ öï ï ÷ç  ¹í í ÷ç ÷çï ï è ø- < - < - < <ï ïî î
Î . 

 Άρα, το σύνολο ορισμού της F είναι: { }f

κπ
A κ

2
= - Î  . 

 
β) Έστω G μία παράγουσα της f στο (–1,1), οπότε: 

( ) ( ) ( )
2

1
G t f t , t 1,1

1 t
¢ = = " Î -

-
. 

 Έτσι, για κάθε , έχουμε: x Î I

( ) ( ) ( )F x G ημx G συνx= - - , οπότε έχουμε στο Ι: 

( ) ( )( ) ( )( )F x G ημx ημx G συνx συνx ...¢ ¢¢ ¢ ¢= - - - = =
συνx ημx

0
συνx ημx

- = ,  
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 γιατί , αφού .  ημx συνx>0⋅ ημ2x 0>

 Άρα, η F στο Ι είναι σταθερή. 
 

Θέμα 3 

 Δίνεται μία συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη και συνεχής στο . 
Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης: 



1
2

0

F(x) x t f(tx)dt= ⋅ò . 

Λύση:  

 Έχουμε, για κάθε : x
1

0

F(x) (xt)f(xt) xdt.= ⋅ò  

 Θέτουμε: , οπότε d . Για t  έχουμε  και για 

, έχουμε . Έτσι, έχουμε: 

ω xt=

2ω

ω xdt= 0= 1ω 0=

t = 1 x=
x

0

F(x) ωf(ω)dω= ò  και άρα: F ( . x) xf(x)¢ =

Θέμα 4 

 Δίνεται μία συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη και συνεχής στο . 
Επίσης, δίνονται δύο αριθμοί α, β Î . Να βρείτε την παράγωγο της 

συνάρτησης: 




β

α

F(x) f(x t)dt.= -ò  

Λύση:  

 Θέτουμε: , οπότε . Με  έχουμε:  και 

με , έχουμε: . Έτσι, έχουμε: 

ω x t= -

2ω

dω dt= -

β-

t α= 1ω x α= -

t β= x=
x β x α

x α x β

F(x) f(ω)dω f(ω)dω
- -

- -

= - =ò ò . 

 Έστω G μία παράγουσα της f στο , οπότε: 
( ) ( )G ω f ω , ω¢ = " Î  . 

 Έτσι, έχουμε: 

[ ]x α

x β
F(x) G(ω) G(x α) G(x β).-

-= = - - -  

 Συνεπώς: 
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 . ( ) ( )( ) ( )(F x G x α x α G x β x β¢ ¢¢ ¢= - - - - - ) ( ) (f x α f x β= - - - )

 
 
Θέμα 5 

 Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων: 

α) 
2

1

ημ(tx)
F(x) dt,  x (0, )

t
= Îò +¥ . β) 

2x

x

ημ(xt)
F(x) dt,  x (0, )

t
= Îò +¥ . 

 
Λύση:  

α) Έστω ένας αριθμός x>0. Θέτουμε ω = xt, oπότε dω = xdt. Για t = 1 έχουμε 

 και για t 2  έχουμε . Έτσι, στο (0, +1ω x= = 2ω 2x=  ) έχουμε: 

2x 2x 1 2x

x x x 1

ημω dω ημω ημω ημω
F(x) dω dω dω

ω x ω ω ω
x

= ⋅ = = +ò ò ò ò =  

    
2x x

1 1

ημω ημω
dω dω

ω ω
= -ò ò . 

 Άρα, στο , έχουμε: (0, )+¥

( ) ( )
ημ2x ημx ημ2x ημx

F x 2x
2x x x

-¢¢ = - = . 

 
β) Όμοια με x>0 θέτουμε ω = xt και βρίσκουμε ότι: 

3

2

x

x

ημω
F(x) dω

ω
= ò ,  και μετά ότι  

3 23ημx 2ημx
F (x)

x

-¢ = . 

 
Θέμα 6 

 Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις , για τις οποίες για κάθε 
 ισχύει: 

f :  
x Î 

x x
2

0 1

3 f(t)dt f(t)dt 2x 2x 1.
-

- = + +ò ò   (1) 

Λύση:  

 Έστω ότι μία συνάρτηση f πληροί τις δοσμένες συνθήκες. Από την (1) πα-
ραγωγίζοντας, έχουμε για κάθε : x Î 

( ) ( )( ) ( ) ( )3f x f x x 4x 2 3f x f x 4x 2¢- - - = +  + - = +  (2). 
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 Θέτοντας στη (2) όπου x το –x βρίσκουμε ότι για κάθε  ισχύει: x Î 

( ) ( )3f x f x 4x 2- + = - + .  (3) 

 Από τις (2) και (3) (απαλείφοντας το f(– x)), βρίσκουμε ότι: 

( )
1

f x 2x , x
2

= + " Î  .   (4) 

Αντιστρόφως. Όπως βρίσκουμε εύκολα η συνάρτηση (4) δεν πληροί την ισό-
τητα (1) και άρα τέτοια συνάρτηση f δεν υπάρχει. 

 

Σημείωση. Αν το δεύτερο μέλος της (1) ήταν: 2 3
2x 2x

2
+ + , τότε θα υπήρχε 

μία μοναδική ζητούμενη συνάρτηση, η (4). 
 

 Παρατηρείστε ότι από την (1) (ακόμα και αν το δεύτερο μέλος ήταν αυτό 
που είπαμε) δεν μπορούμε να βρούμε μία αρχική συνθήκη για την f. 

 
Θέμα 7 

 Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις , για τις οποίες ι-

σχύουν:  και  

f : [0, )+¥  

f(1) 1=

( ) ( )
1

0

1
f tx dt f x , x (0, )

4
= " Î +ò ¥

0: 

.  (1) 

Λύση:  

 Έστω ότι μια συνάρτηση  πληροί τις δοσμένες συνθήκες. 

Θεωρούμε ένα αριθμό x > 0 και θέτουμε: ω = tx, οπότε dω = xdt. Για t = 0 
έχουμε ω

f : [0, )+¥  

1 = 0 και για t = 1 έχουμε: ω2 = x. Από την (1) έχουμε για κάθε x > 

( ) ( ) ( ) ( )
1 x

0 0
4 4

ν τελευταία ισότητα βρίσκουμ

x x
xf tx dt f x f ω dω f x=  = ⋅ò ò . 

 Από τη ε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

και (παραγωγίζοντας) ότι:  ( )0,+¥  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )3 2

6

x f x 3x f x
4f x f x xf x xf x 3f x 0 0

x

¢ -¢ ¢= +  - =  =  

( )
3x

ç ÷÷çè ø
f x

0
¢æ ö÷ç =÷ 

( )
( ) ( ) 3

3x

f x
c c f x c x= Î  = ⋅ . 

(1) = 1, βρίσκουμε ότι c = 1 κ .   Επειδή f αι άρα: f( 3x) x , x 0= >
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 Επειδή 3

x 0 x 0
f(0) lim f(x) lim x 0,

+ + 
= = =  έχουμε: 3f(x) x , x [0, )= Î +¥   (2). 

ιστρόφως. Όπως βρίσκουμε εύκολα, η συνάρτΑντ ηση (2) πληροί τις δοσμένες 
συνθήκες και άρα είναι η μοναδική ζητούμενη.  

έμ

 
 
Θ α 8 

 είτε τ ίς συναρτήσειςΝα βρ ις συνεχε    f : (0, ) , για τις οποίες για 

κάθε ισχύει:  x 0  

( )
2x2

x

x 1 2 t
f x f dt

2 t x

æ ö- ÷ç= + ÷ç ÷çè øò .  (1) 

 πληρ οσμένες ες. 

ε ένα α  >

Λύση:  

Έστω ότι μία συνάρτηση f : (0, )+¥   οί τις δ συνθήκ 

 0 κα
t 1

ω
x

=  οπότε dω dt
x

= . Με  Θεωρούμ ριθμό x ι θέτουμε: 

t = x έχουμε και με έχουμε ω2 = x. Έτσι, από την (1) έπ αι:  1ω 1=   2t x=  ετ

( ) ( )
x x2 2x 1 1 x 1 f(ω)- -

 Από την α ισότητα προκύπτει ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 

και ότι:  

1 1

f x 2 f(ω) xdω f x 2 dω
2 ωx 2 ω

= + ⋅  = +ò ò . 

 τελευταί

( )0,+¥  

2 2f(x)
f (x) x 2 xf (x) x 2f(x) xf (x) 2f(x) x

x
¢ ¢ ¢= +  = +  - =  

3x f (x) 2xf(x) x2 ¢ - = 
2

4 2

x f (x) 2xf(x) 1 f(x)
(lnx)

xx x

¢¢ æ ö- ÷ç ¢=  = ÷ç ÷çè ø
 

( ) 2 2
2

f(x)
ln c f(x) x lnx cx

x
= + Î  = + . x c

 Από την (1) έχουμε: οπότε βρίσ  :  

ντ επαληθεύει τις δο-
ες συνθήκες και άρα είναι η μοναδική ζητούμενη. 

έμ

f(1) 0= , κουμε ότι: c = 0 και άρα

2f(x) x lnx, x (0, )= Î +¥ .  (2) 

ιστρόφως. Όπως βρίσκουμε εύκολα, η συνάρτηση (2) Α
σμέν

 
Θ α 9 

 είτε τ ίς συναρτήσειςΝα βρ ις συνεχε    f : (0, ) , για τις οποίες για 

κάθε ισχύει:  x 0  
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( )
1

2

x

1 x
f x 2lnx f dt

tt

æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè øò .  (1) 

Λύσ

 Έστω ότι μία συνάρτηση πληροί τις δοσμένες συνθήκες. 

ούμε ένα αριθμό x >

η:  

f : (0, )+¥    

 0 και θέτουμε: 
x

ω
t

= , οπότε 
2

1
dω xdt

t
= -Θεωρ .  

 = x έχουμε και με έχουμε ω2 = x. Έτσι,  τη  έπε-

ται:  

  

 Με t από ν (1) 1ω 1=   t 1=  

( )
x x

1 1

1 1
lnx f(ω)dω+       (2) f x 2lnx f(ω)dω f(x) 2

x x
= +  =ò ò

 Από τη (2) έπεται ότι η f είναι παραγωγίσμη στο και έτσι, από την 

(3) (παραγωγίζοντας) έπεται ότι: 

x

1

xf(x) 2x lnx f(ω)dω = + ò .    (3) 

 (0, )+¥  

( )
2 2lnx

f x xf (x) 2lnx 2 f(x) f (x)
x x

¢ ¢+ = + +  = +  

2 2lnx 1
f(x) dx 2 dx 2 (lnx) lnx dx

x x x
÷ç ¢ = + = + =÷ç ÷çè øò ò ò  

æ ö

 Από την (1) έχουμε: f(1) = 0, οπότε ρίσκουμε ότι c = 0 και άρα:  

ντιστρόφως. Όπως βρίσκουμε εύκολα, η συνάρτηση (4) επαληθεύει τις δο-
 συνθήκες και άρα είναι η μοναδική ζητούμενη. 

Θέμα 10 

22lnx ln x c (c= + + )Î  . 

β

( ) 2f x 2lnx ln x, x (0, )= + Î +¥ .  (4) 

 

Α
σμένες

 

 Δίνεται ένας αριθμός α > 0. Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις 

για τις οποίες για κάθε ιf :   ,  x Î   ισχύε : 

x

α
2 αt( )

0

f x 3αx αt)dt= + - .        (1) 

Έστω ότι μία τηση f   πλη δοσμένες συνθήκες. Θεω-

α e f(x-ò

Λύση:  

  συνάρ ροί τις : 
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ρούμε ένα αριθμό Θέτουμε: οπότε Με  

t = 0 έχουμε

x Î  . 

 και με 

ω x αt= - , dω αdt- . =

 1ω x=
x

t
α

=  έχου Έτσι, απ :  

  

 Από την (2) ναι παραγω Έτσι
(παραγωγίζο :  

  =

(4) 

φως.  εύκολα,  (4) -

 
Θέμα 11 

με 2ω 0= . 

x 23αx e- -= +

x ω

0

e f(ω)dω+ ò .  

γίσιμη στο 

3αx =

.  

η συνάρτηση

ό την (1) έπεται

( )dω  (2) 

 (3) 

, απ την (3) 

+ . 

 0 και άρα:  

επαληθεύει τις δο

( )
0 x

ωf x 3α ( )dω f(x) e f ωò ò2= -

έπεται 
ντας), 

f(x) =

Όπως 

ωx e f ω

ότι η f εί
έχουμε

(6αò

( )f x

βρίσκουμε

x

x 0

x
xe f(x) 3 = 2αx e

 . ό 

x x x 2 x x 2e f(x) e f (x) 6αxe 3αx e e f(x) f (x) 6αx 3αx¢ ¢+ = + +  = +  

2x 3αx )dx+ 2 3f(x) αx c+

Από την (1) με x = 0 έχουμε f(0) = 0, οπότε βρίσκουμε c
2 33αx αx= +

Αντιστρό
σμένες συνθήκες και άρα είναι η μοναδική ζητούμενη.  

 Θεωρούμε  > 0 και μία  f ορισ -

γωγίσιμη στ α] με

έναν αρ

ο διάσ

ιθμό α

τημα [0, 

 συνάρτηση μένη και παρα

 f(0) 0  και  f (x) 0 , 

για κάθε

για κάθε 

 x 0,α .  x 0,α  ισχύε

Αν μία συνάρ
τημα Δ, τότε

 στο διάστημα
αυτό και μάλι

Να δείξετε ότι  ι:  

f (x )x
1

0

f(t)dt f (t)dt xf(x)-+ =ò ò . (1) 
0

 Θεωρούμε πρόταση: « τηση ίως 
τονη ’ ένα διάσ  η αν  f–1 

 
Λύσ

ς αύξουσα  [0, α], και 
συνεπώς  διάστημα στα η  f–1 

είναι συνεχή

γνωστή
και συ

αντιστρέ

ς στο 

 την 
νεχής σ

φεται στο

( )

 f είναι γνησ
τίστροφή της

 άρα είναι 1-1 
αντίστροφή της

μονό
είναι συνεχής στο f(Δ)». 

η:  

 Η συνάρτηση f είναι γνησίω

[ ] [ ]f [0,α

F(x)

] f(0),f(α) 0,f(α)= = . 

1f (t)dt xf(- -

 Θεωρούμε τη συνάρτηση: 
f (x)x

0 0

f(t)dt x).= +ò ò  

 Η F είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [0, α] με: 
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1x) f (f(x)) f (x-+ ⋅F (x) f( ) f(x) xf (x)¢ ¢ ¢= - -  

f(x) f(x) xf (x) 0¢= - = . xf (x)¢+ -

 Άρα F(x) c= , για κάθε και επειδή F(0) = 0, έπεται ότι c = 

γι

Θέμα 12 

 x [0,α] (c )Î Î   

0. Άρα F(x) = 0, για κάθε x [0,α]Î . Έτσι, η (1) ισχύει α κάθε x [0,α]Î . 

 Μία συνάρτηση f είναι ορισμένη και συνεχής στο και η συνάρτηση: 

 Προς τούτο θεωρήστε τη συνάρτηση:  

. 

Λύσ

 Η συνάρτηση F είναι προφανώς ορισμένη στο Η g είναι ορισμένη και 

παραγωγίσιμη στο με: 

=

Λόγω αυτού και επειδή έχουμε: 

 

 ότι η ει μέγι-

στο, ίσο με .  

 Έτσι, για κάθε έχουμε: και επειδή έχουμε: 

= . 

   
x

F(x) f(x) f(t)d= ò
0

 είναι φθίνουσα. Να δείξετε ότι: 

t  

f(x) 0, x= " Î  . 

2x

g(x) f(t)dt
æ ö÷ç ÷ç=

0

÷ç ÷÷çè øò
η:  

 . 

   

x x

(x) 2 f(t)dt f(t)dt
¢æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷¢ ç ç= ÷ ÷ò ò

x

0 0 0

g 2f(x) f(t)dt 2F(x).=ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øè ø ò  

 Άρα 

 

g¢   .  g (0) 2F(0) 0, με x¢ = = Î  , 

x 0 g (x) g (0) 0 g (x) 0¢ ¢ ¢£  ³ =  ³

 

 και  

x 0 g ( 0)¢ ¢³  =x) g ( 0 g (x) 0¢£  £ . 

 Συμπεραίνουμε  g στο 0 έχ

 g(0) 0=

 x Î   g(x) 0£   g(x) 0³ , 

2x x
2f(t)dt 0 f(t) t 0

æ ö÷ç ÷ =  =÷÷÷ø ò
0 0

g(x) 0 ç=  ççèò
x

0

f(t)dt 0 f(x) 0
¢æ ö÷ç ÷ç = ÷ç ÷÷çè øòd
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Ομογενείς Διοφαντι-
κές 

Εξισώσεις 2ου βαθμού 
 

 Δεργιαδές Νίκος 
 Μαθηματικός, Θεσσαλονίκη 
 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ ΣΥΝΤΑΚΤΗ  Ν. ΙΩΣΗΦΙΔΗ 
Με αφορμή την πρόταση του Λεων. Ιωσηφίδη που δημοσιεύουμε στις σελίδες 
172-175 του παρόντος τεύχους, μας δημιουργήθηκε το ερώτημα: Μήπως η ίδια 
μέθοδος που χρησιμοποίησε ο Λ. Ιωσηφίδης για την απόδειξη της πρότασής 
του μπορεί να εφαρμοστεί και για το επόμενο πρόβλημα: 
 
Υπάρχει τρίγωνο με ακέραιες πλευρές και ακέραιες διαμέσους; 
 
Η ίδια μέθοδος δεν απέδωσε στη λύση του προβλήματος αυτού. Έτσι δοκιμά-
σαμε να βρούμε τρίγωνα με ακέραιες πλευρές και διαμέσους με άλλους τρό-
πους. Οι δοκιμές έγιναν με τη βοήθεια του γνωστού προγράμματος Excel της 
Microsoft. 
Για όσους γνωρίζουν σχετικά: 
Ζητήσαμε από το πρόγραμμα να μας γράφει τυχαίους φυσικούς αριθμούς μέσα 
σε όρια που εμείς καθορίσαμε (με τη βοήθεια των συναρτήσεων RAND και 
ROUND) σε τρεις στήλες A, B, C και εφόσον οι αριθμοί αυτοί πληρούν την τρι-
γωνική ανισότητα να μας υπολογίζει τις διαμέσους μα, μβ, μγ  με τους γνω-
στούς τύπους. Αν και έγιναν πάνω από 50 χιλιάδες δοκιμές, δε βρήκαμε ούτε 
μια περίπτωση που και οι τρεις διάμεσοι ήσαν ακέραιες. Βρήκαμε όμως τρίγω-
να με ακέραιες πλευρές και δύο ακέραιες διαμέσους. 

Το ίδιο πρόβλημα δοκιμάσαμε και με τη γλώσσα προγραμματισμού 
BASIC με τριπλό βρόγχο δίνοντας για τα α, β, γ όλες τις δυνατές τιμές από το 1 
ως το 1000 (δηλ. ένα δισεκατομμύριο δοκιμές). Σταματήσαμε το πρόγραμμα 
στις 600.000.000 δοκιμές όταν δηλαδή το α πήρε όλες τις τιμές από το 1 ως το 
600, ενώ τα β και γ πήραν για κάθε τιμή από το 1 ως το 1000. Και στην περί-
πτωση αυτή το αποτέλεσμα ήταν αρνητικό. 

Κάποια παρατήρηση όμως μας έκανε επίμονους. Η παρατήρηση αυτή 
ήταν ότι αν επιλέγαμε για τα α, β, γ, άρτιες τιμές ώστε γ=α+β (οπότε το τρίγωνο 
εκφυλίζονταν σε ευθ. τμήμα) τότε και οι τρεις διάμεσοι ήσαν ακέραιες όπως 



 ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ 129 

εύκολα μπορεί να αντιληφθεί κανείς αν κάνει ένα  πρόχειρο σχήμα και υπολο-
γίσει τις διαμέσους όχι με τους τύπους, αλλά από το σχήμα. Το ερώτημα λοι-
πόν ήταν: Πως μια ανισότητα (στην προκειμένη περίπτωση η τριγωνική ανισό-
τητα) μπορεί να αποκλείσει να υπάρχουν ακέραιες τιμές που να επαληθεύουν 
και τις τρεις σχέσεις: 
 

2 2 2
α4μ 2β 2γ α= + - 2

2

2

2

 
2 2 2

β4μ 2γ 2α β= + -  
2 2 2

γ4μ 2α 2β γ= + -  

 
που επαληθεύονται από άπειρες άλλες εξάδες τιμών (αν δεν περιοριστούμε σε 
πλευρές τριγώνου); 

Ο συνάδελφος Νίκος Δεργιαδές είχε κάνει στο παρελθόν μια εργασία 
με τίτλο ΤΡΙΓΩΝΑ ΜΕ ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΛΕΥΡΕΣ ΚΑΙ ΑΚΕΡΑΙΟ ΕΜΒΑΔΟ την ο-
ποία και είχαμε υπόψη. 

Θέσαμε λοιπόν στο Νίκο Δεργιαδέ το παραπάνω ερώτημα μαζί με όλες 
τις παρατηρήσεις και ζητήσαμε να ασχοληθεί με το πρόβλημα. Το αποτέλεσμα 
ήταν να μας στείλει μια εργασία του μέσα στην οποία συμπεριλαμβάνει και το 
πρόβλημα που του θέσαμε την οποία και παραθέτουμε αμέσως. 
 
Ακολουθεί το άρθρο του Νίκου Δεργιαδέ 
 
 

Μια σημαντική κατηγορία Διοφαντικών εξισώσεων, δηλαδή εξισώσεων 
με ακέραιες και θετικές λύσεις, που συναντούμε συχνά στην άλγεβρα και στη 
γεωμετρία είναι οι ομογενείς Διοφαντικές εξισώσεις δευτέρου βαθμού. Σημειώ-
νουμε ότι κατά την επίλυση τέτοιων εξισώσεων θα κάνουμε και  χρήση μιγαδι-
κών αριθμών. 

 
Παράδειγμα 1.   

Να βρεθούν όλα τα ορθογώνια τρίγωνα με πλευρές φυσικούς α-
ριθμούς.  

Δηλαδή ζητούμε να λυθεί η εξίσωση  όπου , ,  ακέραιοι α-

ριθμοί.  

2 2x y z+ = x y z
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Πρώτη μέθοδος επίλυσης1.      

Αν 
x

X
z

=  και y
Y

z
=  τότε η αρχική εξίσωση γράφεται  (1) 2 2X Y+ = 1

Παρατηρούμε ότι μία λύση της (1) είναι η , .  X 0= Y 1=

Επειδή ο αριθμός 
X

1 Y-
 είναι ρητός μπορούμε να θέσουμε 

X α

1 Y β
=

-
 (2) 

ή 
X 1 Y

α β

-
=  όπου ,  είναι ακέραιοι.  α β

Αν αντικαταστήσουμε στην (1) το  παίρνουμε την εξίσωση  X

( )22
2

2

α 1 Y
Y

β

-
+ = 1

1

    ή    ( )  (3) 2 2 2 2 2 2α β γ 2α Y α β 0+ - + - =

Επειδή η μία ρίζα  είναι ρητή, ρητή θα είναι και η άλλη της ρίζα, η οποία 

από τον τύπο του Vieta θα είναι 

Y =
2 2

2

α β
Y

α β

-
=

+ 2
 οπότε από την (2) παίρνουμε 

2

2αβ
X

α β
=

+ 2
    ή   

2 2 2

x y z

2αβ α β α β
= =

- + 2
. 

Δηλαδή μία λύση είναι η       x 2αβ= 2 2y α β= -        (4) 2z α β= + 2

όπου οι φυσικοί ,  επιλέγονται τυχαία. H πλήρης λύση της (1) είναι η α β

κ
x 2αβ

Δ
=   2 2 κ

y α β
Δ

= -   2 2 κz α β
Δ

= +  

όπου o Δ  είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των  ( 2 ,αβ 2 2α β- , ) και 

 τυχαίος φυσικός . 

2α β+ 2

κ

για , β  βρίσκουμε από τις (4) , , . α 2= 1= x 4= y 3= z 5=

 
Δεύτερη μέθοδος επίλυσης2. 

Στους ίδιους τύπους (4) καταλήγουμε πιο σύντομα αν εκμεταλλευτούμε την ι-
διότητα του μέτρου μιγαδικού αριθμού. 

Αν 2 2z w w= =  όπου  τότε   w α βi= +

2 2 2 2 2 2 2 2z α β (α βi) α β 2αβi (α β ) (2αβ)= + = + = - + = - + 2

                                                

 

δηλαδή  και συνεπώς μπορούμε να πάρουμε τους τύ-

πους (4). 

( ) ( )
2 22 2 2z α β 2αβ= - +

 
1 Αναφέρεται στο βιβλίο του Τόγκα δείτε στην βιβλιογραφία. 
2 Δίνεται από τον Murray Klamkin, δείτε στην βιβλιογραφία. 
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Παράδειγμα 2.   
Να βρεθούν τρεις φυσικοί αριθμοί των οποίων τα τετράγωνα σχη-
ματίζουν αριθμητική πρόοδο. 

 
Επίλυση 

Αν x , ,  είναι οι τρεις ζητούμενοι αριθμοί, τότε . y z 2 2x z 2y+ = 2

Αν 2 2y w α β= = + 2  όπου , τότε επειδή ο 1 i  έχει μέτρο w α βi= + + 2  

θα έχουμε  2 2 2 21 i w (1 i)w (1 i)(α β 2αβi)+ = + = + - +  

δηλαδή    2 2 2 22y (α β 2αβ) (α β 2αβ)i= - - + - +     ή    

   ( ) (2 22 2 2 2 22y α β 2αβ α β 2αβ= - - + - + )

2

2

2

οπότε βρίσκουμε τη λύση 
2 2x α β 2αβ= - - , , , 2 2y α β= + 2 2z α β 2αβ= - +

όπου , β  είναι τυχαίοι φυσικοί.  α

π.χ. για α , β  βρίσκουμε , , . 3= 1= x 2= y 10= z 14=

 
Παράδειγμα 3.   

Να βρεθούν δύο Πυθαγόρεια ορθογώνια τρίγωνα με την ίδια υπο-
τείνουσα. 

 
Δηλαδή ζητούμε τη λύση του παρακάτω Διοφαντικού συστήματος 

2 2 2 2x y z w t+ = + =  όπου x , , , ,  είναι ακέραιοι αριθμοί. y z w t

Από τα προηγούμενα είναι φανερό ότι πρέπει να έχουμε 
2x 2αβ=     και 2 2y α β= - z 2γδ= 2w γ δ= -

2 2 2t α β γ δ= + = +  (5) 

Αν θέσουμε στην (5) 
α

A
δ

= , 
β

B
δ

= , 
γ

Γ
δ

=  παίρνουμε την εξίσωση  

 
2 2 2A B Γ 1+ + =  (6) 

η οποία έχει προφανή λύση , B 1.  A Γ 0= = =

Άρα θέτοντας                           
A B 1 Γ

a b

-
= =

c
   (7) 

και αντικαθιστώντας τα A , Γ  συναρτήσει του B  στην (6) παίρνουμε την  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2a b c B 2 a c B a b c 0+ - - - + - - = , 
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η οποία εκτός από την B  έχει ρίζα και την 1=
2 2 2

2 2

a b c
B

a b c

- -
=

+ - 2
 

Με αντικατάσταση στην (7)  βρίσκουμε τα A , Γ  και συνεπώς καταλήγουμε 
όπως και προηγουμένως (4)  στις σχέσεις: 

α 2ab= , , ,  2 2 2β a b c= - - γ 2bc= - 2 2δ a b c= + - 2

από τις οποίες για τυχαίους φυσικούς , b , c  υπολογίζουμε  a

τoυς θετικούς φυσικούς x , , , ,  ως y z w t

x 2 αβ= , 2 2y α β= - , z 2 γδ= , 2 2w γ δ= - ,  2 2t α β= +

προσέχοντας να μη έχουμε x z    ή   . = x w=
 
 
Παραδείγματα:   

Αν  βάλουμε , ,  παίρνουμε  a 1= b 2= c = 2 2

2

2

2 2 2 256 33 16 63 65+ = + =

Αν  βάλουμε , , c  παίρνουμε  a 1= 1 b 13= 17=
2 2 2 2192764 31773 884 135363 195365+ = + = . 

Αν θα θέλαμε να έχουμε 4 ορθογώνια τρίγωνα με ακέραιες πλευρές και την ίδια 
υποτείνουσα και να λύσουμε το πρόβλημα στη γενική του μορφή , τότε θα εί-
χαμε εμπλακεί σε πολύπλοκους υπολογισμούς. Ο Διόφαντος που δεν ενδιαφε-
ρόταν για γενικές λύσεις αλλά για μία λύση με έξυπνο και πρακτικό τρόπο το 
αντιμετωπίζει στο παρακάτω πρόβλημα, τα οποίο βρίσκεται στο βιβλίο Γ΄ των 
Αριθμητικών του Διοφάντου πρόβλημα ιβ και το οποίο στην αρχαιοελληνική 
του διατύπωση δίνεται στο τέλος του κειμένου: 
 

Να βρεθούν τέσσαρες θετικοί ακέραιοι αριθμοί ώστε στο τετράγω-
νο του αθροίσματος αυτών αν προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε καθέ-
να από αυτούς να παίρνουμε τετράγωνο ακεραίου. 

 
Επειδή σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο αν στο τετράγωνο της υποτείνουσας προ-
σθέσουμε ή αφαιρέσουμε το διπλάσιο γινόμενο των κάθετων πλευρών παίρ-
νουμε τέλειο τετράγωνο, 

 
ΣΧΟΛΙΟ: Εδώ βλέπουμε ότι ο Διόφαντος χρησιμοποιώντας το Πυθαγόρειο 

θεώρημα   2 2x y z+ =

και τις ταυτότητες ,  

συμπεραίνει ότι οι αριθμοί ,  είναι τετράγωνοι. 

( )22 2x y 2xy x y+ + = +
2z 2xy+ 2z -

( )22 2x y 2xy x y+ - = -

2xy
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Ζητώ πρώτα τέσσερα τρίγωνα ορθογώνια που έχουν ίσες υποτείνουσες, το ίδιο 
όμως είναι ένα τετράγωνο αριθμό να τον χωρίσουμε σε δύο τετραγώνους με 
τέσσερις τρόπους, και μάθαμε τον δοθέντα τετράγωνο να τον χωρίζουμε σε 
δύο τετραγώνους με άπειρους τρόπους. 

Ας πάρουμε λοιπόν δύο ορθογώνια τρίγωνα με τις μικρότερες πλευρές, 

δηλαδή , , , ,  και πολλαπλασίασε κάθε μία από αυτές επί την 

υποτείνουσα του άλλου, και θα είναι το πρώτο τρίγωνο , 52 , , το δε δεύ-

τερο , 60 , 65 . Και είναι ορθογώνια με ίσες υποτείνουσες.  

3 4 5 5- 12 13

39 65

25

 

ΣΧΟΛΙΟ: Εδώ ο Διόφαντος γνωρίζει ότι και η υποτείνουσα  είναι 

άθροισμα τετραγώνων και το ίδιο και η υποτείνουσα . 

Δηλαδή γνωρίζει το συμπέρασμα των τύπων (4) του παραδείγματος 
1 για την υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου με ακέραιες πλευ-
ρές και γι’ αυτόν τον λόγο συνεχίζει ως εξής: 

25 2 1= +

13 3=

2

2

)

)

2

2 22+

 
Προσέτι δε φυσικώς ο 65 χωρίζεται κατά δύο τρόπους σε τετραγώνους και ως 

 αλλά και ως . Αυτό όμως συμβαίνει επειδή ο  δίνεται σαν 

γινόμενο του 13  και του . 

16 49+ 64 1+

5

65

 
ΣΧΟΛΙΟ: Εδώ ο Διόφαντος γνωρίζει ένα συμπέρασμα ανάλογο της ταυτότητας 

του Lagrange. Ότι αν δύο αριθμοί είναι ο καθένας άθροισμα δύο τε-
τραγώνων τότε και το γινόμενό τους είναι άθροισμα δύο τετραγώνων, 
και μάλιστα κατά δύο τρόπους δηλαδή αν ισχύει  

2 2x a b= + ,  τότε   2y c d= +

( )( ) ( ) (2 22 2 2 2xy a b c d ac bd ad bc= + + = + + -  

( )( ) ( ) (2 22 2 2 2xy a b d c ad bc ac bd= + + = + + -  

όπου , , , στο παράδειγμα που χρησιμοποι-

εί ο Διόφαντος. 

a 2= b 1= c 3= d =

 

Τώρα αυτών και του  και του  παίρνω τις ρίζες που είναι  και  και 

σχηματίζω το ορθογώνιο τρίγωνο από τους δύο αυτούς αριθμούς και του  και 

του  το οποίο έχει πλευρές , , . Επίσης παίρνω τις τετραγωνικές 

ρίζες και του  και του , οι οποίες είναι 8 και 1 και σχηματίζω από αυτές το 

ορθογώνιο τρίγωνο του οποίου οι πλευρές είναι 16 , , . Προκύπτουν τέσ-

σαρα ορθογώνια τρίγωνα που έχουν ίσες υποτείνουσες.  

49 16

56

7 4

7

4 33 65

64 1

63 65

 
 



134 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

ΣΧΟΛΙΟ: Επειδή  ,  2 25 2 1= + 2 213 3 2= +

και   ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 265 13 2 1 5 3 2 7 4 8 1= + = + = + = +

ο Διόφαντος χρησιμοποιώντας τους τύπους (4) του παραδείγ-

ματος 1 βρίσκει ως αποτέλεσμα    
 

2 2 2 252 39 60 25+ = + =
2

z

)

)

)

2 2 2 256 33 16 63 65= + = + =
αυτό το οποίο ως μερική γενική λύση θα μπορούσε να γραφεί 
ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4x y x y x y x y+ = + = + = + =  

όπου 

( )2 2
1x 2ab c d= + ,   ( )(2 2 2 2

1y a b c d= - +

( )2 2
2x 2cd a b= + ,    ( )(2 2 2 2

2y c d a b= - +

( )(3x 2 ad bc ac bd= + - ) ( ) ( )2 2
3y ad bc ac bd= - - -,  

( )(4x 2 ac bd ad bc= + - ) ( ) (2 2
4y ad bc ad bc= + - -,  

όπου , b 1, , . a 2= = c 3= d 2=
 

Επανερχόμενος λοιπόν στο εξ αρχής πρόβλημα θέτω το άθροισμα των ζητου-

μένων τεσσάρων αριθμών , έκαστον δε τούτων των τεσσάρων τόσα 

όσα είναι το τετραπλάσιον του εμβαδού εκάστου τριγώνου, το μεν πρώτον 

, τον δε δεύτερον , τον δε τρίτον , και ακόμη τον τέταρ-

τον .  

65x

2000x

2x  

24056x

2016

3 23696x
2x

Και είναι το άθροισμα των τεσσάρων αριθμών  από την οποία 212768x 65x=

65
x

12768
= . Στα δεδομένα μας, θα είναι ο μεν πρώτος  (1  μυ-

ριάδες και  μονάδες) ο δε δεύτερος  με το ίδιο μόριο (κλασμα-

τική μονάδα), ο δε τρίτος  με το ίδιο μόριο, ο δε τέταρτος  

με το ίδιο μόριο, το δε μόριο είναι (η κλασματική μονάδα του)  (1 

μυριάδες μυριάδων, 630  μυριάδες και 1824  μονάδες). 

17.136.6

75.000

00

163

713

8.517.600

.021.824

6600 12.6

15615600

2

 
Παράδειγμα 5.   

Να βρεθεί τρίγωνο με πλευρές και διαμέσους φυσικούς αριθμούς. 
 

Αν , β ,  είναι οι πλευρές του τριγώνου, τότε για να είναι η διάμεσος  φυ-

σικός αριθμός θα πρέπει να λύσουμε τη Διοφαντική εξίσωση  

α γ αμ

( )2 2 2 2
α2 β γ α 4μ+ - =  (8) 
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ή αν  θέσουμε  x =
α

α
x

μ
= , 

α

β
y

μ
= , 

α

γ
z

μ
=  να λύσουμε για ρητές λύσεις την 

εξίσωση . (9) ( )2 2 22 y z x 4 0+ - - =

Επειδή μία μερική λύση είναι , ,  μπορούμε να θέσουμε x 0= y 1= z = 1

x y 1 z

k m n

- -
= =

1
.  Λύνοντας ως προς ,  συναρτήσει του x  y z

και αντικαθιστώντας στην (9) βρίσκουμε  x = 
222 22

)(4

nmk

nmk




,  

2 2 2

4k(m n)
x

k 2m 2n

+
=

- -
, 

2 2

2 2 2

k 2n 4mn 2m
z

k 2m 2n

+ + -
=

- -

2

2 2

2

 

και επομένως οι πλευρές του τριγώνου πρέπει να είναι φυσικοί της μορφής 

, ,      ( )α 4k m n= + 2 2β k 2m 4mn 2n= + + - 2 2γ k 2n 4mn 2m= + + -

και η διάμεσος  θα είναι φυσικός της μορφής . αμ
2 2

αμ k 2m 2n= - -

Η διερεύνηση της συνθήκης ώστε να είναι και οι διάμεσοι φυσικοί αριθ-
μοί είναι πρόβλημα δύσκολο επειδή οδηγεί σε πλήρεις Διοφαντικές εξισώσεις 
τετάρτου βαθμού. Το μόνο που μας μένει είναι να εξετάσουμε με τη βοήθεια 

του υπολογιστή για ποιες τιμές των παραμέτρων , ,  οι , ,  είναι 

πλευρές τριγώνου και οι διάμεσοι ,  είναι ακέραιοι αριθμοί. Δίνοντας στα 

, ,  τιμές από 1-200 βρίσκουμε τις παρακάτω λύσεις: 

k m n α β γ

βμ γμ

k m n
 

 

α  β  γ  αμ  βμ  γμ  

952 1190 1218 1106 917 889 
3808 4760 4872 4424 3668 3556 
8568 10710 10962 9954 8253 8001 
15232 19040 19488 17696 14672 14224 
23800 29750 30450 27650 22925 22225 
22440 28050 28710 26070 21615 20955 
89760 112200 114840 104280 86460 83820 

 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ: Προσοχή κάποια στοιχεία στο παρακάτω κείμενο φαίνονται σαν 
τετράγωνα. 

Εὑρεῖν  τέσσαρας  ἀριθμοὺς  ὅπως  ὁ  ἀπὸ  τοῦ  συγκειμένου  ἐκ  τῶν 

τεσσάρων  τετράγωνος,  ἐάν  τε  προσλάβῃ  ἕκαστον,  ἐάν  τε  λείψῃ, 

ποιῇ τετράγωνον.   
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Ἐπεὶ  παντὸς  ὀρθογωνίου  τριγώνου  ὁ  ἀπὸ  τῆς  ὑποτεινούσης 

τετράγωνος, ἐάν τε προσλάβῃ τὸν δὶς ὑπὸ τῶν περὶ τὴν ὀρθήν, ἐάν τε 

λείψῃ, ποιεῖ τετράγωνον, ζητῶ πρότερον τέσσαρα τρίγωνα ὀρθογώνια  

ἴσας ἔχοντα τὰς ὑποτεινούσας∙ τὸ δʹ αὐτό ἐστι τετράγωνόν τινα διελεῖν 

εἰς δύο τετραγώνους τετραχῶς  , καὶ ἐμάθομεν τὸν δοθέντα □ον διελεῖν 

εἰς δύο □ους  ἀπειραχῶς.   

Νῦν  οὖν  ἐκθώμεθα  δύο  τρίγωνα  ὀρθογώνια  ὑπὸ  ἐλαχίστων 

ἀριθμῶν,  οἷον  γ,  δ,  ε∙  ε,  ιβ,  ιγ.  καὶ  πολλαπλασίασον  ἕκαστον  τῶν 

ἐκκειμένων  ἐπὶ  τὴν  ὑποτείνουσαν  τοῦ  ἑτέρου,  καὶ  ἔσται  τὸ  μὲν  αον 

τρίγωνον, λθ, νβ, ξε∙ τὸ δὲ βον κε, ξ, ξε. καὶ ἔστιν ὀρθογώνια ἴσας ἔχοντα 

τὰς  ὑποτεινούσας.  ἔτι  δὲ  φυσικῶς  ὁ  ξε  διαιρεῖται  εἰς  τετραγώνους 

διχῶς, εἴς τε τὸν ιϚ καὶ τὸν μθ, ἀλλὰ μὴν καὶ τὸν ξδ καὶ τὴν Μο. τοῦτο 

δὲ  συμβαίνει  ἐπεὶ  ὁ  ξε  ἀριθμὸς  περιέχεται  ὑπὸ  τοῦ  ιγ  καὶ  τοῦ  ε,  ὧν 

ἕκαστος διαιρεῖται εἰς δύο τετραγώνους. νῦν τῶν ἐκκειμένων, τοῦ τε μθ 

καὶ  τοῦ  ιϚ,  λαμβάνω  τὰς  πλευράς∙  εἰσὶν  δὲ  ζ  καὶ  δ,  καὶ  πλάσσω  τὸ 

τρίγωνον ὀρθογώνιον ἀπὸ ἀριθμῶν δύο τοῦ τε ζ καὶ τοῦ δ καὶ ἔστι λγ, 

νϚ,  ξε.  ὁμοίως καὶ  τοῦ ξδ καὶ  τῆς Μο αἱ πλευραὶ η καὶ α,  καὶ πλάσσω 

πάλιν ἀπʹ αὐτῶν ὀρθογώνιον τρίγωνον οὗ αἱ πλευραὶ ιϚ, ξγ, ξε.   

Καὶ  γίνεται  τέσσαρα  τρίγωνα  ὀρθογώνια  ἴσας  ἔχοντα  τὰς 

ὑποτεινούσας∙  ἐλθὼν  οὖν  ἐπὶ  τὸ  ἐξ  ἀρχῆς  πρόβλημα,  τάσσω  τὸν  μὲν 

συγκείμενον ἐκ τῶν τεσσάρων, жξε, ἕκαστον δὲ τούτων τῶν τεσσάρων, 

ΔΥ τοσούτων  ὅσων ἐστὶ δπλ. τοῦ ἐμβαδοῦ, τὸν μὲν αον ΔΥ ͵δνϚ, τὸν δὲ βον 

ΔΥ ͵γ, τὸν δὲ γον ΔΥ ͵γχϞϚ, καὶ ἔτι τὸν δον ΔΥ ͵βιϚ. καί εἰσιν οἱ τέσσαρες ΔΥ 

ΜαΥ´ Μο    ͵βψξη  ἴσοι жξε, καὶ γίνεται ὁ жμορίου ΜαΥ Μο    ͵βψξη, ξε.  ἐπὶ 

τὰς ὑποστάσεις. ἔσται ὁ μὲν αος  ͵αψιγΜΥ, Μο  ͵Ϛχ ὁ δὲ βος  ͵ασξζΜΥ, Μο  ͵ε 

μορίου τοῦ αὐτοῦ, ὁ δὲ γος    ͵αφξαΜΥ, Μο    ͵ζχ μορίου τοῦ αὐτοῦ, ὁ δὲ δος  

ωναΜΥ Μο  ͵ζχ μορίου τοῦ αὐτοῦ∙ τὸ δὲ μόριον ΜαΜΥ,   ͵ϚτβΜΥ, Μο ͵αωκδ.  
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Μια Γεωμετρική ανα-
φορά 

(Γενίκευση του Θεωρή-
ματος  

του Mac Laurin) 
 

 Λουρίδας Ε. Σωτήρης 
 Μαθηματικός, Αθήνα 
 

 
 

Δεν είναι τυχαίο το γεγονός ότι στους διεθνείς μαθηματικούς διαγωνισμούς 
τα γεωμετρικά θέματα είναι γεγονός. Αυτό έχει την εξήγησή του. Ο ανθρώπινος 
νους έχει τη δυνατότητα να μαθαίνει και ταυτόχρονα να κάνει λογικούς συνδυ-
ασμούς, ώστε να παράγει επιστημονικά συμπεράσματα. Αν κάνουμε μία ανα-
δρομή από την αρχαιότητα έως σήμερα, θα διαπιστώσουμε ότι η συμβολή της 
ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ είναι απόλυτη. Και αυτό, αφού μέσα από την Ευ-
κλείδεια Γεωμετρία συνειδητοποιεί κανείς τις δυνατότητες της διαίσθησης, ως 
επίσης και τη διαδικασία της απόδειξης, αλλά και της διερεύνησης. Ακόμα και 
σήμερα, την εποχή των εφαρμογών και της πληροφορικής, είναι επιτακτική η 
ανάγκη της υψηλής απόδοσης του νου.  

Η ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ, πέρα από τον καθοριστικό της ρόλο στην επι-
στημονική εξέλιξη, αποτελεί διαχρονικά ένα οπτικολογικό σύστημα που βοηθά-
ει την επιστημονική σκέψη να παράγει σε υψηλά επίπεδα απόδοσης. Έστω 
λοιπόν και για “προπονητικούς” λόγους του νου, η ενασχόλησή μας με την ΕΥ-

ΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ είναι αναγκαία. 

Η πλέον στοιχειώδης γεωμετρική έννοια είναι το σημείο. Σε πολλές περι-
πτώσεις ο προσδιορισμός ενός σημείου μπορεί να είναι αποτέλεσμα αυστηρών 
λογικών συνδυασμών και λεπτών χειρισμών γεωμετρικών δεδομένων. Ένα 
από τα προβλήματα που ζητά προσδιορισμό σημείων είναι η γενική μορφή του 
Θεωρήματος του Mac Laurin. 
 
Θεώρημα του Mac Laurin (Γενική μορφή) 

Δίνεται γωνία  ώστε . Έστω ότι στις πλευρές της 

,  κινούνται δύο σημεία 

ˆxOy ˆ0 xOy π 

Ox Oy A ,  αντίστοιχα ώστε B A O , , B O
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κ OA λ OB μ   

λλ

, όπου , ,  θετικοί σταθεροί αριθμοί. Να απο-

δειχθεί ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων  διέρχονται 

από σταθερό σημείο διαφορετικό του . 

, όπου , ,  θετικοί σταθεροί αριθμοί. Να απο-

δειχθεί ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων  διέρχονται 

από σταθερό σημείο διαφορετικό του . 

κ

O

λ

κ

O

λ

λ

Α λ⋅ +

OB⋅

λ

Α λ⋅ +

OB⋅

μ

OB⋅

μ=

μ

OB⋅

μ=

OAB


OAB


O

μ=

O

μ=

Απόδειξη Απόδειξη 

Αρχικά πρέπει να σκεφτούμε ότι ο βασικός τρόπος 
καθορισμού ενός σημείου είναι να δούμε τις ιδιό-
τητες εκείνες που οδηγούν στο γεγονός ότι αυτό 
κινείται σε δύο σταθερές γραμμές, οπότε η τομή 
τους μας το προσδιορίζει. Στην περίπτωσή μας, οι 
ιδιότητες αυτές θα πρέπει να είναι αποτέλεσμα της 
μαθηματικής επεξεργασίας της σχέσης 

Αρχικά πρέπει να σκεφτούμε ότι ο βασικός τρόπος 
καθορισμού ενός σημείου είναι να δούμε τις ιδιό-
τητες εκείνες που οδηγούν στο γεγονός ότι αυτό 
κινείται σε δύο σταθερές γραμμές, οπότε η τομή 
τους μας το προσδιορίζει. Στην περίπτωσή μας, οι 
ιδιότητες αυτές θα πρέπει να είναι αποτέλεσμα της 
μαθηματικής επεξεργασίας της σχέσης 

κκ . . 

  
Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το συντελεστή  (θα 

μπορούσαμε και με το ), με σκοπό να κατασκευάσουμε ένα σταθερό άθροισμα. 

Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το συντελεστή  (θα 

μπορούσαμε και με το ), με σκοπό να κατασκευάσουμε ένα σταθερό άθροισμα. 

κκ

  

Συγκεκριμένα έχουμε: κ   οπότε  Συγκεκριμένα έχουμε: κ   οπότε  OA⋅ +OA⋅ +
λ μ

OA . OB
κ κ

+ ⋅ =

 

λ
α

κ
= , 

μ
β

κ
=   Καλούμε 

 

Οπότε παίρνουμε: OA  όπου , β  θετικές σταθερές. α OB+ ⋅ β=

OA

α

 

Αν λοιπόν προεκτείνουμε το  κατά τμήμα ΑΓ α OB= ⋅  έχουμε  

που είναι σταθερό, άρα και το σημείο Γ  είναι σταθερό. 

OΓ β=

 
Αν σκεφτούμε λίγο (για να χρησιμοποιήσουμε επιτέλους και τον κύκλο) για το 

τυχαίο σημείο  του τόξου M AB  στο οποίο δεν ανήκει το σημείο  έχουμε 

. Αυτό, σε συνδυασμό με το γεγονός ότι 

O

ˆMAΓ MBO= ˆ ΑΓ α OB= ⋅  ή 
ΑΓ

α
OB

=  

σταθερό, μας οδηγεί στη δημιουργία όμοιων τριγώνων. Συγκεκριμένα, ο λόγος 

MA

MB
 μεταφέρεται στο λόγο 1

2

MM

MM
 όπου  και . 1 xMM O^ 2MM Oy^

 

Αυτό προκύπτει από την ομοιότητα των ορθογωνίων τριγώνων  και 1MAM

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2MBM


M

 καθότι . αυτό σημαίνει πως αν θεωρήσουμε από τα σημείο 

 εκείνο (το M ) για το οποίο 

ˆMAΓ MBO= ˆ

1

2

MM
α

MM
=   (1) 

δηλαδή 
MA

α
MB

=  τότε 
AΓ

OB

ˆ

MA

MB
=  που σε συνδυ-

ασμό με την ισότητα  μας δίνει την 

ομοιότητα των τριγώνων  και  (σχ. 2). 

Αυτό με τη σειρά του δίνει την ισότητα των γω-
νιών των τριγώνων αυτών. 

ˆMAΓ MBO=

MAΓ


MBO


 

Αφού 1

2

MM
α

MM
=

M

 σταθερό, η ημιευθεία  στην 

οποία ανήκει το  είναι σταθερή.  

OP

 

Άρα οι γωνίες ,  είναι σταθερές. ˆxOP ˆPOy

ˆA POy

M

 

Όμως  είναι επίσης σταθερή και επειδή το σημείο Γ  είναι σταθερό, 

η Γ  είναι σταθερή και η ημιευθεία  στην οποία ανήκει το  είναι σταθερή. 

ˆMΓ =

O

OΣ

ΓΣ M

 

Έτσι λοιπόν το  βρίσκεται ταυτόχρονα σε δύο σταθερές ημιευθείες, τις , 

, επομένως είναι σταθερό. 

OP

 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Στην περίπτωση που  τότε το  βρίσκεται στη διχοτό-

μο της γωνίας . 

κ λ= M
ˆxOy

 

Εφαρμογή  1 
 

Δίνεται γωνία  με . Αν τα σημεία ˆxOy ˆ0 xOy π< < A OxÎ ,  κι-

νούνται ώστε 

B OyÎ

A 0¹ , ,  όπου , ,  θετικές 

σταθερές, να αποδείξετε ότι τα αντιδιαμετρικά της  ως προς τον περιγε-

γραμμένο κύκλο στα τρίγωνα  ανήκουν σε σταθερή ευθεία. 

B 0¹ κ OA

OAB

λ OB μ⋅ + ⋅ = κ λ μ

O

 
Απόδειξη 
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Έστω O  το αντιδιαμετρικό του  (σχ. 3). ¢ O

Οι περιγεγραμμένοι κύκλοι περί τα τρίγωνα  διέρχονται από το σταθερό 

σημείο  της σταθερής ημιευθείας  (δείτε το Θεώρημα Mac Laurin). 

OAB

M OP

 

Παρατηρούμε ότι 0 . Άρα  

O¢  ανήκει στην ευθε (ε)  που είναι κάθε-

τη στη σταθερή ημιευθ OP  και στο 

σταθερό της σημ  

 ˆO MO 9¢ =

ία 

εία 

ίο M . 

το

ε
 

Προφανώς η  είναι σταθερή ευθεία. (ε)

 
 
 

 

Εφαρμογή  2 
 

Δίνεται γωνία  με . Αν τα σημεία ˆxOy ˆ0 xOy π< < A OxÎ ,  κι-

νούνται ώστε 

B OyÎ

A 0¹ , ,  όπου , ,  θετικές 

σταθερές, να αποδείξετε ότι το σύνολο των εμβαδών των περιγεγραμμένων 

κύκλων στα τρίγωνα  είναι φραγμένο κάτω. 

B 0¹ κ OA

OAB


λ OB μ⋅ + ⋅ = κ λ μ

 
Απόδειξη 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει ένας κύκλος από τους περιγεγραμμένους 

στα τρίγωνα  με ελάχιστο εμβαδό άρα με ελάχιστη ακτίνα. OAB


Με βάση την εφαρμογή 1, προκύπτει ότι 
OM

OO OM 2R OM R
2

¢ ³  ³  ³ .  

Άρα πρόκειται για τον κύκλο με διάμετρο το . OM

 

Εφαρμογή  3  (5ο θέμα στην Ι.Μ.Ο. στο Μεξικό το 2005) 
 

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ  έτσι ώστε οι πλευρές  και BΓ AΔ  να εί-

ναι ίσες και να μην είναι παράλληλες. Θεωρήστε τα σημεία , F , διαφορε-

τικά των κορυφών που να ανήκουν στις πλευρές B  και 

E

Γ AΔ  αντίστοιχα και 

ικανοποιούν την ισότητα BE ΔF= . Οι ευθείες AΓ  και BΔ  τέμνονται στο 

, οι ευθείες P BΔ  και EF  τέμνονται στο , ενώ οι ευθείες EF  και Q AΓ  τέμνο-
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νται στο . Έστω τα τρίγωνα PR  όταν τα σημεία  και  κινούνται πά-

νω στις πλευρές. Να αποδείξετε ότι οι περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώ-

νων αυτών έχουν και άλλο κοινό σημείο εκτός από το P . 

R Q E

Γ

F

 

Απόδειξη 

Αρχικά, λόγω της τέμνουσας , το μυαλό 
μας θα πάει στο Θεώρημα του Μενελάου. 

FE

 

Άρα από το τρίγωνο  έχουμε: PB

QP BE

QB Γ

RΓ
1

E RP
⋅ ⋅ =  (1), 

 

από το τρίγωνο PAΔ  έχουμε: 

RP FA

RA FΔ

QΔ

QP
⋅ ⋅ 1=  (2). 

 
 

Από την υπόθεση έχουμε: BE FΔ=  και Γ  (3). E AF=
 
Αν πολλαπλασιάσουμε τις (1), (2) κατά μέλη και με βάση την (3) παίρνουμε: 

RΓ QΔ
1

QB RA

⋅
=

⋅
   ή   R    ή 

 ή μετά από λίγες πράξεις: 

. 

Γ

PB+

RP⋅ =

QΔ QB RA⋅ = ⋅

) ( )RP PA⋅ -

PΓ PΔ PB⋅ -

( )- ⋅ ( ) (PΓ PR PΔ PQ QP- =

AΓ QP ΒΔ⋅ + PA⋅
 

Μπορούμε τώρα να καλέσουμε AΓ κ= , BΔ λ= ,   με 

, ,  θετικές σταθερές. 

PΓ PA μ⋅ - ⋅ =PΔ PB

κ λ μ

 

Άρα  οπότε από το Θεώρημα του Mac Laurin έχουμε ότι οι 

περιγεγραμμένοι κύκλοι στα τρίγωνα  έχουν και άλλο κοινό σημείο εκτός 

του P . 

κ QP RP μ⋅ =λ⋅ +

PQR


 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: Θα μπορούσε να ζητηθεί “... να αποδείξετε ότι τα αντιδιαμε-

τρικά του  στους περιγεγραμμένους κύκλους των τριγώ-

νων PQR  ανήκουν σε σταθερή ευθεία” (Δείτε εφαρμογή 1). 

P

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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2: Θα μπορούσε να ζητηθεί “... να προσδιορίσετε τον κύκλο με 
την μικρότερη ακτίνα από τους περιγεγραμμένους κύκλους 

στα τρίγωνα ”. 


PQR
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Στροφή 
 

 Ραχμανίδης Νικόλαος 
 3ο Ενιαίο Λύκειο Κομοτη-

νής 
 

 
Ορισμός και λίγη… θεωρία  

θ

A'

O

A

 

 Στροφή σημείου με κέντρο Ο και γωνία  
στροφής θ  
ˆR(O,θ) : A A΄ τότε  και ΟΑ ΟΑ ¢=

 ˆΟΑ,ΟΑ θ
æ ö÷ç ¢ =÷ç ÷çè ø


 

 
 Στροφή διανύσματος με κέντρο Ο και γωνία 

στροφής θ  
ˆR(O,θ) : A A΄

΄

 

             Β Β  

Τότε   ˆR(O,θ) : ΑΒ Α΄Β΄
 

  και ισχύει ΑΒ Α΄Β= ΄  

και 
 ˆB,A΄Β΄) θ=(A
 

 

θ

Β'

A'

O

A

Β

 
 Σύνθεση δύο στροφών με διαφορετικά κέντρα 

φ
ω

Ο

Β''

Α''

Β'

Α'

Κ

Λ

Α

Β
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

1

2

ˆR (Κ,ω) : ΑΒ Α΄Β́

R (Λ,φ) : Α΄Β́ Α΄΄Β́ ΄





 

   

Αποδεικνύεται ότι η σύνθεση των δύο παραπάνω στροφών είναι μια νέα στρο-

φή με κέντρο κάποιο σημείο Ο και γωνία  ω φ+ ,  

δηλαδή: ˆR(Ο,ω φ) : ΑΒ Α Β¢¢ ¢¢+ 


 

Αποδεικνύεται επίσης ότι η θέση του σημείου Ο προσδιορίζεται από την κατα-

σκευή του τριγώνου ΟΚΛ, με γωνίες 
 ω̂

(ΚΛ,ΚΟ)
2

= -
 

 και 
 φ

(ΛΚ,ΛΟ)
2

=
 

  (1) 

 
Εφαρμογές  

Το πρόβλημα του κρυμμένου θησαυρού (του κουρσάρου) 

Η βάρκα των πειρατών με το θησαυρό βγήκε σε έρημη ακτή για να τον 

κρύψει. Στην ακτή υπάρχουν δυο βράχοι ,  και πιο μακριά ένα δένδρο 1B 2B Δ . 

Δυο πειρατές ξεκινούν από το δένδρο Δ  με κατεύθυνση ο ένας προς το βράχο 

 και ο άλλος προς το βράχο 1B 2B , μετρώντας τα βήματά τους. Μόλις έφτασαν 

στον αντίστοιχο βράχο ο καθένας κινείται σε κάθετη διεύθυνση προς το μέρος 

της στεριάς σε ίση απόσταση με αυτή που έκανε πριν, δηλαδή: 1 1B 1Δ ΔB=  και 

2 2 2B Δ ΔB= . Στο μέσο  της απόστασης των δύο σημείων M 1Δ  και 2Δ  έσκα-

ψαν και έθαψαν το θησαυρό. Μετά από μερικά χρόνια ήρθαν για να πάρουν το 
θησαυρό αλλά έλειπε το δέντρο. Σκέφτηκε ο αρχηγός τους αρκετά και τελικά 
βρήκε το σημείο που θα σκάψουν. Ποια ήταν η λύση;  

90
90

Μ

Δ2

Δ

Β1
B2

Δ1

 

                                                 
(1) Σχολικό Βιβλίο Σπ. Γ.Κανέλλου έκδοση 1975 
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Θεωρούμε τις στροφές: 
o

1 1 1R (B ,90 ) : Δ Δ  και  
o

2 2 2R (B ,90 ) : Δ Δ  

Η σύνθεσή τους δίνει τη στροφή  

o
1R(Ρ,180 ) : Δ Δ 2 . Ισχύει  και 1 2ΡΔ ΡΔ=

 o o
1 2(ΡΔ ,ΡΔ ) 90 90 180= + = o

 
. 

Αυτό σημαίνει ότι 1ΡΔ ΡΔ= -
 

2 , δηλαδή Ρ μέσο του 1 2Δ Δ . Άρα ,  συμπί-

πτουν.  

P M

Επομένως το σημείο  είναι το κέντρο της σύνθεσης των δύο παραπάνω 
στροφών. 

M

 
Εύρεση του σημείου Μ 

1ος  τρόπος Θεωρούμε σε τυχαία θέση ένα υποθετικό δένδρο Δ  και επανα-
λαμβάνουμε την ίδια διαδικασία. 

2ος  τρόπος Το σημείο M  είναι η κορυφή του τριγώνου 1 2MB B , το οποίο κα-

τασκευάζεται. Έχει γνωστά στοιχεία 1 2B B ,                                

 o
1 12(B B ,B M) 45= -
 

 και 
 o452 1 2,B M)(B B =
 

. 

 
Γενίκευση του προβλήματος 

Το ίδιο πρόβλημα μόνο που η πρώτη γωνία στροφής είναι  και η δεύτερη 

. 

φ̂
ο ˆ180 φ-

180-φ

φ

Μ

Δ2Δ

Β1

Β2

Δ1

 
Θεωρούμε τις στροφές:  


1 1 1R (B ,φ) : Δ  Δ  και  

o
2 2 2R (B ,180 φ) : Δ Δ-   

Η σύνθεσή τους δίνει τη στροφή  
o

1R(Ρ,180 ) : Δ Δ 2 . Ισχύει  1 2ΡΔ ΡΔ=
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και 
  ( )o

1 2(ΡΔ ,ΡΔ ) φ 180 φ 180= + - = o
 

. Αυτό σημαίνει ότι 1 2ΡΔ ΡΔ= -
 

,  

δηλαδή Ρ μέσο του 1 2Δ Δ . Άρα ,  συμπίπτουν.  P M

Επομένως το σημείο  είναι το κέντρο της σύνθεσης των δύο παραπάνω 
στροφών. 

M

Εύρεση του σημείου Μ 

1ος  τρόπος Θεωρούμε σε τυχαία θέση ένα υποθετικό δένδρο Δ  και επανα-
λαμβάνουμε την ίδια διαδικασία. 

2ος  τρόπος Το σημείο Μ είναι η κορυφή του τριγώνου 1 2MB B , το οποίο κατα-

σκευάζεται. Έχει γνωστά στοιχεία 1 2B B , 

 
1 2 1

φ
(Β Β ,Β Μ)

2
= -

 
 και 
 o

2 1 2

180 φ
(Β Β ,Β Μ)

2

-
=

 
.   

 
Παραλλαγές του παραπάνω προβλήματος σε μαθηματική γλώσσα. 
 

1η παραλλαγή Δίνονται δυο σταθερά σημεία Κ , Λ  και τυχαίο σημείο Α . 
Θεωρούμε τις στροφές: 

o
1 1R (Κ,45 ) : Α Α  και  

o
2 1R (Λ,45 ) : Α Α 2

ο

 

Η σύνθεσή τους δίνει τη στροφή  

o
2R(Ρ,90 ) : Α Α . Ισχύει  και 2ΡΑ ΡΑ=

 ο ο
2(ΡΑ,ΡΑ ) 45 45 90= + =

 
. Αυτό 

σημαίνει ότι το τρίγωνο  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 2PAA
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4545

Ρ

Α2

Α1

Κ
Λ

Α

Το σημείο  είναι το κέντρο της σύνθεσης των δύο παραπάνω στροφών. P

Το ημικύκλιο διαμέτρου 2AA  διέρχεται από το σταθερό σημείο P . 

 
Εύρεση του σημείου Ρ 

1ος  τρόπος Θεωρούμε σε τυχαία θέση ένα υποθετικό σημείο Α  και επανα-
λαμβάνουμε την ίδια διαδικασία 

2ος  τρόπος Το σημείο P  είναι η κορυφή του τριγώνου PΚΛ  , το οποίο κατα-

σκευάζεται. Έχει γνωστά στοιχεία ΚΛ , 

 o(ΚΛ,ΚΡ) 22,= - 5
 

  και  
 o(ΛΚ,ΛΡ) 22,5=


 

 

2η παραλλαγή Δίνονται δυο σταθερά σημεία Κ , Λ  και τυχαίο σημείο Α . 
Η σύνθεση των στροφών: 

o
1 1R (Κ,60 ) : Α Α  και  

o
2 1R (Λ,30 ) : Α Α 2  

δίνει τη στροφή  

o
2R(Ρ,90 ) : Α Α . Ισχύει  και A A2Ρ Ρ=

 o oA A2(Ρ ,Ρ ) 60 30 90= + = o
 

. Αυτό 

σημαίνει ότι το τρίγωνο PAA  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 2

Το σημείο Ρ είναι το κέντρο της σύνθεσης των δύο παραπάνω στροφών. 

Το ημικύκλιο διαμέτρου 2AA  διέρχεται από το σταθερό σημείο P . 
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30

60

Ρ

Α2

Α1

Κ

Λ

Α

Το σημείο Ρ κατασκευάζεται όπως και στην πρώτη παραλλαγή. 
 
 
Η γενίκευση των δύο παραπάνω παραλλαγών είναι η 1η στροφή να είναι 

κατά γωνία φ  και η 2η κατά γωνία ( ) -90 φ

 

3η παραλλαγή Δίνονται δυο σταθερά σημεία Κ , Λ  και τυχαίο σημείο Α . 
Η σύνθεση των στροφών 

o
1 1R (Κ,30 ) : Α Α  και  

o
2 1R (Λ,30 ) : Α Α 2  

δίνει τη στροφή  

o
2R(Ρ,60 ) : Α Α . Ισχύει  και A A2Ρ Ρ=

 o oA A2(Ρ ,Ρ ) 30 30 60= + = o
 

P

P

. Αυτό 

σημαίνει ότι το τρίγωνο ΡΑΑ2 είναι ισόπλευρο. Το σημείο  είναι το κέντρο της 

σύνθεσης των δύο παραπάνω στροφών. Η κορυφή  του ισόπλευρου τριγώ-

νου  είναι σταθερό σημείο. 2PAA

 

Η κατασκευή του σημείου P  γίνεται όπως και στην 1η παραλλαγή. 

 

Η γενίκευση της παραπάνω περίπτωσης είναι η 1η στροφή να είναι κατά 

γωνία φ  και η 2η κατά γωνία ( ). -60 φ
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Άσκηση για λύση 

Δίνεται κύκλος ( K , R ) και σημείο Λ  εξωτ κό υ κύκλου. Έναερι  το  σημείο A  κι

νείται στον κύκλο Θεωρο α εία 

-

ύμε τ 1. σημ A , 2A  τέτοια ώστε  ο
1ΑΚΑ 30= + , 

 ο
1 2Α ΛΑ 30= + , 1ΚΑ =  και 1 2ΛΑ ΛΑ= . Να βρείτε τιΚΑ ς θέσει  ς του ουσημεί

 ώστε η απόσταση 2AA  A να γίν ιστη 

Λύση 

Θεωρούμε τις στρο

  

2

 τους δίνει τη

: R(Ρ,6

Ισχύει 

ε μέγισται τη ή ελάχ

 

 
φές:   

o
1 1R (Κ,30 ) : Α Α  και

o
2R (Λ,30 ) : Α Α  

Η σύνθεσή  

στροφή 2 . 

ι 

1

o0 ) : Α Α

2A RA=  καΡ

 o o oA A2(Ρ ,Ρ ) 30 30 60= + =
 

. 

σημαίνει ότι το τρίγωνο 

PAA λε ρο. Οπότε 

2ΡΑ AΑ= . Επομένως 

Αυτό 

2  

και 

είναι ισόπ υ

Λ

2AA  μέγιστη ή ελάχιστη όταν PA  

ρική ευθεία.  

μέγιστη ή ελάχιστη. μέγιστη ή ελάχιστη 

Δηλαδή  

PA  

όταν PA  διακεντ

Α2

Α1

K

A
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Αο

Α΄ο

P

Α2

Α1

K
Λ

A
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Θεώρημα του CEVA 
 

 Τσαπακίδης Γιώργος 
 Μαθηματικός, Αγρίνιο 
 

 

Αργότερα, στην ηλικία των δώδεκα χρόνων, έζησα την εμπειρία 
μιας άλλης «έκπληξης», διαβάζοντας στην αρχή της σχολικής 
χρονιάς, ένα μικρό βιβλίο πάνω στην Ευκλείδεια Γεωμετρία.  
Εκεί βρήκα θεωρήματα, όπως για παράδειγμα : τα ύψη ενός  
τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο, πράγμα που – ενώ δεν  
είναι καθόλου αυτονόητο – μπορεί να αποδειχτεί με τέτοια      
βεβαιότητα, που να εξαφανιστεί κάθε αμφιβολία.  Αυτή η διαύγεια 
και η βεβαιότητα μου έκαναν μια απερίγραπτη εντύπωση.  

 
Άλμπερτ Αϊνστάιν : Αυτοβιογραφία  

 

Όπως είναι γνωστό εκτός των υψών του τριγώνου και άλλα χαρακτηρι-
στικά του ευθύγραμμα τμήματα (διάμεσοι, διχοτόμοι, …) περνούν από το ίδιο 
σημείο. Οι κλασικές αποδείξεις, που αναφέρονται στα σχολικά βιβλία, γίνονται 
κατά περίπτωση και δεν αντιμετωπίζονται με ενιαίο τρόπο.  

Ο Ιταλός γεωμέτρης Giovanni Ceva (1648 – 1734) στο βιβλίο του «De 
lineis rectis se invicem secantibus statica constructio» διατύπωσε ένα θεώρη-
μα με τη βοήθεια του οποίου μπορούμε να αποδείξουμε εύκολα τη σύγκλιση 
τριών ευθειών. Για τις αποδείξεις που ακολουθούν θα κάνουμε χρήση των πα-
ρακάτω προτάσεων της Γεωμετρίας και της Τριγωνομετρίας. 
Επισημαίνουμε ότι :  
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Επισημαίνουμε ότι:  
Μια από τις βασικότερες προσπάθειες της επιστήμης είναι η αναγωγή 
της γνώσης σε μερικές απλές θεμελιώδεις αρχές.  

 
ΘΕΩΡΗΜΑ CEVA 

Έστω ότι τα σημεία Δ, Ε, και Ζ ανήκουν στις ευθείες ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντί-
στοιχα των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ 

 Αν οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ συντρέχουν τότε 1











    (1)  

 Αν ένα από τα σημεία Δ, Ε, Ζ ή και τα τρία είναι σημεία των πλευ-
ρών του τριγώνου ΑΒΓ και ισχύει η (1) τότε οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ 
περνούν από το ίδιο σημείο.  

 
Απόδειξη  

 Έστω ότι οι ΑΔ , ΒΕ , ΓΖ  περνούν από το Ρ .  
Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις: 

 Το Ρ  βρίσκεται μέσα στο 
Δ

ABΓ . 

 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

PΒΔ PΓΕ PAZΒΔ ΓΕ ΑΖ

ΔΓ ΕΑ ΖΒ PΔΓ PEA PZB
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

(γιατί ο λόγος των εμβαδών δύο τριγώ-νων 
με ίσα ύψη -εδώ με το ίδιο ύψος-  ισούται με 
το λόγο των βάσεών τους)  
 

1 1 1
PB PΔημθ PΓ PEημω PA PZημφ

2 2 2 1
1 1 1

PΔ PΓημφ PE PAημθ PZ PBημω
2 2 2

⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
=   

 Το Ρ βρίσκεται έξω από το 
Δ

ABΓ  αλλά μέσα στη γωνία ΑΓΒ  (ή σε κά-
ποια από τις άλλες δύο γωνίες) 

 

Τότε: 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

PBΔ PΓE PAZΒΔ ΓΕ ΑΖ

ΔΓ ΕΑ ΖΒ ΡΔΓ PEA PZB
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =   
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( )

( )1 1 1
PΔ PBημθ PΓ PEημ ω θ PA PZημω

2 2 2
1 1 1

PΔ PΓημ θ φ PE PAημθ PZ PBημφ
2 2 2

⋅ ⋅ + ⋅
= ⋅ ⋅

⋅ + ⋅ ⋅
=     

( )
( )
( )
( )

( )
( )

o

o

ημ 180 φ ημωημ ω θ ημω ημφημω
1

ημ θ φ ημφ ημωημφημ 180 ω ημφ

-+
= = =

+ -
=   

 Όμοια γίνεται και η απόδειξη στην περίπτωση που το Ρ  βρίσκεται ε-
κτός του τριγώνου αλλά μέσα στην κατακορυφήν κάποιας γωνίας του 
τριγώνου. 

 Έστω τώρα ότι η (1) ισχύει και ότι οι ΑΔ , ΒΕ  τέμνονται στο Ρ  και οι ΓΡ , 

ΑΓ τέμνονται στο εσωτερικό σημείο Ζ¢  της ΑΓ . Τότε 
ΒΔ ΓΕ ΑΖ '

1
Γ ΕΑ
⋅ ⋅

Ζ 'Β
= , (2)  

Δ
Από τις (1) και (2) παίρνουμε:  

AZ AZ' AZ AZ'
AZ AZ

ZB Z'B AZ ZB AZ' Z 'B
=  =  =

+ +
 

οπότε , έτσι οι Z Z'º ' ΑΔ , ,  συντρέχουν.  ΒΕ ΓΖ
 

Σημείωση: Οι ευθείες ΑΔ , ΒΕ , ΓΖ  λέγονται σεβιανές του Ρ .  
 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1. Οι διάμεσοι τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο.  
 
Απόδειξη  

Έστω ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ οι διάμεσοι του τριγώνου ΑΒΓ.   
Έχουμε :  

ΒΔ ΓE AZ
1 1 1 1

ΔΓ EA ZB
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =   

Άρα οι διάμεσοι περνούν από το ίδιο σημείο.  
 

2. Οι διχοτόμοι των γωνιών τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο.  
 
Απόδειξη  

Έστω ΑΔ , , οι διχοτόμοι των γωνιών του 

τριγώνου 

ΒΕ ΓΖ

ΑΒΓ .   
Είναι:  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

ABΔ BΓE ΓAZΒΔ ΓΕ AZ

ΔΓ ΕΑ ZB AΔΓ BEA ΓZB
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =   
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1 1 1
AB AΔημθ BΓ BEημω ΓA ΓZημφ

2 2 2 1
1 1 1

AΔ AΓημθ BE BAημω ΓΖ ΓΒημφ
2 2 2

⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
=   

Άρα οι διχοτόμοι των γωνιών τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο.  
 
3. Τα ύψη τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο.  
 
Απόδειξη  

 Έστω ΑΔ , ΒΕ , ΓΖ τα ύψη οξυγωνίου τριγώνου.  
 

BΔ ΓΕ AZ AΒσυνB BΓσυνΓ ΑΓσυνA
1

ΔΓ EA ZB AΓσυνΓ ABσυνA BΓσυνB
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

 
 
Άρα τα ύψη οξυγωνίου τριγώνου περνούν από 
το ίδιο σημείο.  
 
 

 
 

 Έστω ΑΔ , ΒΓ , ΓΖ  τα ύψη αμβλυγωνίου τριγώνου.  
 

BΔ ΓΕ AZ

ΔΓ EA ZB
⋅ ⋅ =  

ABσυνB BΓσυνΓ ΑΓσυν(180 A)
1

AΓσυνΓ ABσυν(180 A) BΓσυνB

-
= ⋅ ⋅

-
=

 
Άρα τα ύψη αμβλυγωνίου τριγώνου περνούν 
από το ίδιο σημείο.  
 

 
4. Τα τμήματα που ενώνουν τις κορυφές τριγώνου με τα σημεία επαφής 

του εγγεγραμμένου του κύκλου με τις πλευρές του, περνούν από το 
ίδιο σημείο (σημείο Gergone).  

 
Απόδειξη  

Έστω Δ , Ε , , τα σημεία επαφής του εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου Ζ

ΑΒΓ  με τις πλευρές ,  και ΒΓ ΓΑ ΑΒ  αντίστοιχα.  
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Είναι 2 2 BΔ ΓΕ ΑΖ y z x
α β 1

ΔΓ EA ZB z x y
+ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = .  

 

Άρα οι ΑΔ , , περνούν από τα ίδιο σημείο.  ΒΕ ΓΖ
 
 
 

 

5. Συμμετροδιάμεσος τριγώνου. Έστω ΑΔ  διχοτόμος και ΑΜ  διάμεσος του 

τριγώνου ΑΒΓ . Αν η συμμετρική ευθεία της ΑΜ  ως προς την ΑΔ  τέμνει τη 

 στο , το τμήμα ΒΓ Ε ΑΕ  λέγεται συμμετροδιάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ .  
Οι τρεις συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο 
(σημείο του Lomoine).  

 
Απόδειξη  

Έστω ΑΕ ,  και  οι συμετροδιάμεσοι 

του τριγώνου 

ΒΖ ΓΗ

ΑΒΓ .  

( )
( )

( )
( )

ABE ABMBE BE MΓ ΒΕ ΜΒ

EΓ MΓ EΓ MΓ EΓ AMΓ AEΓ
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

( )

( )

1 1
AB AE ημω AB AM ημ ω 2θ

2 2
1 1

AM AΓ ημω AE AΓ ημ 2θ ω
2 2

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
= ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
=

2 2

2 2

AB γ

AΓ β
= = .  

Έτσι 
2 2 2

2 2 2

BE ΓZ AH γ α β
1

EΓ ZA HB β γ α
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = .  

Άρα οι συμμετροδιάμεσοι του τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο.  
 

6. Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ . Μέσα 

στη γωνία  φέρνουμε δύο 

ημιευθείες με αρχή το 

ΒΑΓ
Α , που 

σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις 

πλευρές ΑΒ  και ΑΓ . Το ίδιο κά-

νουμε και μέσα στις γωνίες ΑΒΓ  

και ΒΓΑ . Οι ημιευθείες τέμνονται 
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ανά δύο στα σημεία , , Μ  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Δείξτε 

ότι οι ευθείες ,  και  συντρέχουν. 

Κ Λ

ΑΚ ΒΛ ΓΜ

Απόδειξη  

Έστω Δ , E ,  τα σημεία τομής των ΑΚ , ΒΛ , ΓΜ  με τις Ζ

ΒΓ , ΓΑ , ΑΒ  αντίστοιχα. Αρκεί να δείξουμε ότι :  

ΒΔ ΓΕ ΑΖ
1

Γ ΕΑ ΖΒ
⋅ ⋅ =  (1) 

Δ

Φέρνουμε παράλληλη στην ΒΓ  που περνάει από το  Κ

 και  στα Η  και  αντίστοιχα. Θκαι τέμνει τις ΑΒ ΑΓ

Ονομάζουμε Ρ  και  τις προβολές των  και  στη  Τ Η Κ

ΒΓ . 

είναι: 
ΒΔ ΗΚ

ΔΓ Κ
=

Θ

Τ Β-

ΚΤ= ⋅

 

 

( )ΗΚ ΡΤ Β φΒ ΚΤ σφφ ΚΤ σφΒ ΚΤ σφφ σφΒ= = ⋅ = ⋅ - ⋅ = ⋅ -  Ρ

σφω

σφφ⋅ Η-

σφΓ-

Ρ σ

( )όμοια: ΚΘ  

άρα:  
ΒΔ ΗΚ

ΚΘ
= =

σφ

σφω

φ -
-
σφΒ

σφΓ
 

ΔΓ

όμοια:  
ΓΕ σφω

σφθ

σφΓ

φΑΕΑ
=

σ

-
-

 

            
ΑΖ σφ

σφφ

θ -
-
σφ

σφΒ

Α
 

ΖΒ
=

οπότε η (1) ισχύει. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Το πρόβλημα τέθηκε από τον E.J. Hopkins το 1950 και λύθη-

κε από τον L.G. Lyness. Αναφέρεται στο Mathematical 
Chestnuts from Around the world του Ross Honsberger – 
Έκδοση M.A.A. 

 
ΣΧΟΛΙΑ: Στο άρθρο αυτό παρουσιάζονται γνωστές προτάσεις της Ευκλείδειας 

Γεωμετρίας που οι αποδείξεις τους ανάγονται σε μια απλή ιδέα (θεώ-
ρημα Ceva) και σε προφανείς τριγωνομετρικές σχέσεις.  Επομένως ο 
σκοπός του είναι διπλός :  
 να δείξει ότι η ύλη της Ευκλείδειας Γεωμετρίας μπορεί να περιο-
ριστεί δραστικά και να αναχθεί σε ένα μικρό αριθμό θεμελιωδών θε-
ωρημάτων.  
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 ο εμπλουτισμός της γεωμετρίας με την τριγωνομετρία αφενός την 
απλουστεύει και αφετέρου την επεκτείνει.  
Είναι καιρός στη νέα εποχή να εγκαταλείψουμε άγονες προκαταλή-
ψεις για «καθαρότητα» της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και να πάψουμε 
να είμαστε «έρμαια της αδράνειας και αιχμάλωτοι της συνήθειας».  Σε 
αντίθεση με τη διεθνή πρακτική, που αποτυπώνεται στο σύνολο των 
διεθνών μαθηματικών περιοδικών, εμμένουμε σε συνεχείς προσπά-
θειες συγγραφής σχολικών βιβλίων γεωμετρίας που «πάνε και αυτές 
να καταποντιστούν μέσα στα ελώδη, στεκούμενα νερά».  

 
 
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 
 
1. H. COXETER – S. GREITZER : GEOMETRY REVISITED 
 Έκδοση Μ.Α.Α. Washington 1967 – U.S.A.  
 
2. R. HONSBERGER : EPISODES IN NINETEENTH AND TWENTIETH 

CENTURY EUCLIDEAN GEOMETRY  
  Έκδοση Μ.Α.Α.  Washington 1995 – U.S.A.  
 
3. F.G. – M : ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ        
  Εκδόσεις Α. Καραβία – Αθήνα 1952  
 
4. M. BOTEZ : PROBLEME DE GEOMETRIE  
  Έκδοση EDITURA  TEHNICA – Bucuresti 1976  
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Η ανισότητα Erdős-
Mordell 

Εβδομήντα χρόνια εικα-
σιών,  

αποδείξεων και γενικεύσε-
ων 

 

 Θωμαΐδης Γιάννης 
Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματι-

κών  
 Δυτ. Θεσ/νίκης 
 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ Σ.Ε. 
Στο τεύχος 4 του Α, σελ. 81-84, δημοσιεύσαμε άρθρο του συνεργάτη 
μας και τώρα μέλους της Σ.Ε του Α, Νίκου Δεργιαδέ με τίτλο «Η από-
δειξη μιας ισχυρότερης ανισότητας, από την ανισότητα Erdős–
Mordell». Στο άρθρο αυτό ο Νίκος Δεργιαδές παρουσίασε μια δική του 
απόδειξη της εξής ιστορικής και πολυσυζητημένης πρότασης: 

 

Έστω  τυχαίο τρίγωνο και  τυχαίο σημείο εσωτερικό σημείο του. 

Αν , ,  είναι οι αποστάσεις του  από τις κορυφές του τριγώνου 

και , ,  τα μήκη των διχοτόμων ΟΚ , ΟΛ   των τριγώνων ΒΟΓ , 

 και , ισχύει η ανισότητα 

ΑΒΓ

2x

2d

ΑΟ

Ο

1x

1d

Α

3x

3d

Β

Ο

ΟΜ

ΓΟ  1 2 3d d d 1 2x x  3x 2 . 

Στο άρθρο που ακολουθεί ο συνεργάτης του Α και επίσης μέλος της 
Σ.Ε. Γιάννης Θωμαΐδης, δίνει διάφορες αποδείξεις της αρχικής ανισότητας των 
Erdős–Mordell και της ισχυρότερης ανισότητας που αναφέραμε πριν. Δίνει επί-
σης πλούσια βιβλιογραφία για όσους ήθελαν να ασχοληθούν περισσότερο. 

Το 1935, ο νεαρός τότε και μετέπειτα διάσημος Ούγγρος μαθηματικός 
Paul Erdős (1913-1996), που βρισκόταν στην Αγγλία ως μεταδιδακτορικός υ-
πότροφος, έστειλε για δημοσίευση στο περιοδικό The American Mathematical 
Monthly (Τόμος 42, τεύχος 6) το ακόλουθο πρόβλημα – εικασία: 

Από ένα σημείο  στο εσωτερικό ενός 

δεδομένου τριγώνου 

Ο

ABC  άγονται προς 

P

Q

C

Α

R

O

Σχήμα 1

Β
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τις πλευρές του οι κάθετες , OQ , . Να αποδειχθεί ότι OP

OC

OR

O+( )OA OB Q OR+ + + (1) 2 OP³

Αυτή η εικασία του Erdős αποτελεί ισχυρό επιχείρημα για όσους υπο-
στηρίζουν ότι το “ορυχείο” της Ευκλείδειας γεωμετρίας, ύστερα από 2500 χρό-
νια αδιάλειπτης “εξόρυξης”, εξακολουθεί να κρύβει εκπλήξεις ικανές να διεγεί-
ρουν το μαθηματικό ενδιαφέρον και την ερευνητική δραστηριότητα. 

Η απλή διατύπωση και το αυθεντικά γεωμετρικό περιεχόμενο της εικα-
σίας του Erdős, αλλά κυρίως η δυσκολία να δοθεί μια αντίστοιχη γεωμετρική 
λύση προκάλεσαν αμέσως την προσοχή. Η ορθότητα της εικασίας επιβεβαιώ-
θηκε δύο χρόνια αργότερα, όταν δημοσιεύτηκαν στο ίδιο περιοδικό δύο τριγω-
νομετρικές αποδείξεις από τους L. J. Mordell και D.F. Barrow αντίστοιχα. Από 
τότε η (1) είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως ανισότητα (ή θεώρημα) των Er-
dős–Mordell.1 

Οι αποδείξεις αυτές όχι μόνο δεν ανέστειλαν το ερευνητικό ενδιαφέρον 
για τη συγκεκριμένη ανισότητα, αλλά προκάλεσαν αντίθετα ένα μεγάλο πλήθος 
εργασιών που αφορούν είτε την αναζήτηση γεωμετρικών και απλούστερων 
αποδείξεων, είτε διάφορες γενικεύσεις και εφαρμογές. Η σχετική δραστηριότη-
τα παρουσιάζει μάλιστα ιδιαίτερη έξαρση τα τελευταία χρόνια.  

Στο άρθρο αυτό θα επιχειρήσουμε μια μαθηματική και ιστορική εξέταση 
του ζητήματος, μέσα από την οποία θα επιχειρήσουμε κυρίως να αναδειχθούν 
οι πολλαπλές και αλληλοσχετιζόμενες όψεις της εικασίας, της απόδειξης και 
της γενίκευσης στα Μαθηματικά.     
 
§1. Οι στοιχειώδεις αποδείξεις της ανισότητας Erdős–Mordell 

Στη συνέχεια του άρθρου θα χρησιμοποιήσουμε τους καθιερωμένους στη διε-
θνή βιβλιογραφία συμβολισμούς: 2 

P   για ένα τυχαίο σημείο στο εσωτερικό ενός τριγώνου ΑΒΓ , 

1R , ,  για τις αποστάσεις του P  από τις κορυφές του 2R 3R ΑΒΓ , 

1r , ,  για τις αποστάσεις του P  από τις πλευρές του τριγώνου. 2r 3r

Όλες οι γνωστές στοιχειώδεις αποδείξεις της ανισότητας Erdős–Mordell 
αποτελούν ουσιαστικά διαφορετικούς τρόπους απόδειξης της ανισότητας 

1 2 3 1 2 3

γ β γ β α
R R R  r  r

β γ α γ α β

æ æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ + ³ + + + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè è ø è ø

                                                

α
 r

ö
ø

  (2),  

 
1 O Louis J. Mordell (1888-1972), διάσημος από τις εργασίες του στη Θεωρία Αριθμών, διατύπωσε το 
1922 την περίφημη, φερώνυμη εικασία που σχετίζεται με το τελευταίο θεώρημα του Fermat και η από-
δειξη της οποίας το 1983 απέφερε στον Gerd Faltings το μετάλιο Fields, την ανώτατη τιμητική διάκριση 
στα Μαθηματικά. 
2 Βλ. π.χ. στο [17], σ. xvii. 
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όπου α, β, γ τα μήκη των πλευρών του τριγώνου.3 Επειδή το άθροισμα δύο 

θετικών αντίστροφων αριθμών είναι πάντοτε  (η ισότητα ισχύει όταν οι α-

ριθμοί είναι ίσοι), από την (2) προκύπτει αμέσως η ανισότητα Erdős–Mordell: 

2³

( )1 2 3 1 2 3R R R 2 r r r+ + ³ + +  

(η ισότητα ισχύει όταν το τρίγωνο είναι ισόπλευρο και Ρ το κέντρο του). 
Η ανισότητα (2) προκύπτει με πρόσθεση κατά μέλη των τριών ανισοτή-

των (τις οποίες θα αποδείξουμε παρακάτω):  

1 3

β γ
R r

α α
³ + 2r , 2 3

α γ
R r

β β
³ + 1r , 3 2

α β
R r

γ γ
³ + 1r

2

ΒΓ

  

Επειδή η δεύτερη και η τρίτη παράγονται κυκλικά από την πρώτη, γίνεται φα-
νερό ότι το “κλειδί” όλων των στοιχειωδών αποδείξεων της ανισότητας Erdős–
Mordell βρίσκεται στην απόδειξη της ανισότητας: 

1 3αR βr γr³ +  (3) 

 
Θα δώσουμε στη συνέχεια μερικές αποδείξεις της (3), στις οποίες εκ-

φράζονται οι βασικές ιδέες που έχουν προταθεί μέχρι σήμερα για την απόδειξη 
της ανισότητας Erdős–Mordell με στοιχειώδη μέσα. Για να κάνουμε την παρου-
σίαση όσο το δυνατόν απλούστερη, θα αποδείξουμε πρώτα το εξής: 

 
Αν η ανισότητα (3) ισχύει για τα σημεία της 

πλευράς  ενός τριγώνου ΑΒΓ

Ρ

, τότε ισχύει 

και για κάθε εσωτερικό σημείο  του τριγώνου. 
 
Απόδειξη:  

Ονομάζουμε 1  το σημείο στο οποίο η  τέ-

μνει την πλευρά . Αν 1  και  είναι οι 

κάθετες από το  προς τις πλευρές 

P PA

1ΒΓ

1P

1ΡΛ 1ΡM

ΑΓ  και 

ΑΒ  αντίστοιχα, τότε σύμφωνα με την υπόθεση έχουμε: 

r3 r2

γ

α

β

Μ Λ

Μ1 Λ1Ρ

Ρ1

Α

Β Γ

Σχήμα 2

1 1 1ΒΓ ΡA ΑΓ PM AB PΛ⋅ ³ ⋅ + ⋅ 1 1    ή   1 1 1 1

1 1

Ρ Μ Ρ Λ
ΒΓ ΑΓ ΑΒ

ΡΑ ΡΑ
³ ⋅ + ⋅  

Επειδή όμως ισχύουν οι αναλογίες 1 1

1

ΡΜ ΡΜ

Ρ Α ΡΑ
=  και 1 1

1

Ρ Λ ΡΛ

ΡΑ ΡΑ
=  προκύ-

πτει αμέσως από την προηγούμενη ανισότητα ότι ΒΓ , 

δηλαδή: 

PA AΓ PM AB PΛ⋅ ³ ⋅ + ⋅

                                                 
3 Μια ισοδύναμη μορφή της ανισότητας (2) προκύπτει φυσικά αν αντικατασταθούν οι πλευρές του τρι-
γώνου με τα ημίτονα των απέναντι γωνιών.  
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1 3αR βr γr³ ++ 2

33

, ο.ε.δ. , ο.ε.δ. 

Επειδή ισχύει επίσης και η ανισότητα (βλ. παρακάτω §1.3):  

, μπορούμε να εκφράσουμε το γεωμετρικό περιεχόμενο των 

δύο αυτών ανισοτήτων χρησιμοποιώντας την ακόλουθη Ευκλείδεια ρητορική: 

Επειδή ισχύει επίσης και η ανισότητα (βλ. παρακάτω §1.3):  

, μπορούμε να εκφράσουμε το γεωμετρικό περιεχόμενο των 

δύο αυτών ανισοτήτων χρησιμοποιώντας την ακόλουθη Ευκλείδεια ρητορική: 

1 2αR βr γr³ +1 2αR βr γr³ +

Δηλαδή όπως θα το διατύπωνε ο Ευκλείδης στα Στοιχεία, στα οποία 
δεν χρησιμοποιείται η έννοια του (αριθμητικού) εμβαδού. 

Δηλαδή όπως θα το διατύπωνε ο Ευκλείδης στα Στοιχεία, στα οποία 
δεν χρησιμοποιείται η έννοια του (αριθμητικού) εμβαδού. 

Το ορθογώνιο που περιέχεται από [δηλαδή έχει διαστάσεις] μια πλευρά 
τριγώνου και την απόσταση ενός τυχαίου σημείου της από την απέναντι κορυ-
φή, είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το άθροισμα των ορθογωνίων που περιέχονται 
από μία από τις άλλες πλευρές του τριγώνου και μία από τις αποστάσεις του 
σημείου από αυτές. 

Το ορθογώνιο που περιέχεται από [δηλαδή έχει διαστάσεις] μια πλευρά 
τριγώνου και την απόσταση ενός τυχαίου σημείου της από την απέναντι κορυ-
φή, είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το άθροισμα των ορθογωνίων που περιέχονται 
από μία από τις άλλες πλευρές του τριγώνου και μία από τις αποστάσεις του 
σημείου από αυτές. 

Σύμφωνα λοιπόν με τα προηγούμενα, για να αποδείξουμε την ανισότη-
τα Erdős–Mordell αρκεί να αποδείξουμε την (3) μόνο στην περίπτωση που το 

 είναι τυχαίο σημείο της πλευράς  του τριγώνου 

Σύμφωνα λοιπόν με τα προηγούμενα, για να αποδείξουμε την ανισότη-
τα Erdős–Mordell αρκεί να αποδείξουμε την (3) μόνο στην περίπτωση που το 

 είναι τυχαίο σημείο της πλευράς  του τριγώνου PP ΒΓΒΓ AΒΓ

PM

. Σε όλες τις αποδεί-

ξεις που ακολουθούν συμβολίζουμε με  και  τις αποστάσεις 

του P  από τις πλευρές 

2PΛ r= 3r=

AΒ  και AΓ  αντίστοιχα. 
 
§1.1 Η πρώτη τριγωνομετρική απόδειξη  

Η απόδειξη αυτή στηρίζεται στην α-

νισότητα 1 , όπου 1 , 1  είναι οι

προβολές των σημείων ,  αντίστοιχα 

στην πλευρά . 

   

M

ΒΓ

1MΛ M Λ³ M

Λ

Λ

Το τετράπλευρο AMPΛ

 P

 είναι εγγρά-

ψιμο στον κύκλο διαμέτρου A , άρα σύμ-
φωνα με το νόμο των ημιτόνων από το τρί-

 γωνο AMΛ  έχ Aημα . Στο ορθο-

γώνιο τρ ο 1M M 1M̂P  

ˆ180 Β  η Β̂  είναι αμβλε ) κα άρα 

. Επίσης, στο ορθογώνιο τρίγωνο  είναι  και άρα 

. 

ουμε M

ν P Β̂  (ή

ι 

ˆ

Λ

 

ία

Γ=

P=

είναι M

1
ˆΛ ΛP

ίγω

όταν

=

-  

1Λ ΛP1M P PMημΒ=

1PΛ PΛημΓ=

r2r3

R1

β

α

γ

Μ1 Λ1

Λ
Μ

Ρ
ΓΒ

Α

Σχήμα 3

Κατόπιν των ανωτέρω, αν  είναι η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύ-

κλου στο τρίγωνο 

R

AΒΓ , η ανισότητα   διαδοχικά γράφεται: 1 1Λ M Λ³M

1MΛ M P PΛ³ + 1

2

 ή  

PAημΑ PMημΒ PΛημΓ³ +  ή 

2RημA PA 2RημB PM 2RημΓ PΛ⋅ ³ ⋅ + ⋅  ή 

1 3αR βr γr³ + , ο.ε.δ. 
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ΣΧΟΛΙΟ: Η κεντρική ιδέα της προηγούμενης απόδειξης είναι παραλλαγή της 

πρώτης απόδειξης της εικασίας του Erdős από τον L. J. Mordell, που 
δημοσιεύθηκε το 1937 στο [18]. Ο ίδιος ο Mordell ακολούθησε μια 
πιο τυποποιημένη διαδικασία. Συγκεκριμένα, εκφράζει αρχικά το μή-

κος  με εφαρμογή του νόμου των συνημιτόνων στο τρίγωνο PM  

και στη συνέχεια από την ισότητα  υπολογίζει το  

συναρτήσει των , ,  και . Το αποτέλεσμα αυτό και οι 

αντίστοιχες σχέσεις για τα  και  χρησιμοποιούνται για την α-
πόδειξη της ανισότητας (2) με τη βοήθεια αλγεβρικών ταυτοτήτων.  

MΛ Λ

PAMΛ PAημΑ=

ημΑ

PΓ

2r 3r συνA

PB

Στην ελληνική βιβλιογραφία η απόδειξη του Mordell υπάρχει στο [27], 
σ. 295-96, ενώ άλλες τριγωνομετρικές αποδείξεις υπάρχουν στο [23], 
σ. 127-28 και στο [29]. 

 
§1.2 Η πρώτη γεωμετρική απόδειξη 

Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τριγώνου τα ορθογώνια  με , 

 με 

1 1BB ΓΓ 1BB PA=

2 1AΓΓ A 1AA P= M και 2 2ABB A

1 3βr γr³ +

 με . Είναι προφανές ότι η προς 

απόδειξη ανισότητα α  ισοδυναμεί με την ακόλουθη σχέση εμβαδών: 

2AA PΛ=

2

)

R

( ) ( ) (1 1 2 1 2 2ε BB ΓΓ ε AΓΓ A ε ABB A³ +  

Αν ονομάσουμε  το σημείο 

τομής των  και , 

τότε, λαμβάνοντας υπόψη 

ότι τα τετράπλευρα 

Σ

2 1Γ A 2 2B A

AΛPM

1 2AA A

, 

 είναι εγγράψιμα και 

αποδεικνύοντας διαδοχικά 
την ισότητα των τριγώνων 

, 

 και 

, συμπεραί-

νουμε ότι . 

1ΣA AA

AMΛ Σ=

PAM =

r2
r3

R1

β

α

γ

Θ Ι

2

=PM

1 2A A

A

PA =

Λ

ΣA

1ΣA

Στη συνέχεια φέρουμε το 

τμήμα BΔ  παράλληλο και 

ίσο προς το  και 
κατασκευάζουμε το παραλ-

ληλόγραμμο 

ΣA P=

B

A

ΔΕΓ . Θα δεί-
ξουμε ότι το εμβαδόν αυτού 

Η

Β1 Γ1

Ζ

ΕΔ

Σ

Γ2

Α1

Α2

Β2

Λ

Μ

Ρ
ΓΒ

Α

Σχήμα 4
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του παραλληλογράμμου είναι ίσο με άθροισμα των εμβαδών των ορθογωνίων 

που κατασκευάστηκαν στις πλευρές AΓ  και AΒ  του τριγώνου. Ονομάζουμε , 

 τα σημεία στα οποία η  τέμνει τις B , 

Ζ

Η ΣΑ Γ ΔΕ  και ,  τα σημεία στα οποία 

οι ,  τέμνουν αντίστοιχα τις , 

Ι Θ

1ΣA 2ΣA ΕΓ ΔB

= =

2

( )ΕΓ

. Τότε ισχύει διαδοχικά 

( ) (Γ ΓΓ(ε AΓI

( 2ABB A

)

ε ΒΔ

( )1 1ΓΓ

)Σ ε A

)

ε£

(ε AΓΓ

)

)

) ε

2 1A

1 1ΓΓ

³ +

ε ΖΗΕ

= =

(ε ABB

 
και   , από τις οποίες προκύπτει ότι:  

 (4) 

( ) ( )ΔΗΖ ε ΑΒΘΣ ε

( )2 1 2ε ΑΓΓ A A= =

ε Β

( )Γ

1 3βr³

2ε Β

αR

ΔΕ

Επειδή όμως προφανώς , συμπεραίνουμε από 

την προηγούμενη ότι , δηλαδή 

, ο.ε.δ. 

(BB

2 1BB A ( 2 2ε ABB A )

2γr+

 
ΣΧΟΛΙΟ: Η ισότητα (4) στην οποία στηρίχτηκε η προηγούμενη απόδειξη απο-

τελεί μια ενδιαφέρουσα, γνωστή από την αρχαιότητα, γενίκευση του 
Πυθαγόρειου θεωρήματος που περιέχεται στη Μαθηματική Συναγωγή 
του Πάππου του Αλεξανδρινού (βλ. [26], σ. 311). Η ευφυής ιδέα να 
χρησιμοποιηθεί η πρόταση αυτή του Πάππου για την απόδειξη της 
ανισότητας Erdős–Mordell οφείλεται στον D.K. Kazarinoff και δημο-
σιεύτηκε το 1957 (βλ. σχετικά στο [12] και στο [13], σ. 84). Στην προ-
ηγούμενη απόδειξη έχουμε εφαρμόσει την ιδέα αυτή με τέτοιο τρόπο, 
ώστε να εκφράζεται το αυθεντικό γεωμετρικό νόημα της ανισότητας (3). 

 
§1.3 Άλλες γεωμετρικές αποδείξεις με 
χρήση εμβαδών 

Αν AΣ  είναι το ύψος του τριγώνου AΒΓ

M⋅

 

προς την πλευρά , τότε από την ισότητα 

εμβαδών  προ-

κύπτει ότι . 

Επειδή όμως είναι , συμπεραί-

νουμε από την προηγούμενη ότι 

, δηλαδή: 

 (5) 

ΒΓ

( )

ˆ

( (ΑΓ ε ABP+

Σ Α Λ +

Σ £

⋅

)Ρ

Γ Ρ⋅

PA

PM

)

AB P

ε

AΓ⋅ ³

1 2r

AB

γ+

Γ ε=

⋅ =

A

AB+

ΒΓ

P⋅

r

A

Λ

3

BΓ

αR

PA

β³

Η τελευταία, απλή ανισότητα, μπο-
ρεί να χρησιμοποιηθεί για να αποδειχθεί η (3) με διάφορους τρόπους. Ένας 
από τους απλούστερους είναι ο εξής: 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι είναι  και κατα-

σκευάζουμε τη γωνία  (ή  όταν η  είναι αμβλεία). Αν 

B̂ Γ>
ˆ ˆΛPΔ 90 B= - B̂ 90-  B̂

r3 r2

R1

Α

Μ
Λ

Δ
Β

Ε

Σ Ρ Γ

Σχήμα 5



162 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

Ε  είναι το σημείο στο οποίο η ΔΡ  τέμνει την προέκταση της AΒ , τότε προφα-

νώς είναι  και , δηλαδή το τρίγωνο ˆAΔΕ B= ˆ ˆˆAΕΔ Γ= AΔE  είναι όμοιο προς 

το AΒΓ  και ισχύουν οι αναλογίες 
AΔ ΑΒ

ΔΕ ΒΓ
=  και 

AΕ ΑΓ

Ε Β
=

Γ
. 

Δ

Σύμφωνα με την (5), στο τρίγωνο AΔE  ισχύει 

,  δηλαδή ΔE PA AΔ PΛ⋅ AE⋅ ³ + PM⋅

ΑΔ ΑΕ
ΡΛ ΡΜPA

ΔΕ ΔΕ
³ ⋅ + ⋅

2

 

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σύμφωνα με τις προηγούμενες αναλο-

γίες παίρνουμε την B , δηλαδή , ο.ε.δ. Γ Λ AΓ PM+ ⋅PA⋅ ³ ⋅AB P 1 3βr³αR γr+

 
ΣΧΟΛΙΟ: Η προηγούμενη απόδειξη στηρίζεται στην κατασκευή της ευθείας 

ΔΕ , που είναι η αντιπαράλληλη της B  από το σημείο . Η ιδέα αυ-
τή, η οποία παρέχει μια εξαιρετικά απλή απόδειξη της ανισότητας 
Erdős–Mordell, οφείλεται στον Γ. Τσίντσιφα και δημοσιεύτηκε το 1988 
στο [28], σ. 28. Μια διαφορετική απόδειξη της ανισότητας Erdős–
Mordell με βάση την ανισότητα (5) δόθηκε το 1961 από τον A. Op-
penheim στο [19]. Συγκεκριμένα, ο Oppenheim χρησιμοποίησε την 
(5) για να αποδείξει την ανισότητα 

Γ P

( )2

B

ΜΛ

1 1r R 2 2r R 3 3 2 3 3r R 2 r r r r+ + ³ + 1 1r r+

B

των 

θεία

. 

Η εφαρμογή της τελευταίας στο ισογώνιο συζυγές σημείο του Ρ δίνει 
αμέσως την ανισότητα Erdős–Mordell. Στα ελληνικά η απόδειξη του 
Oppenheim έχει δημοσιευτεί στο [25], σσ. 127-129, ενώ μια απλο-
ποιημένη μορφή της ίδιας απόδειξης δημοσίευσε το 1997 ο V. Ko-
mornik στο [14]. 

 
§1.4 Γεωμετρικές αποδείξεις με χρήση ομοίων τριγώνων και αναλογιών 

Η απόδειξη αυτή στηρίζεται 

στην ανισότητα , 

όπου 1 , 1Γ  είναι οι προβο-

λές , Γ  αντίστοιχα 

στην ευ  

1 1Γ

M

BΓ B³

. 
Από τα όμοια ορθο-

γώνια τρίγωνα  και 1BB

AΛΡ  προκύπτει η αναλογία 

1ΒΜ ΒΜ

ΡΛ ΡΑ
=  και από την τε-

r3

r2

R1

Α

Β1

Γ1
Λ

Μ

Ρ Γ

Σχήμα 6

Β
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λευταία η ισότητα 1

ΡΛ ΒΜ
B M

ΡΑ

⋅
= . Αντίστοιχα, από τα όμοια τρίγωνα  και 1ΓΓ Λ

AMP  προκύπτει η ισότητα 1

ΡM ΓΛ
ΛΓ

ΡΑ

⋅
= . Επίσης, στο εγγράψιμο τετράπλευ-

ρο AMPΛ , σύμφωνα με το θεώρημα του Πτολεμαίου, ισχύει η ισότητα ΜΛΡΑ 

= ΡΛΑΜ + ΡΜΑΛ, από την οποία προκύπτει ότι  

 
ΡΛ ΑΜ ΡΜ ΑΛ

MΛ
ΡΑ ΡΑ

⋅ ⋅
= + . 

Κατόπιν των ανωτέρω η ανισότητα  διαδοχικά γίνεται: 1 1ΒΓ B Γ³

1 1ΒΓ B M MΛ ΛΓ³ + +  ή 

ΡΛ ΒΜ ΡΛ ΑΜ ΡΜ ΑΛ ΡM ΓΛ
ΒΓ

ΡΑ ΡΑ ΡΑ ΡΑ

⋅ ⋅ ⋅
³ + + +

⋅

2

 ή 

( ) ( )ΒΓ PA BM AM PΛ AΛ ΓΛ PM⋅ ³ + + +  ή 

PA AΓ PM AB PΛ⋅ ³ ⋅ + ⋅ ,  δηλαδή  , ο.ε.δ. 1 3αR βr γr³ +ΒΓ

 
ΣΧΟΛΙΟ: Η πρώτη γεωμετρική απόδειξη της ανισότητας Erdős–Mordell με α-

ποκλειστική χρήση ομοίων τριγώνων και αναλογιών, δόθηκε το 1958 
από τον L. Bankoff στο [3]. Την απόδειξη αυτή έχει συμπεριλάβει ο 
H.S.M. Coxeter στο κλασικό βιβλίο του [4], σ.9, ενώ στην ελληνική 
βιβλιογραφία υπάρχει στο [24], σ. 84. To θεώρημα του Πτολεμαίου, 
το οποίο συμβάλλει αποφασιστικά στην απλοποίηση της απόδειξης 
του Bankoff, χρησιμοποιήθηκε για διαφορετικές αποδείξεις το 1993 
από τον A. Avez στo [2] και το 2001 από τον H. Lee στο [15]. Η πα-
ρακάτω, απλούστερη απόδειξη οφείλεται στον Γ. Τσίντσιφα και πε-
ριέχεται στο [29]: 

Ονομάζουμε 1Α  το σημείο τομής της  

με τον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώ-

νου και φέρουμε τις κάθετες 

PA

r2r3

R1

Μ1

Λ1

Α1

Λ

Μ

Ρ
ΓΒ

Α

Σχήμα 7

1 1 , 1 1Α Λ Α M  

προς τις πλευρές AΓ , AB  αντίστοιχα. 
Από το θεώρημα του Πτολεμαίου είναι 

1 1ΒΓ AA AΓ⋅ =

1

1A B AB⋅ + A Γ⋅

B A Λ⋅

 

Οπότε 1   1 1 1ΒΓ AA AΓ A M A⋅ ³ ⋅ +

ή  1 1 1 1

1 1

A M Α Λ
ΒΒΓ AΓ Α

AA
 (1) 

ΑΑ
³ ⋅ + ⋅

Επειδή όμως είναι 1 1

1

A Μ

AA
=
ΡΜ

ΡΑ
 και 



164 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

1 1

1

A Λ ΡΛ

ΑΑ Ρ
=

Α

2

εις ίο

 

1

, από την (1) προκύπτει ότι 

ΒΓ PA ΑΓ PM AB PΛ⋅ ³ ⋅ + ⋅ ,  δηλαδή  , ο.ε.δ. 1 3αR βr γr³ +

§2. Οι βελτιώσεις, επεκτάσεις και γενικεύσεις της ανισότητας Erdős-Mordell 

Μεγαλύτερο και ακόμη πιο συναρπαστικό μαθηματικό ενδιαφέρον από τις διά-
φορες αποδείξεις της ανισότητας Erdős–Mordell, παρουσιάζει η αναζήτηση 
ισχυρότερων μορφών ή γενικεύσεων της ανισότητας. Τα αποτελέσματα που 
έχουν επιτευχθεί προς αυτή την κατεύθυνση συνιστούν μια εξαίρετη σπουδή 
πάνω στη διαδικασία της γενίκευσης, με την εισαγωγή παραμέτρων ή συναρ-
τήσεων και την επιστράτευση μεθόδων και εργαλείων από διαφορετικές περιο-
χές των Μαθηματικών. 
 
§2.1 Από τις κάθετες στις διχοτόμους 

Η δεύτερη απόδειξη της εικασίας του 
Erdős που δόθηκε το 1937 από τον D. F 
Barrow, υπήρξε ταυτόχρονα και μια ση-
μαντική βελτίωση της ανισότητας. Ο 
Barrow έδειξε συγκεκριμένα ότι οι απο-

στάσ  P P PM  του σημε υ P  
από τις πλευρές του τριγώνου μπορούν 
να αντικατασταθούν από τις διχοτόμους 

1 , 1 ,  των γωνιών , , 

. Δηλαδή αληθεύει η ισχυρότερη 
ανισότητα: 

K

Λ

, Λ

1PM

, 

PK

ˆAPB

P ˆBPΓ ˆΓPA

Μ

Κ

Λ

Κ1

Λ1

Μ1

Β Γ

Α

Ρ

Σχήμα 8

φφ

 

( )1 1PA PB PΓ 2 PK PΛ PM+ + ³ + +   (6) 

Η απόδειξη της (6) στηρίζεται στη επόμενη, ενδιαφέρουσα ανισότητα την οποία 
προτάσσουμε υπό μορφή λήμματος: 
 

ΛΗΜΜΑ: Αν , ,  είναι γωνίες με και , ,  θετικοί 

πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύει: 

φ ω θ φ ω θ π+ + = x y z

x y z 2 yz συνφ 2 zx συνω 2 xy συνθ+ + ³ ⋅ + ⋅ + ⋅   (7) 

 
Απόδειξη του λήμματος 

Η απόδειξη προκύπτει αμέσως από την παρατήρηση ότι ισχύει: 
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( ) ( )2 2

x y z 2 yz συνφ 2 zx συνω 2 xy συνθ

x y συνθ z συνω y ημθ z ημω 0

+ + - ⋅ - ⋅ - ⋅ =

- ⋅ - ⋅ + ⋅ - ⋅ ³
 

 
 

Απόδειξη της ανισότητας (6) 

Αν θέσουμε , ,  (είναι ), τότε 

έχουμε διαδοχικά (το ε

ˆBPΓ 2φ= ˆΓPA 2ω= ˆAPB 2θ= φ ω θ π+ + =

  συμβολίζει εμβαδόν):  

( ) ( ) (1 12ε PBΓ 2ε PBK 2ε PΓK= + )    ή 

1 1PB PΓ ημ2φ PB PK ημφ PΓ PK ημφ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅    ή 

( ) 12PB PΓ συνφ PB PΓ PK⋅ ⋅ = + ⋅    ή, 

(λαμβάνοντας υπόψη την ανισότητα αριθμητικού–γεωμετρικού μέσου 

x y 2 xy+ ³ ) 

12PB PΓ συνφ 2 PB ΡΓ PK⋅ ⋅ ³ ⋅ ⋅  ή 1PB ΡΓ συνφ PK⋅ ⋅ ³ . 

Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο προκύπτουν και οι ανισότητες: 

1ΡΓ PA συνω ΡΛ⋅ ⋅ ³    και   1ΡA PB συνθ ΡM⋅ ⋅ ³ . 

Λαμβάνοντας τώρα υπόψη την (7) και τις προηγούμενες ανισότητες έχουμε:  

PA PB PΓ 2 PB PΓ συνφ 2 PΓ PA συνω 2 PA PB συνθ+ + ³ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ³

1

 

( )1 12 PK PΛ PM³ + +  

 
ΣΧΟΛΙΟ: Την προηγούμενη απόδειξη παραθέτει ο H.S.M. Coxeter στο [4], 

σ.419, ενώ στην ελληνική βιβλιογραφία υπάρχει στο [24], σ. 84. Στην 
απόδειξη της εικασίας του Erdős το 1937 ο D.F. Barrow είχε χρησι-
μοποιήσει ως λήμμα μια γενικότερη μορφή της (7), συγκεκριμένα την 

ανισότητα 
κλ λμ μκ

κ συνφ λ συνω μ συνθ
2μ 2κ 2λ

⋅ + ⋅ + ⋅ £ + +     (8), 

όπου , ,  γωνίες με  και κ, λ, μ θετικοί πραγμα-

τικοί αριθμοί. Η (7) προκύπτει από την (8) αν θέσουμε 

φ ω θ φ ω θ π+ + =

κ 2 yz= , λ = 

λ 2 zx=  και μ 2 xy= . 

Η (8) αποτελεί γενίκευση της γνωστής ανισότητας 

3
1 συνA συνB συνΓ

2
< + + £ , η οποία ισχύει για τις γωνίες κάθε 

τριγώνου ΑΒΓ και μπορεί να αποδειχθεί με πολλούς ενδιαφέροντες 
τρόπους. 
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§2.2 Από το τρίγωνο σε τυχαίο κυρτό πολύγωνο 

H χρήση της τριγωνομετρικής ανισότητας (8) από τον D.F. Barrow για την α-
πόδειξη της ισχυρότερης μορφής (6) της ανισότητας Erdős–Mordell, παρέχει το 
υπόβαθρο μιας σημαντικής γενίκευσης της τελευταίας σε οποιοδήποτε κυρτό 
πολύγωνο. Η γενίκευση αυτή στηρίζεται σε μια αντίστοιχη γενίκευση της (8), 
την οποία διατύπωσε ο L. Fejes Tóth το 1953 ως εικασία στο [9] με την ακό-
λουθη μορφή: 

Αν , , …,   και , , …,  είναι θετικοί πραγματικοί α-

ριθμοί με  , τότε ισχύει 

1x 2x vx

1 2θ θ+ +
1θ

+
2θ

vθ =
vθ

... π

( )2 2
1 2 1 2 3 2 v 1 v 1 2 v

π
x x συνθ x x συνθ ... x x συνθ συν x x ... x

v

æ ö÷ç+ + + £ + + +÷ç ÷çè ø
2    (9) 

Η (8) προκύπτει από την (9) για v 3 , αν θέσουμε , 

 και . 

= 1 2x x κ=

2 3x x λ= 3 1x x μ=

Χρησιμοποιώντας τώρα ουσιαστικά την ίδια μέθοδο που ακολουθήσα-
με για την απόδειξη της ανισότητας (6) (βλ. §2.1), καταλήγουμε με τη βοήθεια 
της (9) στη γενίκευση της ανισότητας Erdős–Mordell για ένα κυρτό πολύγωνο: 

Αν  είναι εσωτερικό σημείο ενός κυρτού ν–γώνου, τότε το άθροισμα 

των αποστάσεων του  από τις κορυφές είναι μεγαλύτερο ή ίσο από το γινό-

μενο του 

P

P

1

συνççç
π
v

æ ö÷÷÷è ø

 επί το άθροισμα των αποστάσεων του P  από τις πλευρές.4 

Έτσι λοιπόν, η ανισότητα Erdős–Mordell για το κυρτό τετράπλευρο έχει 
τη μορφή: 

(1 2 3 4 1 2 3 4R R R R 2 r r r r+ + + ³ + + + )

                                                

 (10) 

Μια απόδειξη της (9) για την περίπτωση ν = 4 δόθηκε το 1958 από τον 
Α. Florian στο [10]. Στη γενική περίπτωση, η εικασία του Fejes Tóth  αποδεί-
χθηκε με όχι στοιχειώδη μέσα το 1961 από τον H.-C. Lenhart στο [16]. Μερικά 
νεότερα αποτελέσματα για το συγκεκριμένο ζήτημα έδωσε το 2000 ο F. Abi – 
Khuzam στο [1]. 
 
§2.3 Από το εσωτερικό του τριγώνου στο επίπεδο του τριγώνου 

Μια άλλη σκέψη για την επέκταση της ανισότητας Erdős–Mordell αφορά τη θέ-

ση του σημείου . Είναι αναγκαίο να βρίσκεται το σημείο  στο εσωτερικό ή 
στις πλευρές του τριγώνου; Ο D.K. Kazarinoff, στην απόδειξη που έδωσε το 
1957 χρησιμοποιώντας την πρόταση του Πάππου, παρατηρεί ότι η απόδειξη 

P P

 
4 Όπου βέβαια οι αποστάσεις από τις πλευρές μπορούν να αντικατασταθούν με τα μήκη των διχοτόμων 
των γωνιών υπό τις οποίες το σημείο Ρ “βλέπει” τις πλευρές του πολυγώνου. 
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ισχύει ακόμη και όταν το  είναι εξωτερικό σημείο του τριγώνου, με την προϋ-
πόθεση ότι παραμένει στο εσωτερικό του περιγεγραμμένου κύκλου. Φυσικά 
στην περίπτωση αυτή πρέπει να συμφωνηθεί κάποια σύμβαση για τα πρόσημα 

των αποστάσεων του  από τις πλευρές του τριγώνου. Το 1973 ο H. Demir 
στο [6] διατύπωσε την εικασία ότι η ανισότητα Erdős–Mordell ισχύει για κάθε 

σημείο  στο επίπεδο του τριγώνου 

P

P

P ΑΒΓ , αρκεί να θεωρήσουμε ότι η από-

σταση του  από κάποια πλευρά είναι θετική ή αρνητική ανάλογα με το αν η 

απέναντι κορυφή και το  βρίσκονται προς το ίδιο μέρος ή σε αντίθετα μέρη 
της πλευράς αυτής. Το αποτέλεσμα αυτό αποδείχθηκε το 1984 από τον C.W. 
Dodge στο [8]. Για μια πρόσφατη πραγμάτευση του ίδιου ζητήματος βλ. στο [7] 
και ελληνικά στο [22]. 

P

P

 
§2.4 Από το επίπεδο στο χώρο 

Μετά την επέκταση της ανισότητας Erdős–Mordell στο επίπεδο, αναδύεται φυ-
σιολογικά το ερώτημα για τη δυνατότητα μιας επέκτασης στο χώρο. 
Στο ίδιο τεύχος του Michigan Mathematics Journal, στο οποίο ο D.K. Kazarinoff 
δημοσίευσε το 1957 την απόδειξη της ανισότητας χρησιμοποιώντας την πρό-
ταση του Πάππου (βλ. §1.2), ο γιος του Ν.D. Kazarinoff χρησιμοποίησε μια 
επέκταση της τελευταίας στο τετράεδρο για να αποδείξει την ακόλουθη ειδική 
περίπτωση: 

Αν ΑΒΓΔ  είναι ένα τετράεδρο με ισοδύναμες έδρες και  ένα σημείο 
στο εσωτερικό του, τότε ισχύει 

P

( 2+ + )1 2 4 1 3 4R R 3 r r r r+ + ³ +   (11) 3 +R

2R

2r

R

όπου , , ,  είναι οι αποστάσεις του  από τις κορυφές του τετραέ-

δρου και , , ,  οι αποστάσεις από τις έδρες του. 

1R

1r

3R

3r

4R

4r

P

Η (11) θα αποτελούσε πράγματι την ιδανική επέκταση της ανισότητας 
Erdős–Mordell στο χώρο των τριών διαστάσεων, αλλά δυστυχώς δεν αληθεύει 
για κάθε τετράεδρο. Ο Ν.D. Kazarinoff παραθέτει στο [13], σ. 116 σχετικό αντι-
παράδειγμα και διατυπώνει την εικασία ότι αληθεύει γενικά η ανισότητα 

( )1 2 3 4 12 2 r 2 3 4R R r r r+ + ³ + + +R R+  (12) 

Η τελευταία έχει επαληθευτεί για όλα τα τρισορθογώνια τετράεδρα κα-
θώς και όλα τα τετράεδρα που περιέχουν το κέντρο της περιγεγραμμένης 
σφαίρας τους, αλλά παραμένει αναπόδεικτη για τυχαίο τετράεδρο. 
Ένα ωραίο αντιπαράδειγμα, στο οποίο ισχύει η (12) αλλά όχι η (11), παρατίθε-
ται στο [29] ενώ μερικά νεότερα αποτελέσματα αναφέρονται από τον J. Sándor 
στο [20]. 

 
§2.5 Εισαγωγή παραμέτρων και συναρτήσεων 
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Οι γενικεύσεις της ανισότητας Erdős–Mordell δεν αφορούν μόνο τη θέση του 
σημείου Ρ, το είδος του πολυγώνου ή τη διάσταση του χώρου, αλλά και την 
ίδια τη μορφή της ανισότητας. Ο A. Florian το 1958 στο [10] και ανεξάρτητα ο 

A. Oppenheim το 1961 στο [19], έδειξαν ότι για  ισχύει: 0 κ 1< £

(κ κ κ κ κκ
1 2 3 1 2 3R R R 2 r r r+ + ³ + + )κ  (13) 

Η ανισότητα αυτή προκύπτει από μια αντίστοιχα γενικευμένη μορφή 
της (3). Συγκεκριμένα, εφαρμόζοντας τη γνωστή ανισότητα 

κ κ κv w v w

2 2

æ ö+ +÷ç ³÷ç ÷çè ø
 ( v ,  και ), παίρνουμε από την 

 την ανισότητα 

w

2

κ
2

0> 0 κ 1< £

1 3αR βr γr³ +

( )κ κκ κ 1 κ κ
1 3α R 2 β r γ r-³ +  

Από την τελευταία και τις κυκλικά παραγόμενες από αυτήν προκύπτει η 
(13) με τον κλασικό τρόπο (βλ. §1). 

Μια άλλη γενίκευση δόθηκε πρόσφατα από τους  S. Dar και S. Gueron 
στο [5]. Χρησιμοποιώντας ουσιαστικά την τριγωνομετρική απόδειξη του L. 
Mordell (βλ. §1.1) και την ανισότητα αριθμητικού – γεωμετρικού μέσου, έδειξαν 
ότι για τυχαίους θετικούς αριθμούς λ1, λ2, λ3 ισχύει: 

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 1
λ R λ R λ R 2 λ λ λ r r

λ λ λ

æ ö÷ç ÷+ + ³ + +ç ÷ç ÷÷çè ø
r  (14) 

Η ισότητα ισχύει όταν το Ρ είναι περίκεντρο του τριγώνου και οι πλευ-

ρές του επαληθεύουν τη σχέση 1 2α : β : γ λ : λ : λ= 3  

Όπως έδειξε ο W. Janous στο [11], η (14) επιδέχεται την επόμενη γενί-
κευση, αντίστοιχη (και όμοια αποδείξιμη) με τη (13): 

κ κ κ κ κ κ
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 1
λ R λ R λ R 2 λ λ λ  r r

λ λ λ

æ ö÷ç ÷+ + ³ + +ç ÷ç ÷÷çè ø
κr  (15) 

Ιδιαιτέρως ενδιαφέρουσες είναι οι γενικεύσεις που έδωσε πρόσφατα ο R. 
Satnoianu στο [21]. Θεωρώντας ότι η ανισότητα Erdős–Mordell εκφράζει μια 

σύγκριση των τιμών , , , , ,  της συνάρτησης 

, ο Satnoianu εξετάζει τις συνέπειες που έχει η αντικατάσταση της  

από άλλες συναρτήσεις. Τα βασικά αποτελέσματά του μπορούν να συνοψι-
στούν στα εξής: 

1f(R ) 2f(R ) 3f(R ) 1f(r ) 2f(r ) 3f(r )

f(x) x= f

 

ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση [ ) [ )f : 0,d 0, +¥ , ονομάζεται πολλαπλασιαστικά 

κυρτή όταν για κάθε [ )0,dx,y Î  ισχύει η ανισότητα: 
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( )f(x)x(y) f xy³ . 5 

ΛΗΜΜΑ: Αν [ ) [ )f : 0,d 0, +¥  είναι κυρτή συνάρτηση, τότε για όλα τα x ,  

του πεδίου ορισμού με 

y

[ )x y 0,d+ Î  ισχύει η ανισότητα: 

f(x y) f(0) f(x) f(y)+ + ³ +  (16) 

Με βάση τα παραπάνω, ο Satnoianu χρησιμοποιεί την κεντρική ιδέα της από-
δειξης του L. Mordell για να αποδείξει το εξής:    
 

ΘΕΩΡΗΜΑ: Έστω AΒΓ  ένα τρίγωνο και [ ) [ )f : 0,d 0, +¥  μια αύξουσα και 

πολλαπλασιαστικά κυρτή συνάρτηση που ικανοποιεί την ανισότητα (16). Αν το 

 είναι μεγαλύτερο από το μήκος της μεγαλύτερης πλευράς του d AΒΓ , τότε για 

κάθε εσωτερικό σημείο Ρ  του AΒΓ  ισχύει η ανισότητα: 

( )1 2 3 1 2f(R ) f(R ) f(R ) 3f(0) 2 f(r ) f(r ) f(r )+ + + ³ + + 3  (17) 

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το τρίγωνο AΒΓ  είναι ισόπλευρο και 

 είναι το κέντρο του. Ρ
Υπάρχουν πολλές στοιχειώδεις συναρτήσεις που πληρούν τις προϋ-

ποθέσεις του θεωρήματος και μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην ανισότητα 
(17). Π.χ.: 

Από την  προκύπτει η κλασική ανισότητα Erdős–Mordell. f(x) x=

Από την  με  προκύπτει η ανισότητα 

. Από την  με  προκύπτει η 

ανισότητα . 

κf(x) x=
κ κ

1 2r r+ +

1 2R Rα α α+ +

κ 1>

f(

1rα α+

( )κ κ κ κ
1 2 3 3R R R 2 r+ + ³

+

κ

                                                

xx) α=

( )3 32R rr α+

α 1>

3 2³

Όπως γίνεται φανερό, με την προσέγγιση αυτή οι δυνατότητες γενίκευ-
σης της εικασίας που διατύπωσε πριν 70 χρόνια ο Paul Erdős, είναι ουσιαστικά 
ανεξάντλητες.   

 
§3. Αναζήτηση μιας νέας γεωμετρικής απόδειξης 

Κλείνουμε αυτή την ανασκόπηση των αποδείξεων και γενικεύσεων της ανισό-
τητας Erdős–Mordell με την ακόλουθη παρατήρηση. 

Όπως σημειώσαμε στην §1, κάθε απόδειξη της ανισότητας 

( )1 2 3 1 2 3R R R 2 r r r+ + ³ + +  , 
είναι ουσιαστικά μια απόδειξη της ανισότητας  

 
5 Το εξής θεώρημα εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας μεγάλης κλάσης πολλαπλασιαστικά κυρτών συναρτή-
σεων: 
Έστω f μια δυναμοσειρά με ακτίνα σύγκλισης R > 0. Αν όλοι οι συντελεστές της σειράς είναι μη αρνητι-
κοί, τότε η συνάρτηση f είναι ταυτόχρονα κυρτή και πολλαπλασιαστικά κυρτή σε κάθε διάστημα [0, d) 
με d < R.     



170 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

1 2 3 1 2

γ β γ α β α
R R R  r  r  r

β γ α γ α β

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç ç+ + ³ + + + + +÷ ÷ç ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø 3
÷÷÷÷

1

 (2) 

η οποία συνδέει τις αποστάσεις , , , , ,  με τις πλευρές του τρι-

γώνου (ή, ισοδύναμα, με τα ημίτονα των γωνιών του). Η (2) με τη σειρά της 
είναι συνέπεια των ανισοτήτων 

1R 2R 3R 1r 2r 3r

1 3αR βr γr³ + 2 2 3R αr γr³ +,  β ,  , (3) 1 3 2γR αr βr³ +

μέσω των 
γ β

2
β γ
+ ³   ,   

γ α
2

α γ
+ ³   ,   

β α
2

α β
+ ³ . 

Όπως διαπιστώσαμε στην §1.2, η πρόταση του Πάππου (δηλ. η γενί-
κευση του Πυθαγόρειου θεωρήματος σε τυχαίο τρίγωνο) παρέχει μια απόδειξη 
των ανισοτήτων (3) που αναδεικνύει την αυθεντική γεωμετρική σημασία τους 
(σχέσεις εμβαδών των ορθογωνίων που περιέχονται από τις πλευρές του τρι-

γώνου και τις αποστάσεις του  από τις κορυφές και τις πλευρές). Από την 

άλλη μεριά, η ανισότητα 

Ρ

γ β
2

β γ
+ ³  που γράφεται ισοδύναμα 

2β γ
βγ

2

æ ö+ ÷ç ³÷ç ÷çè ø
, 

σημαίνει γεωμετρικά ότι: “το τετράγωνο έχει μεγαλύτερο εμβαδόν από ένα ορ-
θογώνιο με την ίδια περίμετρο”. 

Το ερώτημα που τίθεται είναι το εξής: Μπορεί να δοθεί μια απόδειξη της 
(2) που αναδεικνύει ταυτόχρονα τις δύο προηγούμενες γεωμετρικές σημασίες; 
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Μια νέα πρόταση 
 

 Ιωσηφίδης Λεωνίδας 
 Μαθηματικός, Βέροια 
 

 
 

ΣΧΟΛΙΑ Σ.Ε 
Στο προηγούμενο τεύχος του Α δημοσιεύσαμε μια άσκηση Στατιστικής 

(την Γ87) του Γ. Ιωσηφίδη που είναι η εξής: 
 
Κατά τον υπολογισμό της διακύμανσης ενός δείγματος τριών ακεραίων 
αριθμών ένας μαθητής βρήκε μέση τιμή χ=15 και τυπική απόκλιση s=5. 
Αποδείξτε ότι ο μαθητής έκανε λάθος. 
 
Η λύση της άσκησης αυτής περιληπτικά είναι η εξής:  
 
Αν α,β,γ είναι οι τρεις ακέραιοι, από τη σχέση: 

x 15 α β γ 45=  + + =  (1)  

και από τη σχέση: 
2 2 2s 5 α β γ 750=  + + =  (2) 

Από την (1) με ύψωση στο τετράγωνο προκύπτει: 
2 2 2α β γ 2αβ 2βγ 2γα 2025+ + + + + =

2(αβ βγ γα) 1275+ + =

 και λόγω της (2) βρίσκουμε: 

 

Η ισότητα αυτή όμως είναι αδύνατη για ακεραίους α,β,γ επειδή το πρώτο μέλος 
είναι άρτιος και το δεύτερο μέλος είναι περιττός. 
Λεπτομέρειες της λύσης καθώς και δεύτερη λύση θα κυκλοφορήσουν με το 
τεύχος των λύσεων. 
 
Με αφορμή την άσκηση αυτή ο Λεωνίδας Ιωσηφίδης μας έστειλε μια πρόταση 
που πιθανότατα εμφανίζεται για πρώτη φορά. Η πρόταση είναι η εξής: 
 
Η τυπική απόκλιση τριών ακεραίων που δεν είναι όλοι ίσοι δεν μπορεί να 
είναι ρητός (και κατά συνέπεια ακέραιος) αριθμός. 
 
Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης είναι πρωτότυπη.  
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 Στο τ4 δημοσιεύσαμε επίσης μια πρωτότυπη εργασία του Γιάννη Τσό-
πελα από την Αμαλιάδα πάνω στη θεωρία των αριθμών με τίτλο “ΟΙ ΣΥΝΑΡ-
ΤΗΣΕΙΣ Σ(ν) ΚΑΙ Στ(ν) ΚΑΙ ΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥΣ (σελ 96-105). Σκεφτήκαμε 
ότι η απόδειξη θα μπορούσε να γίνει και με τη βοήθεια της θεωρίας αυτής. Ζη-
τήσαμε λοιπόν από το συνάδελφό μας να ασχοληθεί με το θέμα. Ο Γιάννης 
Τσόπελας μας έστειλε μια απόδειξη στηριζόμενη πάνω στο δικό του άρθρο. 
Δεν τη δημοσιεύουμε λόγω του μεγέθους της. 
 
Ακολουθεί το άρθρο του Λεωνίδα Ιωσηφίδη 
 
Πρόταση 

Η μεταβλητή x  παίρνει μόνο τρεις ακέραιες τιμές, όχι άλλες ίσες. Να 
αποδειχθεί ότι η τυπική της απόκλισης δεν μπορεί να είναι ακέραιος 
αριθμός. 
 

Απόδειξη 

Έστω  α, β, γ  οι τρεις τιμές της x , 
 


α β γ

x
3

 η μέση τιμή της και  σ  η τυπι-

κή της απόκλισης. 

Ισχύει:              
2 2 22 1

σ α x β x γ x
3

. 

Επομένως:     σ 0 α β γ x . 

Υποθέτουμε λοιπόν: . σ 0

Για την τυπική απόκλιση επίσης ισχύει: 

    2 2 2 21
σ α β γ x

3
2  ή 

         
 

2
2 2 2 21 α β γ

σ α β γ
3 3





2

2

 

         22 2 2 29σ 3 α β γ α β γ  

  (1).          229σ α β β γ γ α

Θέτουμε:    
     


  

β γ Α

γ α Β Α Β Γ 0

α β Γ

 (2). 

Η (1) γίνεται:    2 2 29σ Α Β Γ
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Και λόγω της (2): 

     22 2 2Α Β Α Β 9σ  ή     2 22 2Α Β ΑΒ 9σ  (3). 

Δεν μπορεί Α 0  διότι τότε η (3) γίνεται: 

      
2

2 2
2

ΒΒ 9 3 3 2
2Β 9σ

2 σ 22σ
  

άτοπο διότι Β ,  ακέραιοι. σ

Όμοια, δεν μπορεί . B 0

Έστω λοιπόν . A,B 0

Στη σχέση (3) ο 2 διαιρεί το 1ο μέρος, άρα θα διαιρεί και το 2ο, δηλαδή,  και 

επειδή  και επειδή ο 2 είναι πρώτος θα έχουμε  άρα 

, με . 

22 / 9σ

2 /σ    22,9 1 2 /σ

1 1σ *Î �σ 2σ

Η (3) τώρα γίνεται: 

      ( ) 22 2
12 Α Β ΑΒ 36σ+ + =  ή 22 2

1Α Β ΑΒ 18σ+ + =  (4). 

Από την (4) προκύπτει ότι οι  είναι άρτιοι. A,B

Πράγματι: 

 αν A,B  περιττοί τότε 

2Α  = περιττός 
2Β  = περιττός 

ΑΒ  = περιττός 

2 2Α Β Α

üïïïïïï  + +ýïïïïïïþ

Β 2
118σ = περιττός   = περιττός, άτοπο. 

 αν  Α = περιττός,  Β = άρτιος τότε 
2Α  = περιττός 
2Β  = άρτιος 

ΑΒ  = άρτιος 

2 2Α Β Α

üïïïïïï  + +ýïïïïïïþ

Β 2
118σ = περιττός   = περιττός, άτοπο. 

 όμοια, δεν μπορεί  Α = άρτιος,  Β = περιττός. 

Έστω λοιπόν  άρτιοι. Άρα: A,B

1A 2A= , , με . 1B 2B= 1 1A ,B Î 
Η (4) γίνεται: 

 2 2 2
1 1 1 1 1A + 4B + 44 Α Β = 18σ  ή 

  (5). ( )2 2
1 1 1 12 Α Β Α Β 9σ+ + = 2

1
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Αποδείξαμε λοιπόν ότι αν υπάρχουν ακέραιοι  που ικανοποιούν την (3) A,B,σ 0¹

   2 22 2Α Β ΑΒ 9σ   

τότε υπάρχουν ακέραιοι 1
A

A
2

= , 1
B

B
2

= , 1
σ

σ
2

=  που ικανοποιούν την (5) 

. ( )2 2
1 1 1 12 Α Β Α Β 9σ+ + = 2

1

*Επαγωγικά βρίσκουμε ότι  υπάρχουν ακέραιοι  v Î" 

v v

A
A

2
= ,  v v

B
B

2
= ,  v v

σ
σ

2
=  που ικανοποιούν την  

( )2 2
v v v v ν2 Α Β Α Β 9σ+ + = 2 . 

Πρέπει όμως v
v v

A l
A 1 1 2 A v log2 log A v

log22
³  ³  £  £  £

og A

*

 

 άτοπο. v Î" 
Επομένως δεν υπάρχουν ακέραιοι  που ικανοποιούν την (3), δηλαδή 

. 

A,B,σ 0¹

σ Ï 
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Οι ευθείες Euler 
των  

τριγώνων εγγράψιμου  
τετραπλεύρου 
 

 Βήττας Κώστας 
Αρχιτέκτων Μηχανικός, Αθήνα 
 

 
 
Προς: 
Την συντακτική επιτροπή του περιο-
δικού Απολλώνιος του παραρτήματος 
Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. 

 Κοινοποίηση τιμής ένεκεν : 
στους κ.κ. Γ. Ευαγγελόπουλο, Ν. 
Ιωσηφίδη, Ι. Καμπά, Ν. Κυριαζή, Α. 
Στροφύλα. 

 
 
Αγαπητοί φίλοι του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ.  

Πρόσφατα ο κ. Ν. Ιωσηφίδης μου έθεσε υπόψη μία πρόταση Γεωμετρίας 
που κατασκεύασε ο ίδιος και με την οποία έχει τύχει να ασχοληθώ στο παρελ-
θόν.  

Αφορά στη σύγκλιση των ευθειών Euler των τεσσάρων τριγώνων που 
ορίζουν τεμνόμενες οι διαγώνιες, σε κάθε εγγράψιμο τετράπλευρο.  

Από όσο γνωρίζω, η πρόταση αυτή είναι πρωτοεμφανιζόμενη στην Ελ-
ληνική βιβλιογραφία (για την ξενόγλωσση έχω ελάχιστη πληροφόρηση). Το ίδιο 
πιστεύω ισχύει (αν και πρέπει να είμαστε επιφυλακτικοί) και για την απόδειξή 
που σας στέλνω. 

Όπως και να έχουν τα πράγματα, την αφιερώνω με εκτίμηση σε όλους 
όσους μοχθούν για την έκδοση του περιοδικού και ιδιαίτερα στον αγαπητό φίλο 
Νίκο Ιωσηφίδη, που την κατασκεύασε. 

Ελπίζω ότι θα κεντρίσει το ενδιαφέρον των αναγνωστών και ανυπομονώ 
για τη δημοσίευση και άλλων αποδείξεων.  

 
Μαρούσι 21-10-2004  Με φιλικούς χαιρετισμούς 

Κώστας Ν. Βήττας 
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αρχιτέκτων  Ε.Μ.Π. 
 



178 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Σε κάθε εγγράψιμο τετράπλευρο: 
(α)  Οι ευθείες Euler των τεσσάρων τριγώνων που ορίζονται από κάθε 
πλευρά και το σημείο τομής των διαγωνίων, τέμνονται στο ίδιο ση-
μείο. 
(β)  Στα ζεύγη των ομοίων από τα παραπάνω τρίγωνα, οι ευθείες που 
συνδέουν το περίκεντρο του ενός με το ορθόκεντρο του άλλου, διέρ-
χονται από το σημείο τομής των διαγωνίων του τετραπλεύρου.  

 
 
Απόδειξη 

Στο σχ.1 έστω  το σημείο τομής των  

διαγωνίων , του εγγεγραμμένου 

στον κύκλο (κ) τετραπλεύρου 

M

,ΒΔΑΓ

ΑΒΓΔ .  
 

Οι μεσοκάθετες των     

τεμνόμενες ορίζουν ανά δύο, τα σημεία 

 περίκεντρα αντίστοιχα 

των τριγώ  ,  Γ,  

ΜΑ,

ΒΜ

ΜΒ, ΜΓ, ΜΔ,

1Κ , 2Κ , 3Κ , 4Κ ,

νων ΓΜΔ ΑΜΒ  αι κ

ΜΔ . Α
 

ν Α Α ,¢  Γ ,¢  είναι οι προβολές ν τω Α  

στην

και 

Γ  αντίστοιχα, ΒΔ  κα ,¢   ι Β Δ ,¢  οι 

προβολές των Β,  Δ,  στην ΑΓ

1Η Γ

, τα 

Γº Ç

ορθό

κεντρα των παραπάνω τριγών ί  α 

και

Θα αποδείξουμε π  το ( ή 

διέρχονται από το σημείο της τομής των διαγω-

-

ων, ε ταναι

4

 αν

Η Α

τίστοιχα

Αº Ç

 

Δ .   

σημεί ΔΔ ,¢ ¢  

2 Β ΓΓ ,¢ ¢º Ç  3Η ΑΑ ΒΒ¢ ¢º Ç   Δ¢ ¢Η Β

 
ρώτα β) ζητούμενο της πρότασης, ότι δηλαδ οι ευθείες 

1 3Κ Η ,  2 4Κ Η ,  3 1Κ Η  και 4 2Κ Η ,  

 

 M  

νίων . του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ

 Από όμοια τρίγωνα  ΑΜΒ , ΓΜΔ,  
ΜΑ ΜΒ

ΜΔ ΜΓ
 =  (1) 

ΜΑ ΜΔ

ΜΒ ΜΓ
 =  (2) 

Από όμοια ορθογώνια τρίγωνα ΓΓ Μ,¢  ΔΔ Μ,¢  
ΜΔ ΜΔ

ΜΓ ΜΓ

¢
 =

¢
 (3) 
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(1), (2), (3) 
ΜΔ ΜΑ ΜΕ

ΜΓ ΜΒ ΜΖ

¢
 = =

¢
 (4) 

(Ε  μέσα των ΜΑ  ΜΒ  αντιστοίχως ). , Ζ, , ,

 

(4) 
ΜΔ ΜΓ

ΜΕ ΜΖ

¢ ¢
 =  (5) 

  οι προβολές των  M ,  επί των τεμνομένων ευθειών   (του  

θεωρουμένου ότι ταυτίζεται με τις προβολές του) ορίζουν τμήματα με ίσους 
λόγους και άρα σύμφωνα με τη βοηθητική πρόταση 1, τα σημεία αυτά ανή-

κουν στην ίδια ευθεία. Αποδεικνύεται δηλαδή ότι η ευθεία  διέρχεται από 

το σημείο Μ  

3Κ , 1Η , ΑΓ,

3 1,

ΒΔ, M

Κ Η

.
 

Όμοια αποδεικνύεται ότι και η ευθεία  διέρχεται επίσης από το Μ  1 3Κ Η , .

 

 Από όμοια ορθογώνια τρίγωνα   BB M,¢ ΓΓM,
ΜΒ ΜΒ

ΜΓ ΜΓ

¢
 =

¢
 (6) 

(1), (6) 
ΜΒ ΜΑ ΜΕ

ΜΓ ΜΔ ΜΘ

¢
 = =

¢
 (7) 

(γιατί Ε   μέσα των  ΜΔ  αντιστοίχως). , Θ, ΜΑ,

 

(7) 
ΜΒ ΜΓ

ΜΕ ΜΘ

¢ ¢
 =  (8) 

  (βοηθ. πρόταση 1) τα σημεία  Μ   είναι συνευθειακά. 4Κ , , 2Η ,

 

Αποδεικνύεται επομένως ότι η ευθεία  διέρχεται από το σημείο Μ   4 2Κ Η , .

 

Όμοια αποδεικνύεται ότι και η ευθεία  διέρχεται από το  και η πρόταση 

έχει αποδειχθεί ως προς το (β) ζητούμενο.  

2 4Κ Η Μ

 
Σημειώσεις 

1. Ο αναγνώστης μπορεί να δώσει μία άλλη απόδειξη του (β) ζητούμενου, χω-
ρίς τη χρήση βοηθητικής πρότασης.  

Για να είναι τα    συνευθειακά, αρκεί να αποδειχθεί ότι οι γωνίες 

 και  είναι ίσες. (Από τα εγγράψιμα τετράπλευρα 

1Κ ,

1Κ ΜΓ,

Μ, 3Η

3Η ΜΑ  3Α ΜΒ Η¢ ¢

ΔΓΓ .¢= 

 και 

  και από το εγρά-

ψιμο     Αλλά 

ΑΒ Α Β¢ ¢

1Κ Η



Μ

3 3ΜΒ

1ΘΚ 
3Η Α Β ΑΑ Β ΑΒΒ¢ ¢ ¢ ¢ ¢=  º  = 

ΓΓ ,¢ 1 1Κ ΜΓ Κ ΜΗ Κ Θ º =

Η

Θ,

ΜΑ º

ΘΗ Γ

Η

Δ,

¢

1 Η
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από τα όμοια ορθογώνια τρίγωνα ΑΒ Β¢  και ΔΓ Γ¢

Γ =

2,

  και άρα 

).  

ΑΒΒ ΔΓΓ¢  = 

3 1Κ Η

1 3Κ ΜΒ Κ ΜΓ =

¢

4

3 1Η ΜΑ Κ ΜΓ = 

Μ

4 4Η Κ

1 2 3 4ΗΗ Η Η

3 1Κ Η 4 2Κ Η ,

.

1 1Κ Η , 2Κ Η

Α

Δηλαδή η ευθεία  διέρχεται από το  Όμοια και η  διέρχεται από το 

 κ.λ.π. 

1 3Κ Η , Μ.

 

2. Αποδεικνύεται όπως παραπάνω ότι  και  

και άρα οι ευθείες   και   είναι ισογώνιες ως προς τη γω-

νία των διαγωνίων του δοθέντος τετραπλεύρου. 

Κ Μ

4Κ Η

2 4Κ ΜΔ

1 3Κ Η , 3 1Κ Η 2 4Κ Η ,

3 3Η Κ

2 4Κ Η ,

4,

 
Απόδειξη του (α) ζητούμενου. 

Για το ότι οι ευθείες   

και  (ευθείες Euler των τριγώ-

νων), τέμνονται στο ίδιο σημείο. παρα-
τηρούμε  τα εξής: 

1 1ΗΚ , 2 2Η Κ ,

 

Τα τετράπλευρα  και 

 είναι παραλληλόγραμμα και 

συσχετισμένα έτσι ώστε να έχουν τις 
πλευρές των παράλληλες μία προς μία 

και επί πλέον τις ευθείες   

 και  να συντρέχουν στο 

σημείο Μ  

1 2 3Κ Κ Κ Κ

1 3Κ Η ,

 
Επομένως όπως αποδεικνύεται παρακάτω (βλέπε βοηθητική πρόταση 2) οι 

ευθείες    και  τέμνονται στο ίδιο σημείο και η πρόταση 

έχει αποδειχθεί ως προς το (α) ζητούμενο. 

2, 3 3Κ Η 4Κ Η

 
 
ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 1 

Αν οι προβολές τριών σημείων σε δύο τεμνόμενες ευθείες, ορίζουν 
τμήματα με ίσους λόγους, τα σημεία αυτά ανήκουν στην ίδια ευθεία. 

 
Απόδειξη 

Στο σχ. 3 έστω    και , Β, Γ Α ,¢    αντίστοιχα, οι προβολές των σημείων Β ,¢ Γ ¢
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Μ,    στις ευθείες (  και (  και ότι ισχύει Ν, Ρ, ε) ε )¢

ΑΒ Α
=

Β¢
¢ΒΓ

ΜΝ

Β Γ

¢
¢

 (1) 

Υποθέτουμε ότι το  δεν ανήκει στην ευθεία 

 και έστω Ρ  και Ρ  τα σημεία στα οποία οι 

ευθείες ΓΡ  και ΓΡ  τέμνουν την  


¢¢¢

,¢ ΜΝ.

 
Σύμφωνα με το θεώρημα του Θαλή  

ΑΒ
 =

ΜΝ

ΝΡ¢ΒΓ
 (2) 

και 
Α Β¢ ¢
¢ ¢

ΜΝ

ΝΡ
=

¢¢

¢¢

Β Γ
 (3) 

 

(1), (2), (3)  =  ΝΡ Ρ¢ ºΝΡ¢ ¢ Ρ¢
 

Επομένως το Ρ  είναι σημείο της ευθείας  και η πρόταση έχει αποδειχθεί. ΜΝ
 
Σημείωση 

Η πρόταση αυτή είναι το αντίστροφο της πρότασης όπου ζητείται να απο-
δειχθεί, ότι οι προβολές τριών συνευθειακών σημείων σε δύο τεμνόμενες ευ-
θείες, ορίζουν τμήματα με ίσους λόγους και αποδεικνύεται άμεσα με το θεώ-
ρημα του Θαλή. 

 
Είναι ένα πρόσθετο (από τα υπάρχοντα στη βιβλιογραφία) κριτήριο που 

αρκεί για να αποδείξει ότι τρία σημεία είναι συνευθειακά. Θα δώσουμε τώρα τη 
γενίκευσή της. 
 

Γενίκευση της βοηθητικής πρότασης  1. 

 
Εάν δύο δέσμες παραλλήλων ευθειών που φέρνονται από τρία σημεία 
του επιπέδου, έχουν ίσους λόγους, τότε τα σημεία είναι συνευθειακά.  
 
Ορισμός 

Ονομάζουμε λόγο δέσμης τριών παραλλήλων ευθειών, το σταθερό λόγο των 
τμημάτων που ορίζουν τα σημεία τομής τους, πάνω σε τυχαία ευθεία η οποία 
τις τέμνει. 
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● Έστω    (σχ. 4) τρία σημεία του επι-

πέδου και δύο τυχούσες δέσμες παραλλήλων 
ευθειών (α), (β), (γ) και (α'), (β'), (γ'), δια των 
σημείων αυτών. 

Μ, Ν, Ρ,

 

Τυχαία ευθεία , τέμνει την πρώτη δέσμη στα 

σημεία    και άλλη τυχαία επίσης ευθεία , τέμνει τη δεύτερη δέσμη 

στα σημεία 

(ε)

ΓΑ, Β, (ε )¢

Α ,¢  Β   ,¢ Γ .¢

 

Αν είναι 
ΑΒ Α Β

ΒΓ Β Γ

¢ ¢
=

¢ ¢
 αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο, όπως και παραπάνω 

ότι τα σημεία Μ  Ν   είναι συνευθειακά.  , , Ρ,

 
● Ισχύει και το αντίστροφο. 

 
Αν δύο δέσμες παραλλήλων ευθειών με 
ίσους λόγους τέμνονται, τότε τα σημεία 
τομής των ομολόγων ευθειών τους είναι 
συνευθειακά. (σχ. 5) 
 
ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημείο Ρ στο εσωτερικό του. 
Από τυχαίο σημείο Α' του ΑΡ, φέρνουμε παράλληλες ευθείες προς τις 
ΑΒ, ΑΔ, οι οποίες τέμνουν αντίστοιχα τις προεκτάσεις των ΔΡ, ΒΡ, 
στα σημεία Β' και Δ'. Ισχύει ότι : 
α) Το σημείο Γ', της τομής των παραλλήλων ευθειών προς τις ΒΓ και 
ΓΔ από τα Β', Δ' αντίστοιχα, βρίσκεται στην ΡΓ. 
β) Οι ευθείες ΑΓ', Α'Γ, ΒΒ' και ΔΔ', τέμνονται στο ίδιο σημείο. 

 
Απόδειξη 

● Έστω Γ  το σημείο τομής της  από την παράλληλη ευθεία προς την ΒΓ  

που φέρνεται από το Β . 

¢ ΡΓ,

¢
 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι Γ Δ  ΓΔ.¢ ¢ 

 

Αν   και Β ΒΓ Β Δ,¢¢ ¢º Ç Δ ΓΔ ΒΔ¢¢ ¢º Ç Α ¢¢  το σημείο τομής των παραλλήλων 

ευθειών προς τις   που φέρνονται από τα ΓΔ, ΒΓ Β ,¢¢ Δ ,¢¢  αντίστοιχα, στο πα-
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ραλληλόγραμμο Α Β ΓΔ ,¢¢ ¢¢ ¢¢  το Α  είναι σημείο στο εσωτερικό του και επειδή 

ΑΒ Α Β ,¢¢ ¢¢  ΑΔ Α Δ ,¢¢ ¢¢    και Α ¢¢  

 (βλέπε

έν

τα σημεία  Ρ ΒΔ Β Δ,¢¢ ¢¢º Ç  Α  ανήκουν

θεία  βοη

 

στην ίδια ευ -
θητ πρόταση 3). 
 
Προκύπτει επομ ως ότι το 

ική 

ο Α¢¢  βρί  στην σκεται

 

σημεί

ευθεία ΡΑ Α.¢  
 

 Στα ΡΒ ,¢¢ ¢¢   τρίγωνα Α

Β ΡΓ¢¢  και ΡΔ ,¢¢  

Θαλή 

¢¢Α από το 

έχουμε: θεώρημα του 
 

ΡΑ ΡΒ
Α Β Α Β¢ ¢ ¢¢ ¢¢

ΡΑ ΡΒ
 =

¢¢
¢ ¢

¢¢
 (1), 

ΡΒ ΡΓ
Β Γ Β Γ¢ ¢ ¢¢

ΡΒ ΡΓ

¢
 =

¢¢
 (2), 

¢

ΡΑ ΡΔ¢
Α Δ Α Δ¢ ¢ ¢¢ ¢

 

), (2), (3) 

ΡΑ ΡΔ

¢
¢  =

¢¢
(3) 

¢¢
 

ΡΓ ΡΔ

ΡΓ ΡΔ

¢ ¢
 =

¢¢
 

 ) 

 οι ε

(1 (4)  

º και το ο 

 τώρα ότι υ ς

Γ Δ ΓΔ¢ ¢ ¢  (αΓΔ¢  ζητούμεν

θείε

έχει αποδειχθεί. 

 

α αποδείξουμε  Α Γ,¢  ΒΒ¢  και ΔΔ ,¢   ΑΓ ,¢ τέμνο ι στο ίδιο 

και

νταΘ

σημείο. 
 

Έστω 1Β Α Β ΒΓ¢ ¢º Ç   1Δ Α Δ Γ¢ ¢º Ç Δ.  Στο παραλληλόγραμμο το ΑΒΓΔ,  Α ¢  

είναι εσ ημείο ι 1ωτερικό του σ  και δή είνεπει α Α Β ΑΒ,¢   1Α Δ ΑΔ¢    σημεί  

Α,  

 τα α

Α ¢  και 1 1Ν ΒΔ Β Δ,º Ç  ανήκουν στην ίδ  ( ηθητική πρό-

), η οπ ει με την 

ια ευθεία βλέπε βο

οία συμπίπτταση 3 ΑΑ Ρ,¢  αφού έχει με αυτή δύο κοινά σημεία, 

τα Α  και Α .¢  
 

Παρατηρούμε ότι τα σημεία Α ,¢  

1Δ  

Ρ  και τομής μία, των  Ν,  είναι σημεία ανά 

πλευρών των τριγώνων Β ,¢
1Β Δ Δ Β¢ ( 1 1 Α Β Β Δ Δ ,¢ ¢ ¢º Ç  Ρ Β Δ ΒΔ ,¢ ¢º Ç  

1 1Ν ΒΔ Β Δº Ç ) και επειδή ακά τα   είναι συνευθει , προκύπτει ότι  ωνα αυτάτρίγ



184 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 5ο 

είναι προοπτικά (αντίστροφο του θεωρήματος του Desarques). Δηλαδή οι ευ-

θείες ΒΔ,  Β Δ¢ ¢  και 1 1Β Δ  τέμνονται στο ίδιο σημείο, έστω Σ,  που είναι και το 

σημείο κότητ ν τριγώνων αυτών. 
 

 προοπτι ας τω

 
 

αρατηρούμε τώρα ότι το σημείο είναι επίσης και σημείο προοπτικότητας Π  Σ,  

των τριγώνων 1ΒΒ Β ,¢  1ΔΔ Δ¢  κα άρα τα σημεία ι Α ,¢  Μ ΒΒ ΔΔ¢ ¢º Ç  και 

1 1Γ ΒΒ ΔΔ ,º Ç  εί ν ά. ναι συ ευθειακ

 

ποδεικνύεται έτσι ότι το σημείο τομής των Μ,   ΒΒ ,¢  ΔΔ ,¢  Α βρίσκεται στην Α Γ.¢  

  

ε παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι το σημείο κείται επίσης και επί της Μ  Μ,  

ΑΓ ,¢ που σημαίνει ότι οι ευθείες ΑΓ ,¢  Α Γ,¢  ΒΒ¢   και ΔΔ ,¢  τέμνονται στο ίδιο 

ίο και άρα το (β) ζητούμενο τ ει απο θεί. 
 
σημε ης πρότασης έχ δειχ

ημειώσεις 

όδειξη του ότι το σημείο τομής των

Σ

 Μ,   ΒΒ ,¢  ΔΔ ,¢  2.1 Για την απ βρίσκεται στην 

ΑΓ ,¢  θεωρούμε  τα σημεία 2Β Β Γ ΑΒ¢ ¢º Ç  και 2Δ Γ Δ ΑΔ,¢ ¢º Ç  οπότε στο πα-

ραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ  το ερικό  επειδή 2Γ Β ΓΒ,¢   Γ ¢  είναι εσωτ  σημείο και
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2Γ Δ ΓΔ¢   τα σημεία Γ,  Γ ¢  και 2 2Ν ΒΔ Β Δ,¢ º Ç  ανήκουν στην ίδια ευθεί  η 

πτει με την ΓΓ Ρ,¢  αφού ο κοινά σημεία, τα Γ  και Γ .¢  

Παρατηρούμε ότι τα σημεία Γ ,¢  Ρ  και Ν ,¢  είναι σημεία τομής ανά μία, των 

α

 τριγών

οποία συμπί

πλευρών των

 έχει με αυτή δύ

 2ων 2ΔΒ Β¢ , Δ Δ Β¢  (Γ Β

υ ακά

εωρήματος του 

ο προοπτικότητας

2 2Β Δ Δ ,¢ ¢ ¢º Ç  

Desarques

Ρ Β Δº Ç

 Δηλαδή οι

ΒΔ ,¢ ¢  

 ευ-

2Β ,¢  

2 2Ν ΒΔ Β Δ¢ º Ç ) και αφού είν σ νευθει , προκύπτει ότι τα τρίγωνα αυτά 

είναι προοπτικά (αντίστροφο θ ).

 και 2 2Β Δ  τέμνονται στο ίδιο σημείο, το Σ , σημείο προοπτικότη-

τας και αυτών των τριγώνων.  
 

Αλλά το Σ  είναι επίσης και σημεί

αι 

του  

θείες ΒΔ,  Β Δ

2

¢ ¢

 για τα τρίγωνα ΒΒ

ΔΔ Δ¢  και άρα τα σημεία Γ ,¢  Μ ΒΒ ΔΔ¢ ¢º Ç  και 2 2ΒΒ ΔΔ ,º Ç  Α εί

ι έτσι ότι ο ν

ναι συνευ-

θειακά. 

Αποδεικ

 

νύετα το σημεί  Μ,  της τομής τω  ΒΒ ,¢  ΔΔ ,¢  βρί κεταισ  και 

στην ΑΓ .¢  (

εκφ
ς 

Δίδεται 

Αφήνεται γνώ σ

δώ ς 
απόδειξης  γών

και ισχύει ότι  ευ

τός ν πλ

παραλληλόγραμμο Ρ τυχαίο σημείο  εσ
ρν  ευθείες προς τι ΑΒ, 

 

στον ανα στη να συμπληρώ

ΑΒΓΔ και έστω 
ουμε παράλληλες

ει το σχ. 7). 
 
2.2 Η ώνηση της βοηθητικής πρότασης 2 προσαρμοσμένη ε
κες τη  της πρότασης σύγκλισης των ευθειών Euler των

 στι
τρι

 οι

τω

στο
ς 

ανά-
ων 

θεί-

 
αι-

ω-
ΒΓ 

γ
εγγραψίμου τετραπλεύρου, είναι μία από τις περιπτώσεις των συσχετισμένων 

παραλληλογράμμων της παρακάτω γενικής πρότασης 
 

Δύο παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ΑΒΓΔ, είναι συσχετισμένα έτσι ώστε 
ι πλευρές τους να είναι παράλληλες μία προς μία ο

ες ΑΑ, ΒΒ, ΓΓ, ΔΔ συντρέχουν στο ίδιο σημείο έστω το Σ. Τότε οι ευθεί-

ες ΑΓ, ΑΓ, ΒΔ, ΒΔ, τέμνονται στο ίδιο σημείο έστω το Μ.  
 
Η διερεύνηση της αλήθειας αυτής της γενικής πρότασης, η οποία ας σημειωθεί
χύει και στο χώρο (παραλληλόγραμμα μη συνεπίπεδα), είναι εκισ

σίων της παρούσας εργασίας και προτείνεται στον αναγνώστη για απόδειξη και 
παρά πέρα επεξεργασία.  
 
ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 3. 

τερικό του. Από το Ρ φέ
αντίστοιχα και έστω Ε, Ζ, τα σημεία τομής τους με τις πλευρές ΑΔ, ΓΔ. 
Αν Μ είναι το σημείο τομής των ΑΖ, ΓΕ, τότε τα σημεία Μ, Ρ, Β, είναι 
συνευθειακά. 
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Απ

Στο

αντι-

στοίχως, από τις πα-

όδειξη 

 (σx. 8) ας είναι Η,  Θ,  τα 

ς των σημεία τομή ΑΔ,  

α του

ς

ΓΔ  

 Μ

 ις

δι  

 ράλληλες ευθείες, προ τ ΑΒ  

και ΒΓ.  
 

 Από τα όμοια τρίγωνα ΑΗΜ,  

ΖΘΜ  

ΑΗ ΜΗ

ΜΘ ΖΘ
= 

( ) ( ) ( ) ( )ΑΗ ΜΗ ΜΘ⋅ = ⋅ΖΘ  (1) 

 

Από τα όμοια τρίγωνα ΕΗΜ,  ΓΘΜ    
ΓΘ ΜΘ

ΜΗ ΕΗ
=     

( ) ( ) ( ) ( )ΓΘ ΕΗ ΜΗ ΜΘ⋅ = ⋅  (2) 

(1), (2) 
ΑΗ ΓΘ

 = 
ΑΕ ΓΖ

ΕΗ ΖΘ
=  (3) 

και άρα σύμφωνα με τη

ουν στην ίδια ευθεία και η η έχει αποδειχθεί. 

 

ΕΗ ΖΘ

 βοηθητική πρόταση 1 (γενίκευση), τα σημεία Μ,  Ρ,  

Β,  ανήκ  πρότασ
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Πλέγματα 
Μέρος 3ο 
 

 Ιωσηφίδης Νίκος 
 Μαθηματικός, Βέροια 
 

 
 

Συνεχίζουμε με το 3ο μέρος της θεωρίας των πλεγμάτων. Το 1ο μέρος 
δημοσιεύθηκε στο τ. 3, σελ. 81-96 και το 2ο μέρος στο τ.4 σελ. 137-153 
Για την κατανόηση του άρθρου αυτού πρέπει πρώτα να διαβάσετε τα προηγού-
μενα δύο άρθρα. 
 
Π9. 

α) Σε κάθε πλέγμα το ελάχιστο και το μέγιστο στ4 είναι δύο γωνιακά στ4 
που βρίσκονται στις απέναντι κορυφές του πλαισίου. 
β) Τα ελάχιστα στ3 κάθε ομάδας βρίσκονται στο ελάχιστο στ4 και τα μέγι-
στα στ3 κάθε ομάδας βρίσκονται στο μέγιστο στ4. 
 
Απόδειξη: 

Έστω το πλέγμα ( )ΑΒΓΔ νχκ  εμβαδού . Ε

 
α) Επειδή τα εμβαδά των στ4 κάθε λωρίδας αποτελούν αριθμ. πρόοδο, το ελά-
χιστο στ4 θα είναι ή ο 1ος όρος ή ο τελευταίος της. Έτσι το ελάχιστο στ4 είναι 
γωνιακό. 

Αν  είναι το εμβαδό αυτού του στ4 και  το εμβαδό του στ4 που 

βρίσκεται στην απέναντι κορυφή του πλαισίου, θα είναι 

1ε 2ε

1 2

2
ε ε Ε

νκ
+ = = σταθερό.  

Άρα το  είναι το μέγιστο στ4. 2ε

 

β) Αν  είναι η διαφορά των στ4 κάθε ορ.λ και  η διαφορά των 

στ4 κάθε κατ. , τότε κάθε ομάδα στ3 ορ.  είναι αριθμ. πρόοδος με διαφορά 

 και κάθε ομάδα στ3 κατ.  είναι αριθμ. πρόοδος με διαφορά . 

Επομένως το ελάχιστο στ3 κάθε ομάδας βρίσκεται στο ελάχιστο στ4 και το 
μέγιστο στ3 βρίσκεται στο μέγιστο στ4. 

2ω 0>

0

2ω ' > 0

λ λ

ω > λ ω 0¢ >
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Π10. 

α) Αν δύο ορ. γραμμές ενός πλέγματος είναι παράλληλες τότε όλες οι ορ. 
γραμμές του πλέγματος είναι παράλληλες. 

β) Στην περίπτωση αυτή τα στ4 κάθε ορ.  είναι ισοδύναμα. λ

γ) Τα ομόλογα στ3 σε κάθε ορ.  είναι ισοδύναμα. λ
 
Ισχύει και το αντίστροφο, δηλ. 

Αν κατά μήκος μιας ορ.  δύο στ4 ή δύο ομόλογα στ3 είναι ισοδύναμα, 
το πλαίσιο του πλέγματος είναι τραπέζιο (ή παρ/μο) και τα εμβαδά των στ4 ή 

των στ3 κατά μήκος οποιασδήποτε ορ.  είναι ισοδύναμα. 

λ

λ
 
Π11. 

Αν στο πλέγμα  είναι ΑΒ∦ΓΔ, οι οριζόντιες γραμμές τέμνονται 

ανά δύο. Όλα τα σημεία τομής των ορ. γραμμών βρίσκονται προς το ίδιο 

μέρος της . 

 ΑΒΓΔ νχκ

ΑΔ
 
Απόδειξη: 

Το ότι οι γραμμές τέμνονται ανά δύο είναι άμεση συνέπεια της προηγούμενης 
πρότασης Π10. 

Επειδή όλες οι πρόοδοι κατά μήκος των ορ. . έχουν την ίδια διαφορά, 
όλες οι πρόοδοι είναι γν. αύξουσες ή γν. φθίνουσες. Σύμφωνα με την Π4 όλα 

τα ζεύγη ορ. γραμμών τέμνονται προς το ίδιο μέρος της 

λ

ΑΔ . 
 
Λ4. 

ΚΗ'

Ε'

Α'

Γ'

Ε

Η

Ζ

Θ

Α Β

Δ

Γ

Σχ . 27

Έστω το τετράπλευ-

ρο  και   
 και  τα μέσα των 

   και 

ΑΒΓΔ

Θ

, ΒΓ,

Ε, Ζ,

Η

ΑΒ ΓΔ ΔΑ  

αντίστοιχα. (σχ. 27). 

Έστω . ΕΗ  ΘΖ=Κ

Αν η διαγώνιος  

περνά από το Κ  τότε: 

ΒΔ

α) Η διαγώνιος ΒΔ 
διαιρεί το τετράπλευ-
ρο σε δύο ισοδύναμα 
τρίγωνα. 
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β)    ΑΕΚΘ ΓΗΚΖ 
Απόδειξη: 

α) Φέρνουμε τις ΑΑ ¢

ΚΕΕ

, , ,  κάθετες στην . Επειδή 

. Από το τρίγωνο 

ΓΓ ¢

ΗΗ¢ ¢

ΕΕ¢

ΕΕ=

ΗΗ¢ ΒΔ

τριγ. ΚΗΗ τρίγ.¢ = ¢ ΑΒΑ ¢  όπου ΑΕ ΕΒ=  

και ΕΕ .  ΑΑ¢ ¢ ΑΑ ΕΕ2¢ = ¢

Όμοια ΓΓ  και επειδή .  2ΗΗ¢ = ¢ ¢ΗΗ ΕΕ ΑΑ ΓΓ¢ ¢ ¢=  =

Τα τρίγωνα ΑΒΔ  και  έχουν κοινή βάση  και ίσα ύψη ΓΒΔ ΒΔ

ΑΑ ΓΓ¢ = ¢  άρα είναι ισοδύναμα. 
 

β) Είναι ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

ΕΚΒ ΘΚΔ ΒΚ ΕΕ ΚΔ ΕΕ ΒΚ ΚΔ ΕΕ ΑΒΔ
2 2 2 2

¢ ¢ ¢+ = ⋅ + ⋅ = + =  

Άρα ( ) ( )=
1

ΑΕΚΘ ΑΒΔ
2

 

Όμοια ( ) ( )=
1

ΓΗΚΖ ΓΒΔ
2

 

και επειδή ( ) (= )ΑΒΔ ΓΒΔ  θα είναι ( ) (= )ΑΕΚΘ ΓΗΚΖ  

 
Αντίστροφα: 

Αν ισχύει ( ) (= )ΑΕΚΘ ΓΗΚΖ  και φέρουμε τη διαγώνιο  και τις ΒΔ ΑΑ ¢ , , 

, ΕΕ τότε: 

ΓΓ ¢

ΗΗ¢ ΒΔ^¢

τριγ τριγ  οπότε και , άρα και ΚΘΕ = ΚΖΗ ( ) (ΚΘΕ ΚΖΗ= ) )( ) (ΑΕΘ ΓΗΖ=  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11
ΑΒΔ =

ΕΕ 2 =

Γ ΑΒΔ ΓΒΔ ΒΔ ΑΑ ΒΔ Γ
4 4 2 2

¢ =  ⋅ =

¢

ΒΔ

ΕΕ

Γ ¢⋅

Κ ΕΗ

  ΕΕ΄=ΗΗ΄ 

 άρα η  διέρχεται από το μέσο  της . 2 ΗΗ ΗΗ¢ ¢ ¢ = ΒΔ

 
Π12. 

Αν δύο διαδοχικά τμήματα μιας δ.δ ενός πλέγματος  βρίσκονται σε 

ευθεία τότε 

νχκ

α) Ολόκληρη η δ.δ είναι ευθεία 
β) Όλες οι δ.δ που είναι /σχ/ προς αυτή τη δ.δ είναι επίσης παράλληλες 
και ισαπέχουν μεταξύ τους. 
γ) Αν  τότε η μία διαγώνιος του πλαισίου διαιρεί το πλαίσιο σε δύο 
ισοδύναμα τρίγωνα. 

ν=κ
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Αντίστροφα: 

Έστω πλέγμα  και η διαγώνιός του . Αν  ΑΒΓΔ νχν ΒΔ    ΑΒΔ ΓΒΔ  

τότε όλες οι δ.δ που είναι /σχ/  είναι ευθείες //ΒΔ  και ισαπέχουν 
μεταξύ τους. 

ΒΔ

 
Απόδειξη: 

Έστω το πλέγμα ( )ΑΒΓΔ 7x5  (σχ. 28). (Η απόδειξη δε διαφέρει για πλέγμα 

).  νχκ

Η3

Η2

Η1

Σ

Ο
Χ

Θ

Π

Τ

Ρ

Λ Μ Ζ

Ψ

Ι

Υ
Φ

Η

Κ
Ω

Ε

Β3

Β1

Β2

Γ

Δ

ΒΑ
Σχ. 28  

 

α) Έστω η δ.δ  και έστω ότι τα ,  βρίσκονται σε ευθεία. Θα 

αποδείξουμε ότι η δ.δ  είναι ευθεία. 

ΕΖΗΘΙΚ

ΕΖ

ΖΗ ΗΘ

ΗΘΙΚ

Στο τετράπλευρο  η διαγώνιος  διέρχεται από το . 

Σύμφωνα λοιπόν με το Λ4 θα είναι: . Κατά μήκος μιας δ.δ 

τα εμβαδά των στ4 αποτελούν αριθμ. πρόοδο και η διαφορά αυτή είναι κοινή 

για όλες τις δ.δ /σχ/ με αυτήν και ίση με .  

ΛΖΠΘ ΖΘ

(ΗΟΠΡ
Η

( )ΛΜΗΣ =

( )2 ω ω¢-

)

)

Άρα . ( )2 ω ω 0 ω ω¢ ¢- =  =

Έτσι κατά μήκος κάθε δ.δ /σχ/  τα εμβαδά των στ4 είναι ίσα. 

Επομένως  και σύμφωνα με το Λ4 η γραμμή  είναι 

ευθεία. 

ΛΗΠ

( ) (ΤΣΘΧ ΘΡΥΦ= ΗΘΙ
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Όμοια αποδεικνύουμε ότι και  καθώς και η  είναι ευθείες. Άρα 

η δ.δ  είναι ευθεία. 

ΘΙΚ ΕΖΗ

ΕΖΗΘΙΚ

β) Αρκεί να γίνει η απόδειξη για τη διαδοχική δ.δ  και αρκεί πάλι να 

γίνει η απόδειξη για δύο διαδοχικά τμήματά της  και ΡΦ . 

ΒΨΟΡΦΩ

ΟΡ

Στο τρίγωνο  η  συνδέει τα μέσα δύο πλευρών του. άρα 

// . Όμοια //  και επειδή η  είναι ευθεία, και η  είναι 

ευθεία. 

ΠΘΖ

ΗΙ

ΡΟ

ΟΡ ΘΖ ΡΦ ΖΗΘΙ ΟΡΦ

Επειδή τώρα  κ.λ.π, από τα ίσα ορθ. τρίγωνα 

, ,  κ.λ.π προκύπτει  κ.λ.π δηλ. οι 

παράλληλες ισαπέχουν. 

1 1 2 2ΒΒ Β Β Β Β= =

3Η

3

1 1ΒΒ Η 1 2 2Β Β Η 2 3Β Β 1 1 2 2 3 3Β Η Β Η Β Η= =

 

γ) Σε πλέγμα νχκ η διαγώνιος  διαρεί το πλαίσιο σε δύο τρίγωνα ΒΔ ΑΒΔ  και 

. Τα τρίγωνα αυτά αποτελούνται από ισοδύναμα τετράπλευρα (γραμμο-

σκιασμένα) και ισοδύναμα τρίγωνα όπως τα  και  που έχουν κοινή 

βάση  και ίσα ύψη ΙΙ  σύμφωνα με το Λ4 (σχ. 29). 

ΓΒΔ

ΒΙΕ ΒΚΕ

ΒΕ ΚΚ¢ = ¢
 

Ê'

É'

Ç

Æ

È

Å

É

Ê

Á Â

Ä

Ã

å1

å2

æ1

æ2

Ó÷. 29  
 
Λ5. 

Δίνεται τετράπλευρο  και η διαγώνιός του . Έστω , , ,  

τα μέσα των πλευρών του , ,  και 

ΑΒΓΔ ΒΔ Ε Ζ Η Θ

ΑΒ ΒΓ ΓΔ ΔΑ  αντίστοιχα. Έστω 

. Αν Κ ΕΗ ΘΖ     ΑΕΚΘ  ΓΗΚΖ  τότε η κορυφή Α  βρίσκεται στο εσω-

τερικό της κυρτής γωνίας  ενώ η κορυφή  βρίσκεται στο εξωτε-

ρικό της .  

ΒΚΔ Γ

ΒΚΔ
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Ê

Ï
Ç'

Å'

Á'

Ã'È

Æ

Ç

Å

Ã

Ä

ÂÁ

Ó÷. 30  
 
Απόδειξη: 

Τα ευθ. τμήματα  και  διχοτομούνται (σχ. 30). Επομένως ΚΘ  

. 

ΕΗ

)Η
ΘΖ Ε ΚΖΗ

D D

=

( ) (ΚΘΕ ΚΖ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΑΕΚΘ ΓΗΚΖ ΑΕΘ ΚΕΘ ΚΖΗ ΓΗΖ ΑΕΘ ΓΗΖ<  + < +  <  (1) 

Όμως 
( )
( )

( ) ( )
ΑΕΘ ΑΕ ΕΘ 1 1

ΑΕΘ ΑΒΔ
ΑΒΔ ΑΒ ΑΔ 4 4

⋅
= =  =

⋅
  

και όμοια ( ) ( )
1

ΓΗΖ ΓΔΒ
4

=  

άρα η (1) γίνεται: ( ) ( ) ( ) (
1 1

)ΑΒΔ ΓΒΔ ΑΒΔ ΓΒΔ
4 4

<  <  (2) 

Φέρνουμε τις ΑΑ ¢ , ΓΓ , ΕΕ  και . ¢ ¢ ΗΗ ΒΔ¢ ^

Από το τρίγωνο ΑΒΑ ¢  όπου ΑΕ ΕΒ= και //ΕΕ¢ ΑΑ ¢ 1
ΕΕ ΑΑ

2
¢ ¢ = .  

Όμοια 
1

ΗΗ ΓΓ
2

¢ ¢=  

Η (2) γίνεται: 
1 1
ΒΔ ΑΑ ΒΔ ΓΓ ΑΑ ΓΓ 2ΕΕ 2ΗΗ

2 2
¢ ¢ ¢ ¢ ¢⋅ < ⋅  <  < ¢  

Έστω Ο Ε . Από τα όμοια τρίγωνα  και ΗΗ  έχουμε: Η ΒΔ=  ΕΕ Ο¢ Ο¢

ΟΕ ΕΕ
1 ΟΕ ΟΗ

ΟΗ ΗΗ

¢
= <  <

¢
 

και επειδή  το  βρίσκεται μεταξύ  και Κ . Άρα το Κ  βρίσκεται έξω 

από το τρίγωνο 

ΚΕ ΚΗ= Ο Ε

ΑΒΔ , επομένως το Α  βρίσκεται μέσα στην κυρτή γωνία ΒΚΔ  

οπότε το  βρίσκεται στο εξωτερικό της γωνίας ΒΚΔ . Γ
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Π13. 

Οι δ.δ ενός πλέγματος εφόσον δεν είναι ευθείες (ευθ. τμήματα) είναι κυρ-
τές τεθλασμένες. 
 

á1

á 2

á3

â1

â2

â 3

ã1

ã2

ã3

ä1

ä2

Ã

Ä

Å

Æ
ÇÈ

Á0
Á í

Âí

Â0

Ó÷. 31  
 
Απόδειξη: 

Έστω το πλέγμα (0 ν ν 0 )Α Α Β Β νχκ

. Θα α

 (

και η

2

2 2

σχ. 31) (στο σχήμα σχεδιάσαμε πλέγμα 7x5 ) 

 δ.δ ΓΔΕΖΗΘ ποδείξουμε ότι η δ.δ είναι κυρτή. 

Γνωρίζουμε ότι τα εμβαδά των διαγωνίων στ. 4 , , , αποτελούν αριθμ. 

πρόοδο. Το ίδιο και τα , ,  καθώς και τα , ,  και τα , . Όλες 

αυτές οι αριθμ. πρόοδοι έχουν την ίδια διαφορά, έστω . 

1α

1γ

2α

2γ

λ

3α

3γ1β 2β 3β 1δ 2δ

Αν  τότε όπως αποδείξαμε στην Π12 όλες οι δ.δ που είναι /σχ/ 

προς την ΓΔ  είναι ευθείες παράλληλες. 

1α α=

ΕΖΗΘ

Αν  π.χ  τότε όλες οι παραπάνω πρόοδοι είναι γν. 

αύξουσες, δηλ. , , , . 

1α α¹

<
1α α<

1 2β β<1 2α α 1 2γ γ< 1 2δ δ<

Σύμφωνα με το Λ5 οι τεθλασμένες , ΓΔΕ ΔΕΖ , ,  έχουν την 

ίδια κυρτότητα, άρα η δ.δ  είναι κυρτή. 

ΕΖΗ ΖΗΘ

ΓΔΕΖΗΘ
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Π14. 

Σε κάθε πλέγμα, το εμβαδό οποιουδήποτε στ. 4 είναι γραμμικός συνδυα-
σμός των εμβαδών 3 οποιωνδήποτε γωνιακών στ. 4 
 

Ó÷. 32

Á Â

Ã

Ä

Å Æ

Ç

È
É

Ê

Ë
Ì

á â

ã

ä

ñ  ï ñ. ëç

ë
 ê

á
ô

. ë
ç

 
 
Απόδειξη: 

Έστω το πλέγμα ( )ΑΒΓΔ νχκ

ω

λ

 (σχ. 32). Έστω , , ,  τα εμβαδά των 4 

γωνιακών στ.4. Τα εμβαδά των στ. 4 σε κάθε ορ. λ αποτελούν αριθμ. πρόοδο 

με διαφορά έστω  (από αριστερά προς τα δεξιά) για όλες τις ορ.  και τα 

εμβαδά των στ. 4 κάθε κατ.  αποτελούν αριθμ. πρόοδο με διαφορά  (από 

κάτω προς τα πάνω). 

α β γ δ

λ

ω¢

Είναι λοιπόν  και .  ( )β α ν 1 ω= + - ( )δ α κ 1 ω¢= + -

Άρα 
β α

ω
ν 1

-
=

-
 και 

δ α
ω

κ 1

-¢ =
-

 (1) 

 

Το εμβαδό  του στ.4 ΙΚΛΜ  που βρίσκεται στην  ορ.  και στην  κατ.  

βρίσκεται ως εξής: 

ρλε ηρ λ ηλ λ

Το εμβαδό ΕΖΗΘ του στ.4 που βρίσκεται στην  ορ.  και στην 1ηρ λ η κατ.  

είναι: 

λ

( )1Α α ρ 1 ω¢= + -  

Το 1Α  είναι ο 1ος όρος της αριθμ. προόδου των εμβαδών των στ. 4 της ρης ορ. 
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λ

ρλ

 και το εμβαδό ( )  είναι ο λρλΙΚΛΜ ε=

)1 ω α ρ- = + -

ος όρος της. Άρα  

( ( ) ( )1ε Α λ 1 ω λ 1 ω¢= + + -  

και λόγω των (1): 

 ( ) ( )
ρ 1 λ 1

δ α β α
κ 1 ν 1

- -
- + -

- -
 (2)  ρλε α= +

β δ+

δηλαδή το  είναι γρ. συνδυασμός των εμβαδών α ,β , δ .  ρλε

2
Ε

κν

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè

α β γ

Επειδή  α γ+ =
ø

, αντικαθιστώντας στην (2) οποιοδήποτε από 

τα , ,  συναρτήσει των υπολοίπων, το εμβαδό  γίνεται γρ. συνδυασμός 

3 οποιωνδήποτε από τα , , , . 

α β δ ρλε

δ
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Άξονες Συμμετρίας 
Μέρος 3ο  
 

 Ιωσηφίδης Γιώργος 
 Μαθηματικός, Βέροια 

 

 
 

ΣΧΟΛΙΟ Σ.Ε 

Στα τεύχη 2 και 4 του Α δόθηκαν προτάσεις σχετικές με τα κέντρα συμ-
μετρίας (Κ.Σ.) μιας καμπύλης. Στο παρόν άρθρο δίνονται προτάσεις που αφο-
ρούν του άξονες συμμετρίας μιας καμπύλης. Είναι εκπληκτικό το πώς συνδέο-
νται οι άξονες συμμετρίας με τα κέντρα συμμετρίας μέσω των παραγώγων και 
των ολοκληρωμάτων. 

Για την κατανόηση των προτάσεων που ακολουθούν, πρέπει πρώτα να 
δείτε τα σχετικά άρθρα που προηγήθηκαν. 
(ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ, τεύχος 2, σελ. 82-90 και τεύχος 4, σελ. 112-120) 
Στο προηγούμενο άρθρο (Α, τεύχος 4) να γίνουν οι εξής διορθώσεις: 

Σελ. 113, 6η σειρά: αντί  να γραφεί . f( x) f(x)- = f( x) f(x)- = -

Σελ. 115, 11η σειρά: αντί , να γραφεί . 02x AÎ 1 0 12x x A- Î

Σελ. 115, 3η σειρά από το τέλος να διαγραφούν οι επαναλαμβανόμενες λέξεις 
«να κατασκευάσουμε». 

Σελ. 116, 3η σειρά: αντί ( )  να γραφεί ( ) . 3x 1 1- = - 3x 1 1- -

Σελ. 120, 2η σειρά: να αντικατασταθεί η φράση «όπου  ή » 

με τη φράση «όπου ». 

A (α,β)= A [α,β]=

A [α,β]=

 
ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΟΙ ΑΞΟΝΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ 

Ορισμός: Μία ευθεία  λέγεται άξονας συμμετρίας (Α.Σ.) ενός σχήματος (Σ) 

αν το συμμετρικό του (Σ) ως προς την  συμπίπτει με το (Σ). 

(ε)

(ε)

Είναι γνωστό ότι μια άρτια συνάρτηση έχει Α.Σ. την ευθεία , δηλ. τον ά-

ξονα . αυτό δεν αποκλείει να υπάρχουν και άλλοι άξονες συμμετρίας ενός 

σχήματος. 

x = 0

y y¢

 Π.χ. η  που παριστάνει ευθεία, έχει ως Α.Σ. κάθε ευθεία κάθετη 

προς αυτήν. 

f(x) 2x=

 Η  έχει επίσης άπειρους Α.Σ. όπως θα δείξουμε στα παραδείγματα. f(x) ημx=
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 Ο κύκλος 1+ =  έχει ως Α.Σ. κάθε διάμετρό του. 2 2x y

 
Εδώ θα βρούμε τους Α.Σ. των γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων. 

Αντί του όρου «η  έχει Α.Σ.» θα λέμε ισοδύναμα «η  έχει Α.Σ.». Αν fC f A  είναι 

το Π.Ο. μιας συνάρτησης , θα υποθέτουμε ότι το f A  περιέχει δύο τουλάχιστον 
σημεία. 

 

Έστω τώρα  μια συνάρτη-

ση και  ένας κατακόρυφος Α.Σ. 

της . Το συμμετρικό ενός σημείου  

της  ως προς τον άξονα  είναι το ση-

μείο . Για να είναι  

πρέπει να αρκεί: 

f : A 

(ε)

)

(ε) : x λ=

0M (2λ x ,y¢ -

f

fC

0 0M(x ,y )

fM C¢ Î0
x

y

y΄

x΄

x = λ

Μ Μ΄

x0 λ 2λ - x0

i) 0  2λ x A- Î

ii) 0 0  ή το ίδιο . f(2λ x ) y- = 0 0f(2λ x ) f(x )- =

 
Έχουμε λοιπόν την εξής 
 
Πρόταση 1 

Έστω η συνάρτηση . Για να είναι η ευθεία  f : A x λ  Α.Σ. της  

πρέπει και αρκεί  να ισχύουν: 

f
 x A 

i)    2λ  x A

λ - x x

y

y´

x´

x = λ

M M´

λ +  xλ

ii)   f(2λ  x) f(x)

 
Το συμπέρασμα της πρότασης μπορεί να 
διατυπωθεί με συμμετρικό τρόπο ως εξής: 
 

 x  με  πρέπει και αρκεί:  λ x  A
i)  λ x  A 

ii)    f(λ  x) f(λ x)

 

Ειδική περίπτωση είναι η  για την οποία η πρόταση γίνεται: λ 0=
 

Έστω η συνάρτηση . Για να είναι η ευθεία  f : A y y  Α.Σ. της  

πρέπει και αρκεί  να ισχύουν: 

f

 x A 
i)  x A  

ii)   f(  x) f(x)
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Πρόταση 2 

Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  f : A A  και η  έχει 

Α.Σ. την ευθεία 

f
x λ , τότε    f (x) f (2λ x) 0     x A . 

 
Απόδειξη 

Επειδή η ευθεία  είναι Α.Σ. της , θα ισχύει:  x λ= f

f(x) f(2λ x)= -  

και παραγωγίζοντας τα δύο μέλη: 

f (x) f (2λ x)¢ ¢= - -    ή    f (x) f (2λ x) 0¢ ¢+ - =

 

Από την τελευταία προκύπτει ότι μια συνάρτηση γν. μονότονη στο A  
δεν μπορεί να έχει κατακόρυφο Α.Σ. 

Πράγματι, αν η  είναι γν. αύξουσα στο f A , τότε     , 

χωρίς να ισχύει το . 

f (x) 0¢ ³ x A" Î

 x A= " Î

Άρα δεν μπορεί    . f (x) f (2λ x) 0¢ ¢+ - = x A" Î

Το ίδιο, αν η  είναι γν. φθίνουσα στο f A . 
 
Η πρόταση μπορεί να πάρει την ισοδύναμη μορφή: 
 

Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  f : A A  και η  έχει 

Α.Σ. την ευθεία 

f
x λ , τότε  x  με  λ x A  ισχύει 

    f (λ x) f (λ x) 0 . 

 
Πρόταση 3 

Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  f : A A  και η  έχει 

Α.Σ. την ευθεία 

f

x λ , τότε η f  έχει Κ.Σ. το σημείο  λ,0  που βρί-

σκεται στον Α.Σ. της . f

Ειδικότερα, αν η  έχει Α.Σ. τον f y y , τότε η f  έχει Κ.Σ. το  0,0 . 

 
Απόδειξη 

Επειδή η ευθεία  είναι Α.Σ. της , σύμφωνα με την προηγούμενη πρό-
ταση θα είναι : 

x λ= f

f (x) f (2λ x) 0¢ ¢+ - =  

και σύμφωνα με την πρόταση 1 των Κ.Σ. (βλ. Α, τεύχος 2, σελ. 82), το σημείο 

 είναι Κ.Σ. της . (λ,0) f ¢
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Πρόταση 4 

Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη στο  f : A A  και η  έχει 

Κ.Σ. το , τότε η  έχει Α.Σ. την ευθεία 

f

K λ,μ f x λ  που διέρχεται 

από το Κ.Σ. της . f

Ειδικότερα, αν η  έχει Κ.Σ. το f  0,α ,  α , τότε η f  έχει Α.Σ. τον 

y y . 

 
Απόδειξη 

Επειδή το (  είναι Κ.Σ. της , σύμφωνα με την πρόταση 1 των Κ.Σ. θα είναι: )λ,μ f

f(x) f(2λ x) 2μ+ - =      x A" Î

και παραγωγίζοντας τα δύο μέλη: 

f (x) f (2λ x) 0¢ ¢- - =    ή        f (x) f (2λ x)¢ ¢= - x A" Î

άρα η ευθεία  είναι Α.Σ. της . x λ= f ¢
 
Πρόταση 5 

Αν η συνάρτηση  έχει Α.Σ. την ευθεία  f : A x λ  και η  είναι 

δύο φορές παραγωγίσιμη στο 

f
A , τότε η f  έχει Α.Σ. την ευθεία 

x λ . 
 
Απόδειξη 

Επειδή η  είναι Α.Σ. της , θα είναι: x λ= f

f(x) f(2λ x) f (x) f (2λ x) f (x) f (2λ x)¢ ¢ ¢¢ ¢¢= -  = - -  = -  

άρα η  έχει Α.Σ. την ευθεία . f ¢¢ x λ=
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η πρόταση αυτή είναι πολύ χρήσιμη επειδή ανάγει την εύρε-

ση των Α.Σ. της  στην έυρεση των Α.Σ. της  που πολλές 
φορές είναι απλούστερη, όπως συμβαίνει π.χ. στις πολυωνυ-
μικές συναρτήσεις. 

f f ¢¢

 
Πρόταση 6 

Αν η συνεχής συνάρτηση , όπου  f : A A  κατάλληλο διάστημα, 

έχει Κ.Σ. το , τότε η συνάρτηση , 0,0  
x
0F(x) f(t)dt x A , έχει 

Α.Σ. την ευθεία x 0 , δηλ. τον άξονα y y . 
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Απόδειξη 

Επειδή η  έχει Κ.Σ. το (  θα είναι: f )0,0

      (1) f( x) f(x)- = - x A" Î

Αρκεί ν.δ.ο.       F( x) F(x)- = x A" Î

Πράγματι,     
(1)t ux x x x

0 0 0 0
F( x) f(t)dt f( u)du f(u)du f(x)dx F(x)

=-

- = = - - = = =ò ò ò ò
 
Πρόταση 7 

Αν η συνεχής συνάρτηση , όπου  f : A A  κατάλληλο διάστημα, 

έχει Α.Σ. τον y y , τότε η συνάρτηση , x
0 f(F(x) t)dt x A  έχει Κ.Σ. 

το .  0,0

 
Απόδειξη 

Επειδή η  έχει άξονα συμμετρίας τον , θα είναι      (1) f y y¢ f( x) f(x)- = x A" Î

Θα δείξουμε ότι F(      x) F(x)- = - x A" Î

Πράγματι: 

 
(1)x ux x x x

0 0 0 0
F( x) f(t)dt f( u)du f(u)du f(x)dx F(x)

=--
- = = - - =- = - = -ò ò ò ò

 
Από την πρόταση αυτή προκύπτει το εξής 
 
Πόρισμα 

Αν η συνεχής συνάρτηση , όπου  f : A A  κατάλληλο διάστημα, έχει 

Α.Σ. τον y y , τότε η συνάρτηση ,  
x
α) dtG(x f(t) α, x A  έχει Κ.Σ. το 

.  
α
00, f( t)dt

 
Πράγματι: 

0 x α

α 0 0
G(x) f(t)dt f(t)dt F(x) f(t)dt= + = -ò ò ò    ή 

G(x) F(x) c= +    όπου 
α

0
c f(= - t)dtò  

και σύμφωνα με την πρόταση 7 των Κ.Σ. (βλ. Α, τεύχος 4, σελ. 112), η  έχει 

Κ.Σ. το 

G

( ) ( )α

0
0,c 0, f(t)dt= -ò . 
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Πρόταση 8 

Έστω οι συναρτήσεις , και  και έστω ότι οι  

και 

 1f : A  2g : A f

g  έχουν τον ίδιο Α.Σ. x λ . 

Όσες από τις παρακάτω συναρτήσεις ορίζονται, έχουν τον ίδιο Α.Σ., 

x λ . 

1h αf ,  α *
 2h f α ,  α  

 v
3h f ,   v *

4h f  

 v
5h f ,   v *

 6h f g  

 7h f g  

 8h f g  

9
f

h
g

 

10 0h u f  όπου  τυχαία συνάρτηση u
 
Απόδειξη 

Αποδεικνύουμε την πρόταση μόνο για τις , , . Όμοιες είναι οι αποδεί-

ξεις και για τις υπόλοιπες. 

2h 8h 10h

   2h (x) f(x) α= +

2 2h (2λ x) f(2λ x) α f(x) α h (x)- = - + = + =  

άρα η  έχει Α.Σ. την ευθεία . 2h x λ=

   8h (x) f(x) g(x)= ⋅

8 8h (2λ x) f(2λ x) g(2λ x) f(x) g(x) h (x)- = - ⋅ - = ⋅ =  

άρα η  είναι Α.Σ. της . x λ= 8h

  ( )10h (x) u f(x)=

πεδίο ορισμού της  είναι το  και , όπου Α το πεδίο ορι-

σμού της u. 

10h 1B {x A= Î f(x) A}Î

θα αποδ. ότι  ισχύουν  x B" Î

2λ x B- Î    και    10 10h (2λ x) h (x)- =

Πράγματι, αφού η ευθεία  είναι Α.Σ. της  και  και 

, άρα . 

x λ=

x) A- Î

f

x B- Î
1 1x A 2λ x AÎ  - Î

f(2λ x) f(x) f(2λ- =  2λ

Ακόμη: 

( ) ( )10 10h (2λ x) u f(2λ x) u f(x) h (x)- = - = =  

Άρα η ευθεία  είναι Α.Σ. της . x λ= 10h

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η πρόταση αυτή είναι επίσης πολύ χρήσιμη, αφού από απλές 

συναρτήσεις με γνωστούς Α.Σ. μπορούμε να κατασκευάσου-
με σύνθετες με τους ίδιους Α.Σ. 
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Πρόταση 9 

Αν , και η  έχει Α.Σ. την  f : A f x λ , τότε η  με g

α)  έχει Α.Σ. την  g(x) f(x α)  x λ α  

β)  έχει Α.Σ. την   g(x) f(x α) β  x λ α  

 
Απόδειξη 

α) Για την  ισχύει g(x) f(x α)= -

( )g(2λ 2α x) f(2λ 2α x α) f 2λ (x α) f(x α) g(x+ - = + - - = - - = - =

g x λ α= +

) , άρα η 

 έχει Α.Σ. την . 

β) Επειδή η  έχει Α.Σ. την , σύμφωνα με την πρότα-

ση 8, η  έχει Α.Σ. την ευθεία . 

h(x) f(x α)= -

h(x) β f(x= + =

x λ α= +

g(x) α) β- + x λ α= +

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Σύμφωνα με τα παραπάνω, αν η  έχει Α.Σ. την , η 

 έχει άξονα συμμετρίας την , δηλ. τον 

άξονα . 

f x α=

0g(x) f(x α)= +

y y¢

x =

 
Πρόταση 10 

Έστω η μη σταθερή συνάρτηση . Αν η  έχει Α.Σ. την ευ-

θεία  και Κ.Σ. το 

 f : A f
(ε) : x α 1 1, y ) (ε)K(x , δηλ. 1x α , τότε το A  

δεν είναι φραγμένο ούτε άνω ούτε κάτω. 
 
Απόδειξη 

Επειδή η ευθεία  είναι Α.Σ. της , x α= f

 x A 2α x A" Î  - Î  

Επίσης, επειδή το  είναι Κ.Σ. της : 1 1(x ,y ) f

1 x A 2x x A" Î  - Î  

Η απόδειξη από εδώ και μετά είναι όμοια με την απόδειξη της πρότασης 9 των 
Κ.Σ. (βλ. Α, τεύχος 4, σελ. 116). 
 
Πρόταση 11 

Έστω η συνάρτηση  και έστω ότι η  f : A A  έχει δύο Α.Σ. 

 και ( Τότε το 1(ε ) : x α x β . 2ε ) : A  ν είναι φραγμένο ούτε άνω 

ούτε κάτω. 

δε
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Απόδειξη 

Η απόδειξη είναι όμοια με αυτήν της πρότασης 9 των Κ.Σ. (βλ. Α, τεύχος 4, 
σελ. 116). 
 
Πρόταση 12 

Έστω  μια πολυωνυμική συνάρτηση περιττού βαθμού. Τό-

τε η  δεν έχει κατακόρυφο Α.Σ. 

 f :
f

 
Απόδειξη 

Έστω  με  και περιττό. v v 1
v v 1 1f(x) α x α x ... α x α-

-= + + + + 0

=

0

0

0

0 =

1

vα 0¹ v =

Έστω ότι η  έχει Α.Σ. την ευθεία . Τότε η  με  

 έχει άξονα συμμετρίας την 

ευθεία , επομένως η  είναι άρτια. 

f

0

x λ=

( )1 x+ +

g

0

g(x) f(x λ)= +

( ) ( )v v 1
v v 1α x λ α x λ ... α λ α-

-= + + + + +

x = g

Όμως η  είναι πολυωνυμική συνάρτηση νg ου βαθμού με συντελεστή του  το 

, δηλ. είναι της μορφής  

vx

vα
v v 1

v v 1 1g(x) α x β x ... β x β-
-= + + + +

και επειδή η  είναι άρτια, θα ισχύει g

g( x) g(x)- =   
v v 1 v v 1

v v 1 1 0 v v 1 1α x β x ... β x β α x β x ... β x β- -
- -- + - - + = + + + +       x A" Î

Άρα , άτοπο, άρα η  δεν μπορεί να έχει κατακόρυφο Α.Σ. v v vα α α 0- =  = f

 
Πρόταση 13 

Έστω  μια πολυωνυμική συνάρτηση άρτιου βαθμού. Τότε η 

 δεν μπορεί να έχει δύο κατακόρυφους Α.Σ. 

 f :
f

 
1η Απόδειξη 

Έστω  και έστω ότι η  έχει δύο κατακό-

ρυφους Α.Σ., τις ευθείες  και  με . 

v v 1
v v 1 1f(x) α x α x ... α x α-

-= + + + +

x α= x β=

f

α β¹

Τότε    και f(2α x) f(x)- =  x" Î

f(2β x) f(x)- =     x" Î

Επομένως      ή vf(2α x) f(2β x)- = -  x" Î
v v 1

v v 1 1α (2α x) α (2α x) ... α (2α x) α-
-- + - + + - +  

v v 1
v v 1 1α (2β x) α (2β x) ... α (2β x) α-

-- + - + + - + 0  x" Î      (1) 

Ο συντελεστής του  στο 1v 1x - ο μέλος της (1) είναι ίσος με  [ο v vα v 2α α -- ⋅ ⋅ -
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vα v 2α- ⋅ ⋅

v 1α (2α x)

f

x

f ¢¢ (4)f (6)f
(2vf -

f

 από τον όρο  και ο  από τον όρο 

] 

v
v vα (2α x) α (x 2α)- = -

v 12α)- --

v v 1 vα α α v 2β α-- = - ⋅ ⋅ -

β f

f

v

1

v 1α --

v 2- ⋅ ⋅

α β- =

v 1
v 1α (x- -- = -

v 1x -

α v 2- ⋅ ⋅

α= x =
(2v 2)f -

2)

 f : A

και ο συντελεστής  στο 2ο μέλος της (1) είναι ίσος με . v vα β α --

Πρέπει λοιπόν: , άτοπο. v 1 

Άρα η  δεν μπορεί να έχει δύο κατακόρυφους Α.Σ. 
 
2η Απόδειξη 

Επειδή οι  και  είναι Α.Σ. της , σύμφωνα με την πρόταση 5, οι 

, , , ...,  θα έχουν επίσης ως Α.Σ. τις ευθείες αυτές. 

Όμως η  είναι τριώνυμο 2ου βαθμού και όπως δείχνουμε στα παραδείγμα-
τα δεν μπορεί να έχει δύο κατακόρυφους Α.Σ. 

Άρα η  έχει το πολύ έναν κατακόρυφο Α.Σ. 
 
Πρόταση 14 

1 1Έστω . Αν η  είναι , τότε η  δεν έχει κατακόρυφο 

Α.Σ. 

f

 
Απόδειξη 

Η απόδειξη της πρότασης αυτής είναι άμεση συνέπεια της σχέσης 

    . f(2α x)- = f(x)  x A" Î

Σύμφωνα με αυτήν την πρόταση, μια γν. μονότονη συνάρτηση δεν έχει κατα-
κόρυφο Α.Σ. όπως αποδείξαμε ήδη στην πρόταση 2. 
 
Οι παραπάνω προτάσεις μας επιτρέπουν να βρίσκουμε τους κατακόρυφους Α.Σ. 
μιας συνάρτησης, αλλά και να κατασκευάζουμε συναρτήσεις με συγκεκριμένους 
Α.Σ. όπως δείχνουμε στα παραδείγματα που ακολουθούν. 
 
 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

Να βρεθούν οι κατακόρυφοι Α.Σ. των συναρτήσεων 

1)    3x 3x 1f(x) 2

f

Λύση 

Επειδή η  είναι πολυωνυμική περιττού βαθμού, δεν έχει Α.Σ. 
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2)   f(x) 2x συνx

Λύση 

Πεδίο ορισμού: A =  

Επειδή    , η  είναι γν. αύξουσα, άρα δεν έχει Α.Σ. f (x) 2 ημx 0¢ = - >  x" Î f

 

3) 





3x 1
f(x)

x 2
 

Α΄ Λύση 

Πεδίο ορισμού: A {2}= -  

Θα αποδ. ότι η  είναι 1 1. f -

Έστω  με 1 2x ,x AÎ 1 2
1 2

1 2

3x 1 3x 1
f(x ) f(x )

x 2 x 2

+ +
=  =

- -




 

( )( ) ( )( )1 2 2 13x 1 x 2 3x 1 x 2 + - = + -  (μετά τις πράξεις) . 1 2x x =

Η f  ως 1  δεν έχει Α.Σ. 1-

Β΄ Λύση 

Αν υπάρχει κατακόρυφη ευθεία  που είναι Α.Σ. θα πρέπει , δηλ. 

, το , δηλ. . 

x λ=

2λ - ¹

x A" Î

 x 2" ¹ 2λ x A- Î x 2 x 2λ 2 ¹ -

Άρα θα πρέπει . 2λ 2 2 λ 2- =  =

Ώστε η μόνη ευθεία που πιθανόν είναι Α.Σ. της  είναι η x 2 . f =
Θα πρέπει τότε:     f(x) f(4 x)= -  x A" Î 

( )
( )
3 4 x 13x 1 3x 1 13 3x

3x 1 3x 13
x 2 4 x 2 x 2 x 2

- ++ + -
=  = -  + =

- - - - -
-     , 

άτοπο. 

 x A" Î

Άρα η  δεν έχει Α.Σ. f
 

4) ,     2f(x) αx βx γ α 0

Λύση 

Πεδίο ορισμού: A =  

Ψάχνουμε     λ : f(2λ x) f(x)Î - =  x" Î 

( ) ( )2 2α 2λ x β 2λ x γ αx βx γ- + - + = + +   (μετά τις πράξεις)  

( ) ( )β 2αλ x β 2αλ λ 0 + - + =  
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Για να ισχύει η τελευταία , πρέπει και αρκεί:  x" Î
β

β 2αλ 0 λ
2α

+ =  = - . 

Επομένως η ευθεία 
β

x λ
2α

= = -  είναι ο μοναδικός Α.Σ. της 

. 2f(x) αx βx γ= + +

 

5)  f(x) ημx

Λύση 

Πεδίο ορισμού: A =  

Ζητούμε      λ : f(x) f(2λ x)Î = -  x" Î 

ημx ημ(2λ x)= -      x" Î 

( )

( )

x κπ 2λ x

x 2κπ π 2λ x

ì = + -ïïïíï = + - -ïïî
 

(1) 

(2) 

Η (1) δεν ισχύει για   x" Î

Η (2) 
π

λ κπ
2

 = + , κ  Î 

δηλ. η (2) ισχύει , αρκεί  x" Î
π

λ κπ
2

= + , κ . Î 

Επομένως η  έχει άπειρους Α.Σ., τις ευθείες f
π

x κπ
2

= + , . κ Î 

 

6)      4 3 2f(x) x 4x 12x 2x 1

Λύση 

Πεδίο ορισμού: A =  

Αν η  έχει Α.Σ. την ευθεία , τότε και η  θα έχει επίσης ως Α.Σ. την 

. 

f

λ

x λ= f ¢¢

x =

Όμως  και 3 2f (x) 4x 12x 24x 2¢ = - + -
2f (x) 12x 24x 24¢¢ = - +  

Σύμφωνα με το παράδειγμα 4, η  έχει Α.Σ. την ευθεία f ¢¢
β

x 1
2α

= - = . 

Αν λοιπόν η  έχει Α.Σ. αυτός θα είναι η ευθεία . f x 1=
Τότε όμως θα πρέπει      f(2 x) f(x)- =  x" Î

Για :  που δεν ισχύει. x 0= f(2) f(0)=

Άρα η  δεν έχει Α.Σ. f
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Κατασκευή συναρτήσεων που έχουν δοσμένο Α.Σ. 

7) Κατασκευή συνάρτησης με Α.Σ. την x λ  

Έστω  τυχαία συνάρτηση.  f : 
Για τη συνάρτηση g  ισχύει: (x) f(x) f(2λ x)= + -

g(2λ x) f(2λ x) f(x) g(x)- = - + = , άρα η g  έχει Α.Σ. την ευθεία . x λ=

 

Π.χ. Η συνάρτηση  έχει Α.Σ. την . x 4g(x) e e -= + x x 2=

Η συνάρτηση 
π

g(x) ημx συνx ημx ημ x
2

æ ö÷ç= + = + - ÷ç ÷çè ø
 έχει Α.Σ. την ευθεία 

π
x

4
= . 

 

8) Επειδή η  ως άρτια έχει Α.Σ. την ευθεία x 0 , η σύνθεση 

 της  με την h( , έχει ως Α.Σ. επίσης την ευθεία . 

2f(x) x 1= +

( )1+ f

=
2g(x) ln x= x) lnx= x 0=

Όμοια, επειδή η  έχει Α.Σ. όλες τις ευθείες f(x) ημx=
π

x κπ
2

= + , , η 

σύνθεσή της με την , δηλ. η  έχει 

ως Α.Σ. όλες τις παραπάνω ευθείες. 

κ Î 

x 1+2x 3x 1= - +h(x) 2 2g(x) 2ημx 3ημ= -

 

9) Για την 
( )
( )

22

2 2

x 1 1x 2x
f(x)

x 2x 1 x 1

- --
= =

- + -
  

παρατηρούμε ότι 
( )
( )

2

2

1 x 1
f(2 x) f(x)

1 x

- -
- = =

-
 

άρα η  έχει Α.Σ. την ευθεία . f x 1=
 

10) Επειδή η 
1

f(x)
x

=  ως περιττή έχει Κ.Σ. το , η (0,0)
1

g(x) f(x 2)
x 2

= - =
-

 

θα έχει Κ.Σ. το , επομένως η (2,0)
( )2

1

x 2-
g (x)¢ = -  άρα και η  1 g (x) 2¢- ⋅ + =

( )2

1
2

x 2
= +

-
x 2= έχει Α.Σ. την ευθεία . 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

Οι προτεινόμενες ασκήσεις θα δημοσιευθούν μαζί με τις ασκήσεις του 
επόμενου τεύχους 6. 
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