


 

 

 
 

 

Απολλώνιος   

 
Περιοδική έκδοση του Παραρτήματος Ν. Ημαθίας  

της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 
 

 
 
 
 

 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ ξεκίνησε τον Απρίλιο του 2003 με πρωτότυπα άρ-
θρα και ασκήσεις που αφορούν στην ύλη του Λυκείου. Το δεύτε-
ρο τεύχος εκδόθηκε τον Οκτώβριο του 2003 το τρίτο τεύχος τον 

Απρίλιο του 2004 και το τέταρτο τον Οκτώβριο του 2004. Η ανταπό-
κριση των αναγνωστών υπήρξε θεαματική με αποτέλεσμα να δημιουρ-
γείται τεχνικό πρόβλημα εξαιτίας του όγκου των εργασιών και των α-
σκήσεων. Με ιδιαίτερη ικανοποίηση διαπιστώνουμε ότι και τα τρία προ-
ηγούμενα τεύχη του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ έχουν ήδη εξαντληθεί ! Η Σ.Ε. του Α-
ΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, ανταποκρινόμενη στην αγάπη και το ενδιαφέρον των α-
ναγνωστών του περιοδικού, κάνει ό,τι είναι δυνατό για να συνεχιστεί 
απρόσκοπτα η έκδοση του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ.  
 
Συνάδελφοι,  
  στηρίξτε τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ με την προβολή του και προώθησή του 
σε συναδέλφους και μαθητές σας. Η επιβίωση και η μακροζωία του 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ εξαρτιέται από τη δική σας θετική ανταπόκριση.  
  Σας ευχαριστούμε όλους και ευελπιστούμε στη συνέχιση της συ-
νεργασίας σας.  

Η Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
 
 
 
 

 
 

Ο 
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ΑΠΟ ΤΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ 

 
 
 

5  ΔΙΗΜΕΡΙΔΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΣΤΙΣ 18 & 19 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2004  
 ΣΤΗΝ ΠΑΝΑΓΙΑ ΣΟΥΜΕΛΑ 
 
Με μεγάλη επιτυχία πραγματοποιήθηκε στις 18 & 19 Σεπτεμβρίου 2004 Διημε-
ρίδα Μαθηματικών, την οποία διοργάνωσαν από κοινού τα Παραρτήματα Ημα-
θίας και Κοζάνης της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας. 
Την πρώτη μέρα παρουσιάσθηκαν εισηγήσεις για τα "Νέα Αναλυτικά προ-
γράμματα των Μαθηματικών" σε Γυμνάσιο και Λύκειο. Βάση της συζήτησης 
αποτέλεσαν οι θέσεις του Δ.Σ. της Ε.Μ.Ε., ενώ κατατέθηκαν εμπεριστατωμένες 
εισηγήσεις από ομάδες εργασίας του Παραρτήματος Ημαθίας . 
 

 
 

Από αριστερά: Μπόλης Θεόδωρος καθ. Πανεπ. Ιωαννίνων και πρόεδρος του 
παραρτήματος Ε.Μ.Ε. Ιωαννίνων, Ευαγγελόπουλος Νίκος, Διευθυντής Β΄ βάθ-
μιας Εκπαίδευσης Ημαθίας, Παπαδόπουλος Κώστας, πρόεδρος του παραρτή-
ματος Ε.Μ.Ε. Ημαθίας, Φασούλας Χρήστος, πρόεδρος του παραρτήματος 
Ε.Μ.Ε. Κοζάνης, Παντελίδης Γιώργος, καθηγητής Ε.Μ.Π. 
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Τα πορίσματα της πρώτης μέρας παρουσιάσθηκαν στο Στρογγυλό τραπέζι  
που διοργανώθηκε από την Ε.Μ.Ε. στο Συνέδριο των Τρικάλων. Την πρώτη 
μέρα συμμετείχαν περίπου 90 Μαθηματικοί ενώ παρευρέθηκαν από το Δ.Σ. της 
Ε.Μ.Ε. τα μέλη της Χ. Αχτσαλωτίδης, Σχολικός Σύμβουλος και Κ. Σάλαρης. 
Ακόμη τίμησαν τη διημερίδα με την παρουσία τους, οι Γ. Παντελίδης, καθηγη-
τής του Ε.Μ.Π., Θ. Μπόλης, καθηγητής του Μαθηματικού τμήματος του Πανε-
πιστημίου Ιωαννίνων, οι Σχολικοί Σύμβουλοι Μαθηματικών της Ημαθίας Θ. 
Κουφός και της Κοζάνης Κ. Δόρτσιος. 
 

 
 

Άποψη της αίθουσας της Διημερίδας  
 

Τη δεύτερη μέρα παρουσιάσθηκε εισήγηση για τη διαδικασία πρόσβασης στην 
Τριτοβάθμια Εκπαίδευση από τον καθηγητή του Ε.Μ.Π., Γ. Παντελίδη. Το βρά-
δυ του Σαββάτου οι Μαθηματικοί των δύο νομών ξεφάντωσαν σ’ ένα λαϊκό γλέ-
ντι με τα χάλκινα του Αγ. Γεωργίου Γρεβενών. 
 

 
 
5  ΜΑΘΗΜΑΤΑ ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑΣ  
 ΓΙΑ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥΣ 
 
Με απόφαση της Διοικούσας Επι-
τροπής, συνεχίζεται για δεύτερη χρο-
νιά ο θεσμός των μαθημάτων προ-
ετοιμασίας για τους μαθητές που 

συμμετέχουν στους μαθηματικούς 
διαγωνισμούς.  

Τα μαθήματα γίνονται για τη Βέ-
ροια στο χώρο του 4ου Ε.Λ. Βέροιας, 
ενώ για πρώτη φορά φέτος πραγμα-
τοποιούνται και στη Νάουσα στο 1ο 
Ε.Λ. της πόλης. Τα μαθήματα πα-
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ρακολουθούν συνολικά περίπου 
100 μαθητές και βέβαια πραγματο-
ποιούνται δωρεάν από το Παράρτη-
μα Ημαθίας. 

 
 
5 ΠΡΑΓΜΑΤΟΠΟΙΗΘΗΚΕ  
 ΣΤΙΣ 30 ΟΚΤΩΒΡΙΟΥ 2004  
 Ο ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ “ΘΑΛΗΣ” 
 

Με τη συμμετοχή περίπου 220 μα-
θητών από την Ημαθία πραγματο-
ποιήθηκε η Α΄ φάση των μαθηματι-
κών διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. με την 
ονομασία “ΘΑΛΗΣ”. Οι εξετάσεις 
στην Ημαθία πραγματοποιήθηκαν 
σε 3 εξεταστικά κέντρα, στη Βέροια, 
τη Νάουσα και την Αλεξάνδρεια.  

Οι μαθητές που θα διακριθούν 
στην πρώτη φάση θα συμμετάσχουν 
και στην επόμενη φάση με την ονο-
μασία “ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ” που θα πραγ-
ματοποιηθεί στις 18 Δεκεμβρίου του 
2004. Η Διοικούσα Επιτροπή εύχε-
ται σε όλα τα παιδιά  να διακριθούν 
και να φτάσουν στην τελική φάση 
που θα πραγματοποιηθεί στην Αθή-
να. Το Παράρτημά μας  θα τιμήσει 
τους διακριθέντες σε ειδική εκδήλω-
ση όπως έχει πλέον καθιερωθεί. 

 

 
5 ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΗΜΑΘΙΑΣ  
 ΤΙΜΗΣΕ ΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ  
 ΠΟΥ ΑΡΙΣΤΕΥΣΑΝ 
 
Το Παράρτημα Ημαθίας με μία συμ-
βολική ενέργεια τίμησε τους μαθητές 
της Βέροιας που αρίστευσαν το 
σχολικό έτος 2003-2004 με την 
προσφορά 350 περίπου τευχών του 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 

 
5 ΝΕΑ ΓΡΑΦΕΙΑ  
 ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ 
 
Από το Σεπτέμβριο του 2004 το Πα-
ράρτημα Ημαθίας φιλοξενείται σε 
νέα γραφεία στο παραδοσιακό κτίριο 
“Όλγανος” που βρίσκεται στην περι-
οχή της Μπαρμπούτας στη Βέροια.  

Η ταχυδρ. διεύθυνση των νέων 
γραφείων είναι: 

 

Ολγάνου 19,  591 00 Βέροια, 
Το τηλέφωνο του Παραρτήματος 

είναι: 23310-67107,  
το fax: 23310-67174  
και η ηλεκτρονική διεύθυνση: 

 

math@4gym-veroias.ima.sch.gr 
 

Τη νέα στέγη για το Παράρτημα 
πρόσφερε ο Δήμος Βέροιας. Τα 
γραφεία είναι ανοικτά τις εργάσιμες 
μέρες από 10.00-12.00 π.μ και 6.00-
8.00μ.μ ενώ υπάρχει και γραμματει-
ακή υποστήριξη. 
 
 
5 45η ΔΙΕΘΝΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  

ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ (Ι.Μ.Ο) 
 
Για πρώτη φορά η χώρα μας διορ-
γάνωσε στην Αθήνα Μαθηματική 
Ολυμπιάδα. Η πρώτη Ι.Μ.Ο.  πραγ-
ματοποιήθηκε στη Ρουμανία το 
1959. Από τότε διεξάγεται κάθε 
χρόνο σε διαφορετική χώρα. 

Η Ελλάδα συμμετέχει στις Ι.Μ.Ο. 
με εξαμελείς ομάδες. Την ευθύνη 
επιλογής τους έχει η Ε.Μ.Ε. Για το 
σκοπό αυτό η Ε.Μ.Ε. πραγματοποιεί 
κάθε χρόνο τρείς Πανελλήνιους μα-
θηματικούς διαγωνισμούς μέσα από 
τους οποίους αναδεικνύεται η ομάδα 
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και τα αναπληρωματικά μέλη που 
θα συμμετάσχουν στην Ι.Μ.Ο., η ο-
ποία διεξάγεται στα μέσα Ιουλίου, 
κάθε χρόνο. 

Η 45η  Ι.Μ.Ο. πραγματοποιήθηκε 
με εξαιρετική επιτυχία στους Δελ-
φούς και την Αθήνα από 4 ως 18 
Ιουλίου 2004. Στον διαγωνισμό συμ-
μετείχαν 88 χώρες. 

Οι διαγωνιζόμενοι μαθητές ήσαν 
περίπου 600 και φιλοξενήθηκαν στο 
ξενοδοχείο President των Αθηνών. 
Οι τελετές έναρξης και λήξης πραγ-
ματοποιήθηκαν στο Μέγαρο Μουσι-
κής Αθηνών με την παρουσία της 
Υπουργού Παιδείας κ. Μαριέτας Γι-
αννάκου. Η χώρα μας για πρώτη 
φορά πήρε δύο αργυρά μετάλλια, 3 
χάλκινα και μία εύφημη μνεία. Οι 
μαθητές που τίμησαν τη χώρα μας 
ήσαν: Αντωνακούδης Αστέριος 
και Παγωνάκης Μηνάς αργυρά 
μετάλλια, Αρετάκης Στέφανος, Πα-
παμιχάλης Μάριος και Παπαμιχά-
λης Φάνης χάλκινα μετάλλια και 
Πορφυριάδης Αχιλλέας εύφημη 
μνεία. 

 
Η Ημαθία συμμετείχε ενεργά 

στην 45η Διεθνή Μαθηματική Ολυ-
μπιάδα με τους: 
• Παπαδόπουλο Κώστα, Πρόεδρο 
του Παραρτήματος Ημαθίας  ως μέ-
λος της Επιτροπής Διαγωνισμού, 
•  Ιωσηφίδη Νίκο υπεύθυνο σύντα-
ξης του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, ως βαθμολο-
γητή 
• Παπαδοπούλου Ειρήνη και  
• Κουρμπετλή Αθηνά φοιτήτριες, 
ως εθελόντριες. 
 
Στους χορηγούς της Ολυμπιάδας 

συγκαταλέγονται 4 εταιρείες του 
Νομού μας και πιο συγκεκριμένα: 

 
1) Η Οινοποιΐα Ι. Μπουτάρης  
2) Συνεταιρισμός Venus  
3) Ένωση Συνεταιρισμών ΑΛΜΜΕ  
4) Οινοποιΐα Vaeni Νάουσας. 

 
Η χώρα μας κατέλαβε στην τελι-

κή κατάταξη την 26η θέση. Η εξαιρε-
τικά επιτυχημένη διοργάνωση της 
Ολυμπιάδας τελείωσε με δεξίωση 
όλων των αποστολών στο Γκόλφ 
της Γλυφάδας. 

 
 

5 21ο ΣΥΝΕΔΡΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ 
ΠΑΙΔΕΙΑΣ, 19, 20, 21 ΝΟΕΜΒΡΙΟΥ 
2004, ΤΡΙΚΑΛΑ 

 
Με πολύ μεγάλη συμμετοχή που 
έφτασε τα 1.000 άτομα περίπου 
πραγματοποιήθηκε στα Τρίκαλα Θεσ-
σαλίας το 21ο Πανελλήνιο Συνέδριο 
Μαθηματικής Παιδείας. 

Το Συνέδριο πραγματοποιήθηκε 
σε τρείς χώρους με κυριότερο αυτόν 
του Πολιτιστικού Κέντρου του Δήμου 
Τρικάλων.  

Το Συνέδριο ξεκίνησε το πρωί 
της Παρασκευής 19/11 με την πα-
ρουσία όλων των αρχών, καθώς 
επίσης και της πνευματικής ηγεσίας 
του τόπου.  

Οι εργασίες που δημοσιεύθηκαν, 
καθώς και οι συζητήσεις που διεξή-
χθησαν χαρακτηρίζονται ιδιαίτερα 
σημαντικές. Την τελευταία ημέρα 
του Συνεδρίου το Παράρτημα Ημα-
θίας παρουσίασε τα πορίσματα της 
Διημερίδας που πραγματοποιήθηκε 
στην Παναγία Σουμελά (Καστανιά 
Ημαθίας) στις 18 & 19 Σεπτεμβρίου 
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2004 και αφορούσε τα Νέα Αναλυτι-
κά Προγράμματα Μαθηματικών. 

Η Ημαθία είχε σημαντική πα-
ρουσία με 25 περίπου συμμετοχές. 

Αξίζουν πολλά συγχαρητήρια 
στους συναδέλφους της Οργανωτι-
κής Επιτροπής για την πολύ πετυ-
χημένη διοργάνωση. 

Το 22ο Συνέδριο θα διεξαχθεί 
στην πόλη της Λαμίας. 

Η Βαλκανιάδα Μαθηματικών θα 
διεξαχθεί φέτος στη χώρα μας. Η 
πόλη της Βέροιας είναι υποψήφια 
για την ανάληψη της διοργάνωσης. 

 

 
5 ΕΠΙΣΚΕΨΗ ΣΥΝΕΡΓΑΤΩΝ ΤΟΥ 

ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ ΣΤΗ ΒΕΡΟΙΑ 
 

Μετά από πρόσκληση της Σ.Ε. τα 
γραφεία μας επισκέφθηκαν οι εκλε-
κτοί συνάδελφοι Γιάννης Θωμαΐδης 
και Ανδρέας Πούλος από τη Θεσσα-
λονίκη με σκοπό τη βοήθειά τους σε 
θέματα οργάνωσης και βελτίωσης 
του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. Η Σ.Ε. έλαβε ήδη 
υπόψη της τις υποδείξεις και προ-
τάσεις τους και τους ευχαριστεί πο-
λύ.  
 Με την ευκαιρία αυτή ξαναθυμί-

ζουμε τους αναγνώστες μας πως 
κάθε υπόδειξη ή πρόταση σχετική 
με τη δομή και το περιεχόμενο του 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ θα είναι καλοδεχού-
μενη. Έτσι μη διστάζετε να μας γρά-
φετε τις παρατηρήσεις σας. 
 
 
 

5 ΕΦΥΓΕ Ο ΘΕΟΦΙΛΟΣ 
 
Πρόσφατα έφυγε από τη ζωή σε 
ηλικία 46 ο εκλεκτός συνάδελφος και 
συνεργάτης του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ Θεό-
φιλος Χρυσοστομίδης. Ο απρόσμε-
νος και άδικος θάνατός του λύπησε 
ολόκληρη την μαθηματική κοινότητα 
της πόλης μας. 
 Η Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ αισθά-
νεται βαθιά την έλλειψη της παρου-
σίας του, αφού ο Θεόφιλος αρθρο-
γραφούσε στο περιοδικό μας με ση-
μαντικές εργασίες και ήταν από τους 
βασικούς συνεργάτες μας.  
 Η Σ.Ε. του περιοδικού καθώς και 
η Δ.Ε. του Παραρτήματος Ημαθίας 
συμμετέχουν στο πένθος των συγγε-
νών του και τους εύχονται υγεία και 
δύναμη για να ξεπεράσουν τις συνέ-
πειες του τραγικού αυτού γεγονότος. 

 
 
 
 
 
 

                            

 
 
 
 

Η συντακτική  
επιτροπή  
του  
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
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Βιβλιο- 
    παρουσίαση 

 
 

πό τις εκδόσεις ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΒΙ-
ΒΛΙΟΘΗΚΗ του Χάρη Βαφειάδη 
κυκλοφόρησε το βιβλίο «ΑΝΙΣΟΤΙ-

ΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ ΔΙΑΓΩ-
ΝΙΣΜΟΙ». 
 Συγγραφείς του βιβλίου αυτού είναι 
οι άξιοι συνάδελφοι Νίκος Ζανταρίδης 
και Κώστας Παπαδόπουλος. 
 Ο Νίκος Ζανταρίδης είναι πετυχη-
μένος φροντιστής στην Έδεσσα με 
μεγάλη συγγραφική δράση. Είναι μέ-
λος της Συντακτικής Επιτροπής του 
περιοδικού ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ που εκδίδει 
το Παράρτημά μας. 
 Ο Κώστας Παπαδόπουλος είναι 
υποδιευθυντής του 4ου Λυκείου Βέροι-
ας. Είναι πρόεδρος του Παραρτήματος 
Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. και μέλος της Συ-
ντακτικής Επιτροπής του περιοδικού 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ. Η δράση του ως προέ-
δρου της Ε.Μ.Ε. Ημαθίας είναι πλούσια και συνίσταται στην ενεργοποίηση της 
μαθηματικής κοινότητας με ημερίδες και εκδηλώσεις, με αποκορύφωμα το Πα-
νελλήνιο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας που κατάφερε να φέρει στη Βέροια το 
Νοέμβριο του 2003, καθιστώντας την στο Πανελλήνιο αλλά και στο εξωτερικό 
κέντρο της Μαθηματικής Παιδείας. Σύμφωνα με δήλωση του προέδρου της 
Ε.Μ.Ε. Αθηνών καθηγητή κ. Αλεξανδρή, ήταν το καλύτερο από όσα πραγματο-
ποιήθηκαν Πανελλαδικά ως τώρα. 

Για τον Κώστα Παπαδόπουλο το βιβλίο αυτό είναι το πρώτο, όμως ο Νίκος 
Ζανταρίδης έχει γράψει και άλλα βιβλία όπως: 
 

1) Ασκήσεις Ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, Ζανταρίδης Νίκος – Λοΐζος Γιαναπάς (για 
φοιτητές 2ου έτους Πολυτεχνείου και Φυσικομαθηματικής), Εκδόσεις Τζιόλα. 

 

Α 
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2) Διαγωνίσματα Μαθηματικών 1ης Δέσμης, Ζανταρίδης Νίκος – Καραμαύρος Μι-
χάλης, Εκδόσεις Καραμαύρου 1993. 

3) Θέματα και διαγωνίσματα Μαθηματικών, Ζανταρίδης Νίκος- Μιμιλίδης Πλάτων – 
Πετρίδης Δημήτρης, εκδόσεις ΠΥΡΑΜΙΔΑ, 1994. 

4) Διαγωνίσματα 4ης Δέσμης, Εκδόσεις Γκατζούλη, 1995. 
5) Επαναληπτικά θέματα Μαθηματικών 1ης Δέσμης, Εκδόσεις Γκατζούλη 1997. 
6) Γενικά θέματα Μαθηματικών 4ης Δέσμης, Εκδόσεις Γκατζούλη 1997. 
7) Μαθηματικά Θετικής Κατεύθυνσης, Ζανταρίδης Νίκος – Μπιρμπάκος Δημήτριος, 

Εκδόσεις Γκατζούλη 2001. 
8) Επαναληπτικά κριτήρια αξιολόγησης. Μαθηματικά Θετικής &Τεχνολογικής 

Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου, Γκατζούλης Κώστας – Ζανταρίδης Νίκος, Εκδόσεις Γκα-
τζούλη 2002. 

9) Επαναληπτικά κριτήρια αξιολόγησης. Μαθηματικά Γεν. Παιδείας Γ΄ Λυκείου, 
Εκδόσεις Γκατζούλη 2002. 

πολύ ενδιαφέροντα και κατάλληλα για υποψηφίους. Υπό έκδοση είναι ένα ακό-
μη βιβλίο με θέματα ανάλυσης.  
  

Στο τελευταίο βιβλίο «ΑΝΙΣΟΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΚΑΙ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ» 
περιέχονται στοιχεία θεωρίας ανισοτήτων, λυμένες ασκήσεις και προτεινόμενες 
ασκήσεις με υποδείξεις για τη λύση τους.  
 Πολλές από τις ασκήσεις έχουν τεθεί ως θέματα μαθηματικών διαγωνι-
σμών. (Εθνικοί διαγωνισμοί και Ολυμπιάδες). Άλλες ασκήσεις διαλέχτηκαν επι-
μελώς από τις πάμπολλες ασκήσεις που κυκλοφορούν, οι περισσότερες όμως 
είναι επινοήσεις των συγγραφέων και για τον λόγο αυτό, δηλαδή την πρωτοτυ-
πία και το νέο, το βιβλίο αποκτά μια ξεχωριστή αξία. 

Οι λυμένες ασκήσεις χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες Α΄, Β΄, Γ΄ ανάλογα 
με το βαθμό δυσκολίας τους.  
 Το βιβλίο απευθύνεται σε μαθητές που θέλουν να συμμετάσχουν σε μαθη-
ματικούς διαγωνισμούς ή έχουν ιδιαίτερες ικανότητες και σε καθηγητές μαθημα-
τικών. 
 

 Στην έκδοση του βιβλίο συνέβαλαν οι:  
• Θεοδουλίδης Στέλιος, χημικός μηχανικός από τη Βέροια, 
• Ρίζος Γιώργος, μαθηματικός από την Κέρκυρα με την ηλεκτρονική στοιχει-

οθεσία, 
• Ιωσηφίδης Λεωνίδας, φοιτητής του μαθηματικού τμήματος του Α.Π.Θ. με τη 

διόρθωση των κειμένων 
οι οποίοι αξίζουν συγχαρητήρια για την προσφορά τους. Όμως τα πολλά συγ-
χαρητήρια τα αξίζουν οι συγγραφείς όχι μόνο για την εξαιρετική και πρωτότυπη 
δουλειά που έκαναν, αλλά κυρίως για το γεγονός ότι όλη αυτή η προσπάθεια 
που μεταφράζεται σε πολλές μέρες δουλειάς και στέρησης έγινε μόνο για κοι-
νωνικούς σκοπούς και οι ίδιοι δεν θα εισπράξουν καθόλου χρήματα. ΜΠΡΑΒΟ 
ΤΟΥΣ. 

Από τα υπόλοιπα μέλη της Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
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Σ' ένα παλιό  
ξεχασμένο μπαούλο... 
 

      Ρίζος Γιώργος, 
       Μαθηματικός, Θάσος  

 
 
 
 

 ένα παλιό ξεχασμένο μπαούλο, σε μια σοφίτα, αναπαυόταν για πολλές 
δεκαετίες μερικά παλιά σχολικά βιβλία. Το πιο παλιό τυπώθηκε στη Σμύρ-

νη το 1867! Στο νεότερο, είχε γραφτεί από παιδικό χέρι, με μολύβι: «Δημήτριος 
Μ., μαθητής Δ΄ τάξεως, Κωνσταντινούπολη, 1918». Ταξίδεψαν κι αυτά στην 
Ελλάδα με το νοικοκυριό των πρώτων προσφύγων, όταν τα σύννεφα του πο-
λέμου και της καταστροφής πλησίαζαν απειλητικά. Η μάνα του Δημήτρη δεν 
τα πέταξε· δεν τα ξεφορτώθηκε, για ν' αλαφρύνει το ταξίδι της προσφυγιάς. 
Τα φύλαξε για να μορφωθεί ο Δημήτρης στη νέα του πατρίδα, για να γίνει 
"σωστός" άνθρωπος, να προκόψει στη Μακεδονία, όπου βρήκε καταφύγιο.  

Τα σχολικά βιβλία, τότε, ακριβά και δυσεύρετα, άλλαζαν ταχτικά χέρια, 
κυρίως από αδελφό σε αδελφό ή συγγενή. Ήταν προσεκτικά διατηρημένα και 
όμορφα ραμμένα με πάνινα εξώφυλλα από τις μάνες των μικρών μαθητών, για 
να αντέξουν χρόνια. Δεν βρίσκεις μέσα την παραμικρή μουτζούρα, παρά μόνο 
σκόρπιες φράσεις των μαθητών και ρητά, που οι δάσκαλοι υπαγόρευαν στην 
τάξη, μα κι εκείνα τα σημάδια στην κάτω δεξιά γωνιά των φύλλων, από τα δά-
χτυλα των μαθητών  –πόσων άραγε;– καθώς τα ξεφυλλίζανε.  
 Τα  παλιά βιβλία έχουν ψυχή· έχουν ζήσει κι αυτά την πολύπαθη ιστορία 
του τόπου. Όταν αγγίζεις με τα χέρια ένα παλιό βιβλίο, συλλογιέσαι πόσοι το 
διάβασαν πριν από σένα. Πώς να ζούσαν τότε; Οι μικρές σκόρπιες σημειώσεις 
του Δημήτρη Μ. εξάπτουν τη φαντασία σου και πλάθεις με το μυαλό σου εικό-
νες από την καθημερινή του ζωή, όπως εσύ τη θες, που όμως, μπορεί ν' απέ-
χουν πολύ απ' την αλήθεια... 
 
 

Ανάμεσα στα σκονισμένα αυτά βιβλία, που θρέψανε γενιές ολόκληρες 
σκόρων (!), ήταν και μερικά Αριθμητικής και Γεωμετρίας. Η Αριθμητική που δι-
δασκόταν, σκοπό είχε να διδάξει τους μαθητές απλούς, αλλά απαραίτητους 
υπολογισμούς των τεσσάρων πράξεων. Τα βιβλία αυτά είναι γεμάτα προβλή-
ματα πράξεων. Προβλήματα απέριττα, βγαλμένα από την καθημερινή ζωή.  

Σ' 
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Δείτε ένα τραγικά επίκαιρο, για εκείνη την εποχή, "πρόβλημα",1 εποχή 
σκληρή, όπου ξεχασμένες σήμερα αρρώστιες και η παιδική θνησιμότητα είναι 
καθημερινό φαινόμενο. Οι μικροί μαθητές είναι τόσο εξοικειωμένοι μ' αυτήν, 
ώστε οι λίγες μέρες ζωής και ο θάνατος ενός βρέφους δίνουν έμπνευση στον 
συγγραφέα  του σχολικού βιβλίου να κατασκευάσει πρόβλημα.  Παρατηρείστε 
δε ότι η γνώση της ημερομηνίας εορτής του Αγίου Γεωργίου θεωρείται δεδομέ-
νη (ή ίσως και παράλληλο ζητούμενο της διδασκαλίας). Δεν πρέπει να είναι 
άσχετο το γεγονός ότι το βιβλίο αυτό διδασκόταν σε ελληνικά σχολεία της 
Κωνσταντινούπολης στις αρχές του 20ου αιώνα.  
 
 

 
 
 
 

Από το ίδιο βιβλίο, διαβάστε και το παρακάτω πρόβλημα:  
 
 

 
 

 
 
 

Υπόσχομαι, μετά απ' αυτό, να μην ξαναγκρινιάξω, περνώντας από τις στροφές 
του Μετσόβου ή της Βροσύνας (Ιωάννινα-Ηγουμενίτσα) για το τμήμα αυτό της 
Εγνατίας, που δεν λέει να ολοκληρωθεί! 

                                                  
1 Από το βιβλίο: ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΓΥΜΝΑΣΜΑΤΑ, Τεύχος Δ, Αποστόλου Σ. Αράπη, 
Κων/πουλη 1907. 
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Ο Πυθαγόρας (580 - 500 π.Χ)  
και το Πυθαγόρειο θεώρημα 
 

 
 
         Ιωσηφίδου Κωνσταντία,  
     Δρ Πολιτικός Μηχανικός, Βέροια 

 
 
 

ι αρχαίοι Έλληνες θεωρούσαν τα μαθηματικά ύψιστη επιστήμη. Ένας από 
τους πρώτους μεγάλους μαθηματικούς της αρχαιότητας, υπήρξε ο Πυθα-
γόρας από την Σάμο, γιος του Μνήσαρχου και της Πυθαΐδας. Μαθητής 

του Θαλή και του Αναξίμανδρου συνέχισε τις σπουδές του κοντά στους σοφούς 
της Αιγύπτου και της Περσίας. Όταν επέστρεψε στην πατρίδα του, κυβερνούσε 
τη Σάμο ο τύραννος Πολυκράτης. Επειδή ήταν αντίθετος με το απολυταρχικό 
καθεστώς, το οποίο απαγόρευε την έρευνα και τις καινούργιες ιδέες αναγκά-
σθηκε να φύγει και να εγκατασταθεί στον Κρότωνα, την αχαϊκή αποικία της Κά-
τω Ιταλίας, όπου ίδρυσε την περίφημη Σχολή του, στην είσοδο της οποίας ήταν 
χαραγμένο το ρητό «Lgdeμr *ceyl—tqgtor e²s´ty». 

Ασχολήθηκε με την Αριθμητική, τη Γεωμετρία τη Φυσική και θεμελίωσε τη 
θεωρία της Μουσικής εισάγοντας την έννοια της κλίμακας. Το ιδιαίτερο γνώρι-
σμα της διδασκαλίας του ήταν ότι οι ποσοτικές σχέσεις μεταξύ των αριθμών 
καθόριζαν την ουσία των όντων και την Αρμονία του "κόσμου", ότι η Μουσική 
διέπονταν από σχέσεις μαθηματικές και η γνώση της ήταν απαραίτητη προϋ-
πόθεση για την ερμηνεία των φυσικών φαινομένων.  

Οι Πυθαγόρειοι πριν διδάξουν τα Μαθηματικά και πριν μελετήσουν τα φυσι-
κά φαινόμενα ασκούνταν στη σιωπή, τη σωφροσύνη και τη συνέπεια εφαρμό-
ζοντας στη ζωή τους "tƒr keyvÖqour lü bad´feim". Η αίγλη, ο μυστικιστικός 
χαρακτήρας και η πολιτική επιρροή τους προκάλεσαν το φθόνο και τις υποψίες 
του πλήθους, το οποίο παρακινημένο από δύο δημαγωγούς έκαψε τη Σχολή 
και τους καταδίωξε με την κατηγορία ότι προσπαθούσαν να εγκαταστήσουν 
τυραννικό καθεστώς στην πόλη και ότι προκαλούσαν την οργή των θεών με τις 
διδασκαλίες και τις τελετές τους. Ο Πυθαγόρας πέθανε, σύμφωνα με τον Διογέ-
νη Λαέρτιο, καθώς προσπαθούσε να διαφύγει, ενώ ο Δικαίαρχος αναφέρει πως 
πέθανε στο ιερό των Μουσών στο Μεταπόντιο της Λουκανίας της Κάτω Ιταλίας 
μένοντας σαράντα ημέρες νηστικός.  

 Ο Πυθαγόρας δεν άφησε γραπτά κείμενα και για το έργο του γνωρίζουμε 
αυτά που διασώθηκαν από τα έργα των μαθητών του. Έγινε όμως διάσημος με 

Ο 
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το φημισμένο και ευρείας εφαρμογής Πυθαγόρειο θεώρημα: 
 

 îùEm to¶r ¿qhocym´oir tqicÖmoir tÂ *pÂ t¡r tüm ¿qhüm cym´am 
ÈpoteimoÉsgr pkeuq„r tetq‚cymom ·som •stμ to¶r *pÂ tØm tüm ¿qhüm 
cym´am peqiewousØm pkeuqØm tetqacÖmoirï.  

 
 Tο οποίο, αν και ήταν γνωστό στους Βαβυλώνιους, τους Ινδούς και τους 

Κινέζους, φαίνεται πως είναι ο πρώτος που το απόδειξε. Με το Πυθαγόρειο 
θεώρημα ασχολήθηκαν από τότε οι μαθηματικοί όλου του κόσμου και έδωσαν 
πολλές και διάφορες αποδείξεις, τις περισσότερες από όλα τα άλλα θεωρήμα-
τα. Στη δεύτερη έκδοση του βιβλίου ''Η Πυθαγόρεια Πρόταση’’ της Elisha Loo-
mis, (The Pythagorean Proposition, National Council of Teachers of Mathema-
tics, 1968) περιλαμβάνονται 365 αποδείξεις. Μερικές από αυτές και επεκτάσεις 
ιστορικής αξίας παρουσιάζονται παρακάτω. 
 
 
1.  Απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος από τον Ευκλείδη 
 («Τα στοιχεία» Βιβλίο πρώτο, Πρόταση 47) 
 
Έστω το ορθογώνιο τρίγωνο 
ΑΒΓ.  
 

Επάνω στις πλευρές του τρι-
γώνου σχεδιάζουμε τα τετρά-
γωνα: ΑΒΙΘ, ΒΓΕΔ, ΑΓΖΗ.  
 

Φέρνουμε τις ευθείες ΑΕ, ΒΖ. 
Τα τρίγωνα ΑΓΕ, ΒΓΖ είναι 
ίσα επειδή έχουν:  
ΒΓ = ΓΕ, ΑΓ = ΓΖ  
και γωνίες: ΕΓ Α ΖΓΒ=   

(1 ορθή + ΑΓΒ ).  
 

Το τρίγωνο ΒΓΖ έχει το μισό 
εμβαδόν του τετραγώνου 
ΑΓΖΗ και το τρίγωνο ΑΓΕ 
έχει το μισό εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΓΕΛ. Άρα το εμβαδόν του τετραγώνου 
ΑΓΖΗ είναι ίσο με το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΓΕΛ. 
 

Όμοια αποδεικνύεται ότι το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΒΙΘ είναι ίσο με το εμ-
βαδόν του ορθογωνίου ΒΔΛΚ.  
 

Άρα το άθροισμα των τετραγώνων των καθέτων πλευρών είναι ίσον με το τε-
τράγωνο της υποτείνουσας. 
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2. Μία επέκταση του Πυθαγορείου θεωρήματος αποτελεί η Πρόταση 31 
από το Έκτο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη: 
 
 
 
 

«Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, το εμβα-
δόν σχήματος που σχεδιάζεται πάνω στην 
υποτείνουσα είναι ίσο με το άθροισμα των 
εμβαδών ομοίων σχημάτων που σχεδιάζο-
νται με όμοιο τρόπο πάνω στις δύο κάθε-
τες πλευρές».  
 
 
3. Μία άλλη επέκταση του Πυθαγόρειου θεωρήματος δόθηκε επίσης από 

τον Πάππο τον Αλεξανδρινό (4ος μ.Χ. αιώνας), στην αρχή του τετάρτου 
Βιβλίου της Μαθηματικής Συναγωγής του, η οποία παρουσιάζεται και σαν 
θεώρημα του Clairaut:  

 
 «Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ. Με 

πλευρές ΑΓ και ΓΒ σχηματίζουμε 
τυχαία παραλληλόγραμμα ΑΓΕΔ, 
ΓΒΖΗ. Έστω ότι οι ΔΕ, ΖΗ τέμνονται 
στο Θ. Φέρνουμε το ΘΓ. Τότε το ά-
θροισμα των εμβαδών των παραλ-
ληλογράμμων ΑΓΕΔ και ΓΒΖΗ είναι 
ίσο με το εμβαδόν του παραλληλο-
γράμμου που έχει πλευρές παράλ-
ληλες και ίσες με τις ΑΒ και ΘΓ, δη-
λαδή με το εμβαδόν του παρ/μου 
ΑΒΜΛ. 
 

Πράγματι, από το σχήμα προκύπτει: 
 

(ΑΓΕΔ) = (ΑΓΘΛ) (κοινή βάση ΑΓ και κοινό ύψος)  και  
 

(ΑΓΘΛ) = (ΑΚΝΛ ) (κοινή βάση ΑΛ και κοινό ύψος). 
Όμοια: (ΒΖΗΓ) = (ΒΜΘΓ) = (ΒΜΝΚ). Άρα (ΑΓΕΔ) + (ΒΖΗΓ) = (ΑΒΜΛ) 
 
 
 
4. Το τελευταίο Θεώρημα του Fermat (1601 - 1665) 
 

Πολλούς αιώνες αργότερα ο Pierre de Fermat, γάλλος δικηγόρος και λά-
τρης των μαθηματικών ερευνώντας την επέκταση του Πυθαγορείου Θεωρήμα-
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τος και μελετώντας τα ‘’Αριθμητικά’’ του Διόφαντου έγραψε στα Λατινικά στο 
περιθώριο του βιβλίου: 

 

 «Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos 
quadratoquadratos & generaliter nullam in infinitum ultra quadratum 
potestatem in duos eiusdem nominis fas est diuidere cuius rei de-
monstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non 
caperet». 

 

 Δηλαδή: Είναι αδύνατο για έναν κύβο να είναι το άθροισμα δύο κύ-
βων, μια τετάρτη δύναμη να είναι το άθροισμα δύο τετάρτων δυνάμεων, 
και γενικά για οποιοδήποτε αριθμό που είναι υψωμένος σε μια δύναμη 
μεγαλύτερη από το τετράγωνο να είναι το άθροισμα δύο ομοίων δυνά-
μεων. Έχω ανακαλύψει μια αληθινά θαυμάσια απόδειξη αυτής της πρό-
τασης, αλλά αυτό το περιθώριο είναι πάρα πολύ στενό για να τη χωρέ-
σει.  
 

 Η πρόταση αυτή είναι γνωστή σαν το τελευταίο θεώρημα του Fermat και 
παρά την απλή του διατύπωση οι Μαθηματικοί προσπάθησαν επί 358 χρόνια 
να το αποδείξουν. Τελικά το Μάϊο του 1995 ο Βρετανός Andrew Wiles, καθηγη-
τής στο πανεπιστήμιο του Princeton στις ΗΠΑ, μετά από κοπιαστική εργασία 
δημοσίευσε την απόδειξη στο περιοδικό «Annals of Mathematics» 
 

 
5. Απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος από τον Ινδό μαθηματικό και 

αστρονόμο Bhaskara (12ος αιώνας) 
 

 
Έστω ΑΒΓ το ορθογώνιο τρίγωνο με υπο-
τείνουσα ΑΒ = γ.  
Αν σχεδιάσουμε το τετράγωνο της υποτεί-
νουσας ΑΒΔΕ και τα τρίγωνα ΒΔΖ, ΔΕΗ, 
ΕΑΘ, τότε η πλευρά του εσωτερικού τετρα-
γώνου ΘΓΖΗ είναι ΘΓ = β – α, οπότε το εμ-
βαδόν του ΑΒΔΕ είναι: 

 γ2  = 2 4αβ(β α)
2

− +  =  

= (β2 +α2 – 2αβ) + 2αβ = α2+β2 
 
 
6.  Απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος από τον J. A. Garfield, 1831-

1881) 
 

Ο James Abram Garfield, μέλος της Βουλής των Αντιπροσώπων και πέντε 
χρόνια πριν εκλεγεί ως εικοστός πρόεδρος των ΗΠΑ, το 1876, έδωσε μια ενδι-
αφέρουσα απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήματος κατασκευάζοντας επάνω 
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στο ορθογώνιο τρίγωνο το τραπέζιο ΑΒΔΕ με βάσεις ΑΒ = γ, ΕΔ = β και ύψος 
ΑΕ = β + γ  
 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΓΑΒ, ΓΕΔ είναι ίσα επειδή έχουν 
τις κάθετες πλευρές ίσες, άρα ΓΔ = ΓΒ και επειδή 
ΕΓΔ ΒΓΑ 1+ = ορθή το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ορθογώνιο 
ισοσκελές. 
 

Το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒΔΕ είναι:  
 

(ΑΒΔΕ) = 
2(γ β)(γ β) (γ β)

2 2
+ + +

=  
 

ή προσθέτοντας τα επί μέρους εμβαδά των τριγώνων: 
 

  (ΑΒΔΕ) = 
2 2γβ γβ α αβγ

2 2 2 2
+ + = +  

Άρα  
2 2(γ β) αβγ

2 2
+

= + , οπότε α2 = β2 +γ2 

 
Το Πυθαγόρειο θεώρημα αποτυπώθηκε ακόμα και στα γραμματόσημα δια-

φόρων κρατών ταξιδεύοντας τον Πυθαγόρα με το θεώρημά του σε όλο τον κό-
σμο. 

 
Το "Πυθαγόρειο Θεώρημα", όπως αποτυπώθηκε στα γραμματόσημα:  
 

 
 

Της Ελλάδας το 1955 με 
την ευκαιρία των 2500 
χρόνων από την ίδρυση 
της Σχολής του Πυθαγόρα 

 
 

Του Surinam το 1972 

 
 

Του San Marino το 1982 
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Της Νικαράγουας το 1971  
μεταξύ των δέκα πιο σπουδαίων μαθηματικών τύπων του κόσμου.  

 

 
 

Γραμματόσημο που τυπώθηκε στη Γαλλία 
το 2001 για τα 400 χρόνια από τη γέννηση 

του Fermat. 

 
 

Γραμματόσημο που τυπώθηκε στην Τσε-
χία με την ευκαιρία της λύσεως του θεω-
ρήματος του Fermat από τον Wiles. 
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ΕΙΣΗΓΗΣΗ ΟΜΑΔΑΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
ΓΙΑ ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

Παρουσίαση από τον Γιάννη Απλακίδη,  
μέλος της Δ.Ε του Παραρτήματος Ημαθίας. 

 

 
 

Αγαπητοί Συνάδελφοι, 
 

Η Ε.Μ.Ε προκειμένου να εκφράσει την άποψή της και να βοηθήσει στην 
αναδιάρθρωση των αναλυτικών προγραμμάτων για τα Μαθηματικά Γυμνασίου 
και Ενιαίου Λυκείου απευθύνθηκε και στο Παράρτημά μας ζητώντας τη δημι-
ουργία ομάδων εργασίας για να επεξεργαστεί τις θέσεις του Ερευνητικού Κέ-
ντρου Αξιολόγησης και Επιμόρφωσής της. 

Στην ομάδα μας ανατέθηκε η ενότητα που αφορά τα Μαθηματικά Κατεύ-
θυνσης της Γ’ Λυκείου. 

Τα Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ’ Λυκείου αποτελούνται από δύο μέρη: Άλ-
γεβρα και Ανάλυση. Το πρώτο μέρος της Άλγεβρας ασχολείται με τους Μιγαδι-
κούς Αριθμούς και περιλαμβάνει δύο παραγράφους μέχρι την έννοια του μέ-
τρου Μιγαδικού. Το δεύτερο μέρος, της Ανάλυσης, αφορά τις ενότητες Όριο-
Συνέχεια, Διαφορικός Λογισμός, Ολοκληρωτικός Λογισμός. 

 

Οι αλλαγές που προτείνονται είναι:  
 

Α. Μεταφορά από τη Γ’ Λυκείου στη Β’ Λυκείου του κεφαλαίου των Μιγαδι-
κών Αριθμών. 

Β.  Μεταφορά από τη Β΄ Λυκείου στη Γ’ Λυκείου του κεφαλαίου Στοιχεία της 
Θεωρίας Αριθμών. 

 
Τα πλεονεκτήματα των αλλαγών είναι:  
 

1. Το κεφάλαιο των Μιγαδικών Αριθμών είναι ευκολότερο και συνδέεται 
άμεσα με την υπόλοιπη ύλη της Β’ Λυκείου (Ευθεία, Κωνικές Τομές, 
Τριγωνομετρία), ενώ στη Γ΄ Λυκείου είναι άσχετο με την υπόλοιπη δι-
δασκόμενη ύλη (Συναρτήσεις, Διαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογι-
σμός). Έτσι ο μαθητής δεν είναι υποχρεωμένος να θυμάται στη Γ’ Λυ-
κείου όλους τους τύπους και την ύλη που διδάχτηκε στη Β’ Λυκείου. 

  

2. Η Θεωρία Αριθμών παρουσιάζει δυσκολίες, απαιτεί μαθητές με μεγαλύ-
τερη ωριμότητα και μπορεί να διδαχτεί ανεξάρτητα, αφού δεν στηρίζεται 
σε τύπους και θεωρία που διδάχτηκε σε προηγούμενες τάξεις.  
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Η ομάδα μας κατέληξε σε κάποιες προτάσεις που τις καταθέτουμε για να 
αποτελέσουν βάση προβληματισμού για όλους. Βέβαια κάθε άλλη άποψη είναι 
ευπρόσδεκτη. Άλλωστε ο σκοπός της εκδήλωσης είναι να γίνει μια σύνθεση 
των απόψεων που θα προκύψουν, ώστε να πάρει την οριστική μορφή της η 
τελική πρόταση που θα κατατεθεί από το Παράρτημά μας στο 21ο Συνέδριο της 
Ε.Μ.Ε.  

 
Οι προτάσεις είναι οι εξής:  
 
1. Δεν μας βρίσκει σύμφωνους η μεταφορά της ενότητας Στοιχεία Θεωρίας 

Αριθμών από τη Β’ Λυκείου στη Γ’ Λυκείου διότι δεν έχει καμία σχέση με 
την υπόλοιπη διδασκόμενη ύλη.  

2. Η Θεωρία Αριθμών είναι ένα μάθημα εξειδικευμένων γνώσεων η χρησι-
μότητα του οποίου είναι αμφίβολη για τους πρωτοετείς φοιτητές, όποια 
σχολή και αν επιλέξουν. Θα ασχοληθούν ίσως αργότερα μόνο όσοι 
βρεθούν σε κάποιο Μαθηματικό τμήμα. 

3. Την ίδια επισήμανση έκανε συμπτωματικά προς την Ε.Μ.Ε. ο κ. Κ. Κα-
ραθεοδωρή στις 12 Μαίου 1924 στην ομιλία του με θέμα «ΠΕΡΙ ΤΩΝ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΕΝ ΤΗ ΜΕΣΗ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΕΙ».  

4. Η εξέταση του μαθήματος μέσω Πανελλαδικών εξετάσεων δημιουργεί 
αρκετά προβλήματα, αν είναι «αξιοπρεπής», ενώ οι εύκολες εξετάσεις 
στο μάθημα αυτό το καταργούν. Θυμηθείτε το επίπεδο των θεμάτων 
που μπαίνουν στην Β’ Λυκείου.  

5. Το μάθημα θα ήταν χρήσιμο για εξετάσεις διαφόρων διαγωνισμών Ο-
λυμπιάδων, Βαλκανιάδων κ.λ.π. δηλ. χρειάζεται μόνο σε μια μικρή με-
ρίδα μαθητών . 

6. Το μάθημα μπορεί να διδαχθεί σε μικρότερες τάξεις προσαρμοσμένο 
κατάλληλα για να αποκτήσουν οι μαθητές μια γεύση από την αποδεικτι-
κή διαδικασία όπως και να αποκτήσουν μια εμπειρία πάνω σε βασικά 
θεωρήματα διαιρετότητας.  

7. Προτείνουμε αντί της Θεωρίας Αριθμών να επανέλθουν οι ενότητες που 
αφορούν τη θεωρία Πινάκων και Λύση Συστημάτων, όπως ήταν πα-
λαιότερα, αφού αποτελούν μια χρήσιμη θεωρία που θα την συναντή-
σουν οι μαθητές στις περισσότερες θετικές σχολές που θα ακολουθή-
σουν στη συνέχεια. 

 
 
Κάπου εδώ θα είχε τελειώσει και ο δικός μας ρόλος στην παραπάνω πρό-

ταση. Πιστεύουμε όμως ότι είναι μια καλή ευκαιρία ώστε να τοποθετήσουμε τα 
πράγματα στην πραγματική τους διάσταση και να ανοίξει ο διάλογος για τα 
Μαθηματικά στη Γ’ Λυκείου.  
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Ας ξεκινήσουμε από το απλό ερώτημα:  
«Ποιος ο σκοπός της διδασκαλίας των Μαθηματικών στο Λύκειο 

και ειδικότερα στη Γ’ Λυκείου; Τι Μαθηματικά θέλουμε να διδάξουμε 
και για ποιο λόγο;».  
 

Σταχυολογούμε ορισμένους από τους σκοπούς που αναφέρει το Π.Ι 
 

• Να αποκτήσουν μια αξιόλογη βάση μαθηματικών γνώσεων και δεξιοτήτων 
που θα τους επιτρέψει να συνεχίσουν τις σπουδές τους σε πιο προχωρη-
μένο επίπεδο. 

 

• Να εκτιμήσουν την αισθητική και ιστορική συνιστώσα των Μαθηματικών. 
 

• Να είναι ικανοί να εκφράζουν και να παρουσιάζουν τις ιδέες τους με τη 
γλώσσα και τις δυνατότητες των Μαθηματικών, προφορικά και γραπτά, 
 

Και θέτουμε το δεύτερο ερώτημα: 
  

«Με ποιον τρόπο ανιχνεύουμε το αν επιτεύχθηκαν αυτοί οι στόχοι;» 
 

Προς το παρόν μόνο με τη διαδικασία των εξετάσεων και ιδιαίτερα των Γε-
νικών. Εμείς τουλάχιστον δεν γνωρίζουμε αν εφαρμόζεται αυτή τη στιγμή κά-
ποιος άλλος τρόπος αξιολόγησης για το αν επιτεύχθηκαν οι παραπάνω στόχοι. 
Αν τώρα ο τρόπος αυτός είναι σωστός ή λάθος, αυτό αποτελεί θέμα για μια άλ-
λη συζήτηση. Ξεκινούμε λοιπόν με αυτό το δεδομένο. 

Ας δούμε τα αποτελέσματα των γραπτών επιδόσεων των μαθητών Θετικής 
και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης της Γ’ Λυκείου από το 2000-2004  
 

Στον πίνακα (1) παρουσιάζουμε τις γραπτές επιδόσεις των μαθητών της Τε-
χνολογικής Κατεύθυνσης από το 2002-2004. Μάλλον δεν έχει καμία σχέση με 
την κανονική κατανομή όπως θα έπρεπε. 
 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΩΝ ΓΡΑΠΤΩΝ ΕΠΙΔΟΣΕΩΝ ΣΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
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Η αντίστοιχη κατανομή των επιδόσεων των μαθητών της Θετικής κατεύ-
θυνσης όπως φαίνεται στον πίνακα (2) κάθε άλλο παρά κανονική θεωρείται. 
 

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΩΝ ΓΡΑΠΤΩΝ ΕΠΙΔΟΣΕΩΝ ΣΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ
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Πίνακας 2 
 
 

Και αν αυτά δεν αποτελούν ένδειξη για το ότι υπάρχει πρόβλημα παρατη-
ρείστε τον πίνακα (3) που ακολουθεί. Εδώ παρουσιάζουμε τις επιδόσεις από 
[0-9,9) των Μαθητών της Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης. 
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Πίνακας 3 
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Ας σημειωθεί ότι οι μαθητές της Τεχνολογικής είναι σαφώς περισσότεροι 
από αυτούς της Θετικής και όπως είναι γνωστό, διαγωνίζονται στα ίδια θέματα. 

Απ’ ότι βλέπουμε έχουμε κάθε χρόνο ένα ποσοστό περίπου 75% που γρά-
φει κάτω από τη βάση. Ενώ αντίθετα τα αντίστοιχα ποσοστά των μαθητών της 
Θετικής είναι περίπου τα μισά. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ανάλυση των επιδόσεων [0,9, 9) των 
μαθητών της Τεχνολογικής. Περίπου ένας στους δύο μαθητές έχει επίδοση από 
[0-5) (πίνακας 4). 

 
 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΕΠΙΔΟΣΕΙΣ [0 - 9,9) ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΙΙ
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Πίνακας 4 
 
 
 
 

Είναι φανερό ότι τα στοιχεία αυτά και μόνο καταδεικνύουν ότι υπάρχει πρό-
βλημα και μάλιστα σημαντικό. 

 
Που πρέπει όμως να αναζητήσουμε τις αιτίες του προβλήματος; 

 
• Στους μαθητές; Μήπως δηλ. το επίπεδο είναι τόσο χαμηλό που δεν μπορεί 

να αντεπεξέλθει στις ανάγκες του μαθήματος; 
 Τότε μάλλον θα πρέπει να στραφούμε στη Μαθηματική υποδομή που α-

πέκτησαν στα χρόνια που προηγήθηκαν. 
 

• Μήπως στο επίπεδο του ίδιου του μαθήματος; Μήπως δηλ. είναι ακατάλ-
ληλο το να διδάσκονται αυτές οι ενότητες στη Γ’ Λυκείου; 

 

 Εδώ θα θέλαμε να κάνουμε ορισμένες παρατηρήσεις. 
 

Τα τελευταία χρόνια παρατηρείται στα θέματα των Γενικών Εξετάσεων μια 
σταθερή αύξηση του ποσοστού των μονάδων που επιλέγονται από το κεφά-
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λαιο των Παραγώγων (πίνακας 5). 
Είναι χαρακτηριστικό ότι φέτος η Άλγεβρα δηλ. το κεφάλαιο των Μιγαδικών 

έδωσε 8 μονάδες στις 100. 
Αν αυτό συνδυαστεί με τα τραγικά ποσοστά αποτυχίας και με το ότι η πρό-

ταση της Ε.Μ.Ε. είναι να παραμείνει το κεφάλαιο ως έχει, μήπως θα έπρεπε να 
αναζητήσουμε αν υπάρχει πρόβλημα στη διδασκαλία της ενότητας αυτής; 

 
 
 
 

ΜΟΝΑΔΕΣ ΑΝΑ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ 
ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2000-2004
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Πίνακας 5 
 
 
 

Είναι γνωστό πως το κεφάλαιο αυτό καλύπτει μια σειρά πολύ σημαντικών 
εννοιών, πάνω στις οποίες μπορεί κάποιος να εμβαθύνει ή ακόμη και να επε-
κταθεί όσο αυτός νομίζει.  

Ποιο λοιπόν είναι το μέτρο στο οποίο θα πρέπει να διδαχθεί η συγκεκριμένη 
ενότητα; 

Ας υποθέσουμε ότι είναι το σχολικό βιβλίο και οι οδηγίες διδασκαλίας που 
δίνονται στον καθηγητή. 

Μήπως μπορεί κάποιος να μας εξηγήσει πως θα αντιμετώπιζε ο μαθητής 
μια σειρά θεμάτων που τέθηκαν από το 2000-2004 για τα οποία δεν υπήρχε 
τίποτε αντίστοιχο στο σχολικό βιβλίο; 

 
 
Τα θέματα που σταχυολογήσαμε είναι στη διάθεση του καθενός. Δεν νομί-

ζω ότι πρέπει να τα παρουσιάσουμε αναλυτικά. Είναι λίγο-πολύ γνωστά σε ό-
λους αφού τα συζητούμε κάθε χρόνο. 
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Κύριοι συνάδελφοι, 
 
 
 

όπως και να το κάνουμε, μας αρέσει ή όχι, καλώς ή κακώς, τα θέματα των 
Γενικών Εξετάσεων αποτελούν έναν «μπούσουλα» για το επίπεδο διδασκαλίας 
του μαθήματος της επόμενης χρονιάς. Αυτό τουλάχιστον το γνωρίζουν πολύ 
καλά τόσο οι καθηγητές του σχολείου όσο και οι φροντιστές. Όταν για παρά-

δειγμα τέθηκε το 2001 το 4ο θέμα με το 
1

2

0

t f (xt)dt⋅∫ , δεν ήταν λίγοι αυτοί που 

είπαν ότι την επόμενη χρονιά πρέπει να ξεσκονίσουν τις σημειώσεις που χρη-
σιμοποιούσαν επί Δεσμών.  

 

Δυστυχώς το κακό συνεχίστηκε, οπότε ο καθηγητής δεν μπορεί να περιορι-
σθεί μόνο στο επίπεδο των ασκήσεων του σχολικού βιβλίου. Αυτό όμως που 
πρέπει να ξεκαθαριστεί, λαμβάνοντας υπόψη όλα τα παραπάνω, είναι το πώς 
και μέχρι ποιο επίπεδο πρέπει να διδάσκεται. Θυμούνται όλοι που έφτασαν τα 
πράγματα επί Δεσμών. Ουσιαστικά το σχολικό βιβλίο είχε καταργηθεί.  

 
Όλοι συμφωνούν ότι το κεφάλαιο αυτό πρέπει να μείνει αλλά πολλοί προ-

τείνουν ότι πρέπει να αυξηθούν οι ώρες διδασκαλίας που του αναλογούν. Αυτό 
είναι ίσως κάτι που πρέπει να το λάβουμε σοβαρά υπόψη. 

Αφού λοιπόν συνδέεται άμεσα η διδασκαλία του μαθήματος με τα θέματα 
που τίθενται κάθε χρόνο, μήπως θα έπρεπε να αναζητήσουμε την αιτία των 
τραγικών αυτών επιδόσεων και στην επιλογή των θεμάτων;  

Μήπως η ασυμβατότητα, τις περισσότερες φορές, του επιπέδου των θεμά-
των που επιλέγονται συγκριτικά με το επίπεδο του σχολικού βιβλίου και τους 
διδακτικούς στόχους που τίθενται σύμφωνα με τις οδηγίες του Π.Ι., αποτελούν 
ένα θέμα για συζήτηση; 

 Ποιος άραγε διδακτικός στόχος επιτεύχθηκε το 2003 όταν τέθηκε θέμα που 
η λύση του απαιτούσε την εφαρμογή του Θ.Μ.Τ. έξι φορές; !!!! 

 Ποιος άραγε ανέλαβε την ευθύνη για την επιλογή την ίδια χρονιά του θέματος 
4γ που ήταν ΛΑΘΟΣ; Γιατί εδώ τίθεται θέμα αξιοπιστίας των εξετάσεων, των 
βαθμολογητών και της ίδιας της αντικειμενικής αλήθειας των Μαθηματικών. 

 
Σκέφτηκε κανείς τον αντίκτυπο τέτοιων στάσεων στο ίδιο το μάθημα που 

ευτελίζεται, όταν δυστυχώς ακούσαμε απόψεις όπως: «το αντιπαράδειγμά σας 
είναι εν μέρει σωστό» ή «το θέμα λύνεται, αλλά με ανώτερα μαθηματικά» και 
άλλα τέτοια κωμικά; 

 
Σκέφτηκε κανείς τον αντίκτυπο τέτοιων στάσεων στην εικόνα του καθηγητή 

των Μαθηματικών που θα πρέπει να απολογείται για γενικόλογες ανακοινώσεις 
στον τύπο από επίσημα χείλη και δεν μπορεί να πάρει θέση Σωστό ή Λάθος; 
Το συγκεκριμένο θέμα είχε 8 μονάδες οι οποίες μεταφράζονται σε περίπου 220 
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μόρια. Ας αναλογιστεί κανείς ποια σιγουριά θα εμπνεύσει αυτός ο καθηγητής 
την επόμενη χρονιά στους μαθητές του και με ποιον τρόπο θα τους πείσει να 
ασχοληθούν με τη λεπτομέρεια όταν στο τέλος «όποιος ακουμπάει το στυλό 
στο γραπτό βαθμολογείται άριστα». Η επιλογή των θεμάτων λοιπόν είναι ένα 
κρίσιμο θέμα.  

 
Το Παράρτημά μας είχε την ευαισθησία μετά το πρόβλημα που προέκυψε 

με το συγκεκριμένο ΛΑΘΟΣ θέμα να διοργανώσει ημερίδα στην οποία κατατέ-
θηκαν απόψεις για το πώς πρέπει να λειτουργήσει η επιτροπή που επιλέγει τα 
θέματα. Προτάθηκε μεταξύ άλλων η επανεξέταση της σύνθεσής της, να προτεί-
νονται τα θέματα μαζί με τη λύση τους, να υπάρξει ομάδα καθηγητών της Μ.Ε. 
που θα λύνει τα θέματα και θα αξιολογεί το βαθμό δυσκολίας τους κ.α. 

 
 
 
 
Αγαπητοί Συνάδελφοι 
  
Αφού τώρα μας δίνεται η ευκαιρία να ανταλλάξουμε ορισμένες απόψεις ας 

μην την αφήσουμε ανεκμετάλλευτη. Να γίνει κάτι, αλλά να γίνει σωστά . Το 
πρόβλημα είναι σύνθετο και πολυδιάστατο. Δεν λύνεται με προσθαφαιρέσεις 
διδακτικών ενοτήτων. Ούτε με επιχειρήματα της μορφής ότι ο μαθητής πρέπει 
να θυμάται τύπους από τις άλλες τάξεις άρα καλύτερα να βγει αυτή η ενότητα. 
Αν οι Μιγαδικοί για παράδειγμα περάσουν στη Β’ Λυκείου και πιστέψει ο μαθη-
τής ότι τίποτα από αυτά που διδάσκεται στην κατεύθυνση δεν θα του χρεια-
στούν στη Γ’ Λυκείου, σε συνδυασμό με την κατάργηση των εξετάσεων φέτος, 
δεν μπορούμε να φανταστούμε ποιο είναι εκείνο το επιχείρημα που θα τον πεί-
σει να ασχοληθεί με τα Μαθηματικά.  

Χρειάζεται μια ποιο προσεκτική και ποιο σφαιρική προσέγγιση του θέματος. 
Εμείς κινηθήκαμε σε δύο άξονες. Από τη μια προσπαθήσαμε να καταγράψαμε 
την πραγματικότητα βασισμένοι σε στατιστικά στοιχεία που είναι έτσι και αλ-
λιώς γνωστά σε όλους και από την άλλη προσπαθήσαμε να εκφράσουμε τις 
απόψεις του καθηγητή της Μ.Ε. που έχει την εμπειρία της καθημερινής διδα-
σκαλίας του μαθήματος μέσα στην τάξη. Άλλωστε αυτός αποτελεί και τον κύριο 
εκφραστή κάθε νέας αλλαγής στα αναλυτικά προγράμματα, παράλληλα όμως 
είναι και ο κύριος υπεύθυνος για το αν τελικά επιτύχει ή όχι. 

 
 

Σας ευχαριστώ. 
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Τα Θέματα των Γενικών Εξετάσεων,  
η Μαθηματική Απόδειξη  
και η Διδασκαλία των Μαθηματικών 

 

    Θωμαΐδης Γιάννης 
    Πειραματικό Σχολείο 

      Πανεπιστημίου Μακεδονίας 

 
 
Εισαγωγή 
 

α θέματα των Γενικών Εξετάσεων στα Μαθηματικά, ιδιαίτερα στις περι-
πτώσεις εκείνες που εντοπίζονται ασάφειες, λάθη ή υπερβολική δυσκολία, 
συγκεντρώνουν δικαιολογημένα τα φώτα της δημοσιότητας και γίνονται 

αντικείμενο έντονης κατακραυγής και αντιπαράθεσης. Αυτή η αναταραχή όμως 
είναι επιφανειακή, συντηρείται για λίγες μόνο μέρες ή εβδομάδες και στη συνέ-
χεια το ζήτημα υποβαθμίζεται, χωρίς να γίνει ποτέ αφορμή μιας συστηματικής 
μελέτης για τις συνέπειες που έχουν τα θέματα των Εξετάσεων στη διδασκαλία 
και μάθηση των Μαθηματικών. Μια αναδρομή στην ιστορία του θεσμού των 
Εισαγωγικών Εξετάσεων στην τριτοβάθμια εκπαίδευση, δείχνει ότι το φαινόμε-
νο αυτό επαναλαμβάνεται με σταθερό τρόπο από τότε που καθιερώθηκε ο θε-
σμός στην Ελλάδα, δηλαδή εδώ και 80 περίπου χρόνια.1 

Παρά τις αλλαγές που έχει υποστεί ο θεσμός αυτές τις οκτώ δεκαετίες, 
αλλαγές που αφορούν τόσο τον τρόπο διεξαγωγής των Εξετάσεων όσο και την 

                                                 
1 Ο θεσμός των Εισαγωγικών Εξετάσεων στα Α.Ε.Ι. καθιερώθηκε το 1926 και ήδη μέσα σε 
μια δεκαετία είχε αποκτήσει όλα τα αρνητικά γνωρίσματα που τον συνοδεύουν μέχρι σήμε-
ρα. Τον Ιούνιο του 1936, σε άρθρο του που δημοσιεύτηκε στο Δελτίον Λειτουργών Μέσης 
Εκπαιδεύσεως, ο Πέτρος Τόγκας αφού έκανε αναφορά στην «…κατακραυγή των εφημερί-
δων και της κοινής γνώμης, η οποία επακολουθεί πάντοτε την έκδοσιν των αποτελεσμάτων, 
ότι οι μαθηταί μας δεν γνωρίζουν ορθογραφία, μαθηματικά…» σημείωνε χαρακτηριστικά: 

Εάν θελήσωμεν να συμβουλεύσωμεν ένα μαθητήν να προσέξη, να συγκεντρώση πε-
ρισσότερον τας προσπαθείας του εις τα δεσπόζοντα σημεία της επιστήμης, θα μας 
απαντήση: «Δεν υπάρχουν εις την επιστήμην, δια τους μαθητάς, λεπτομέρειαι περισ-
σότερον ενδιαφέρουσαι η μία της άλλης, ούτε δεσπόζοντες παράγοντες. Όσα ανα-
γράφονται εις το πρόγραμμα, είναι πιθανόν να ζητηθούν κατά τας εξετάσεις και δια 
τούτο πρέπει να τα μάθωμεν οπωσδήποτε». Και πράγματι τα μανθάνουν μηχανικώς, 
αδιαφορούντες δια την μόρφωσιν του πνεύματος. 

Ποιος θα μπορούσε να υποστηρίξει ότι η κατάσταση σήμερα, ύστερα από 70 χρόνια αλλε-
πάλληλων εκπαιδευτικών μεταρρυθμίσεων, είναι καλύτερη; 

Τ 
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εξεταστέα ύλη των Μαθηματικών2, υπάρχουν ορισμένες διαχρονικές «σταθε-
ρές» οι οποίες επηρεάζουν αποφασιστικά το περιεχόμενο και τη διατύπωσή 
των θεμάτων. Μια τέτοια «σταθερά» αποτελεί π.χ. η ανάγκη να δίνονται στους 
μαθητές «πρωτότυπα» θέματα, δηλαδή ασκήσεις ή προβλήματα που δεν είναι 
δημοσιευμένα στην τρέχουσα βιβλιογραφία των σχολικών Μαθηματικών. Η 
αγωνιώδης αναζήτηση τέτοιων θεμάτων έχει οδηγήσει πολλές φορές σε επιλο-
γές που είναι τελείως αντίθετες με ορισμένες βασικές μαθηματικές ή διδακτικές 
αρχές, γεγονός που προκαλεί σημαντικές παρανοήσεις, δημιουργεί προβλήμα-
τα στη βαθμολόγηση των γραπτών και αποτυπώνεται με αρνητικό τρόπο στην 
επίδοση των μαθητών. Επιπλέον, με δεδομένη την ισχυρή επίδραση που α-
σκούν οι Εξετάσεις, τα θέματα αυτά μπορούν να έχουν γενικότερες παρενέρ-
γειες σε όλο το φάσμα της διδασκαλίας των Μαθηματικών. Για τις επιπτώσεις 
αυτές όμως δεν γίνεται καμιά συζήτηση, αφού κύριο μέλημα όλων των θεσμι-
κών οργάνων της εκπαίδευσης φαίνεται να είναι μόνο η «ομαλή» διεξαγωγή 
της γραφειοκρατικής πλευράς των Εξετάσεων, χωρίς να διαφαίνεται καμιά 
πρόθεση μελέτης των εντυπωσιακών στοιχείων που αποκαλύπτει κάθε χρόνο 
η βαθμολόγηση των γραπτών και εξαγωγής των αντίστοιχων συμπερασμάτων. 

Στην εργασία αυτή θα εστιάσω την προσοχή σε μια από τις πολλές πτυ-
χές αυτού του ζητήματος, και συγκεκριμένα στον τρόπο με τον οποίο αντιμε-
τωπίζεται η έννοια της μαθηματικής απόδειξης μέσα από τα θέματα των Εξετά-
σεων. Θα αναλύσω ορισμένα παραδείγματα, τόσο από το απώτερο παρελθόν 
όπου κυρίαρχο στοιχείο αποτελούσε η επιδίωξη της «πρωτοτυπίας» των θεμά-
των, όσο και από τα θέματα των τελευταίων ετών στα οποία γίνεται μια προ-
σπάθεια ύπαρξης «βατών» θεμάτων για τη διευκόλυνση των αδύνατων κυρίως 
μαθητών. Η ανάλυση αυτή θα δείξει τον προβληματικό χαρακτήρα ορισμένων 
θεμάτων αποδεικτικής φύσεως, τις δυσκολίες και ανισότητες που δημιουργού-
νται στη βαθμολόγηση των γραπτών, αλλά και τις γενικότερες αρνητικές συνέ-
πειες στη διδασκαλία των Μαθηματικών. 

 

 
1. Ένα ιστορικό παράδειγμα 
 
Για να θεμελιώσω τον ισχυρισμό περί διαχρονικότητας του προβλήματος, θα 
ξεκινήσω με ένα ιστορικό παράδειγμα και συγκεκριμένα το παρακάτω «πρωτό-
τυπο» θέμα Τριγωνομετρίας που τέθηκε το 1947 στις Εισαγωγικές Εξετάσεις 

                                                 
2 Η σημαντικότερη ίσως αλλαγή του θεσμού πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο της εκπαιδευτι-
κής μεταρρύθμισης του 1964, όταν η αποκλειστική αρμοδιότητα της διεξαγωγής των εξετά-
σεων, την οποία είχαν μέχρι τότε τα Α.Ε.Ι., μεταβιβάστηκε στο Υπουργείο Παιδείας. Η αλλα-
γή αυτή δεν ήταν άσχετη με ορισμένα ακραία φαινόμενα ασυδοσίας που είχαν εμφανιστεί τα 
προηγούμενα χρόνια στη θεματοδοσία των Μαθηματικών και σε άλλα ζητήματα διεξαγωγής 
των εξετάσεων. 
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της (λεγόμενης τότε) Μαθηματικής Σχολής Αθηνών.3 
 

Εάν εις εν τρίγωνον ΑΒΓ είναι:  
ημΑ + ημΒ + ημΓ = 1 και συνΑ + συνΒ + συνΓ = 2,  

τότε να δειχθή ότι η ακτίς της περιγεγραμμένης περί το τρίγωνον πε-

ριφερείας ισούται προς 
( )

=
+ + 2
αβγR

α β γ
 , ένθα α, β, γ τα μήκη των 

πλευρών του τριγώνου. 
 
Η ζητούμενη απόδειξη μπορεί να γίνει χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία αν χρησιμο-
ποιηθούν οι επόμενες σχέσεις, οι οποίες εκείνη την εποχή αλλά και μέχρι πριν 
λίγα χρόνια αποτελούσαν αναπόσπαστο τμήμα της σχολικής Τριγωνομετρίας: 

= = =

+ + =

+ + = +

α β γ     2R              (1)
ημΑ ημΒ ημΓ

Α Β Γ   ημΑ ημΒ ημΓ 4συν συν συν          (2)
2 2 2
Α Β ΓσυνΑ συνΒ συνΓ 1 4ημ ημ ημ         (3)
2 2 2

 

Σύμφωνα με τις υποθέσεις του προβλήματος, από τις σχέσεις (2) και (3) προ-
κύπτει ότι είναι:  

= =
Α Β Γ Α Β Γ4συν συν συν 1  και   4ημ ημ ημ 1
2 2 2 2 2 2

. 
 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις τελευταίες βρίσκουμε την ισότητα 
 

2ημΑημΒημΓ = 1 (4) 
 

Από το νόμο των ημιτόνων έχουμε επίσης τις:  
 

α = 2RημΑ, β = 2RημΒ, γ = 2RημΓ.  
 

Από τις τελευταίες, με πολλαπλασιασμό κατά μέλη και λαμβάνοντας υπόψη την 
(4) βρίσκουμε ότι είναι = 3αβγ 4R (5).  
Επίσης, με πρόσθεση κατά μέλη και λαμβάνοντας υπόψη την πρώτη υπόθεση 
του προβλήματος βρίσκουμε ότι είναι:  
 

α + β + γ = 2R, δηλαδή ( )+ + =2 2α β γ 4R  (6). 
 

                                                 
3 Βλέπε Α. Πάλλα: Θέματα δοθέντα εις τας Εισαγωγικάς Εξετάσεις των Ανωτάτων και Ανω-
τέρων Σχολών του Κράτους το έτος 1947, μετά των λύσεων αυτών. Αθήναι: Βιβλιοπωλείον 
Χ. Παπαδημητροπούλου, 1947 (σ.51). Πρόκειται για το «Ετήσιο Δελτίο Θεμάτων» το οποίο ο 
Πάλλας εξέδιδε ανελλιπώς από το 1947 μέχρι το θάνατό του το 1981. Η σειρά αυτή, που 
περιείχε τις λύσεις και σχολιασμό των θεμάτων αποτελεί μια πολύτιμη πηγή για την ιστορία 
του θεσμού των Εισαγωγικών Εξετάσεων στην Ελλάδα.   
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Διαιρώντας κατά μέλη τις (5) και (6) καταλήγουμε στη ζητούμενη ισότητα. 
 

Ο παρατηρητικός αναγνώστης θα έχει αρχίζει ίσως να υποψιάζεται ότι κάτι 
δεν πάει καλά με το συγκεκριμένο τρίγωνο (π.χ. από τις ισότητες (5) και (6) 
προκύπτει σχεδόν αμέσως, με τη βοήθεια τύπων του εμβαδού, ότι οι ακτίνες 
του εγγεγραμμένου και του περιγεγραμμένου κύκλου είναι ίσες!). Η υποψία αυ-
τή γίνεται βεβαιότητα αν λάβουμε υπόψη ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η ανι-
σότητα: 

< + + ≤
31 συνΑ συνΒ συνΓ
2

  (7) 
 

Δηλαδή δεν υπάρχει τρίγωνο που ικανοποιεί την ισότητα:  
 

συνΑ + συνΒ + συνΓ = 2,  
 

η οποία αναφέρεται στην εκφώνηση του θέματος.  
 

Η προηγούμενη και φαινομενικά νόμιμη απόδειξη της ζητούμενης ισότητας ε-
κτελείται πάνω σε ανύπαρκτες μαθηματικές σχέσεις! Στη γλώσσα της μαθημα-
τικής λογικής πρόκειται για μια συνεπαγωγή με ψευδή υπόθεση, δηλαδή μια εξ 
ορισμού αληθή πρόταση.4   
 

Το προηγούμενο θέμα προκάλεσε στις αρχές του 1948 μια διαμάχη ανάμε-
σα στον Θεόδωρο Βαρόπουλο, καθηγητή στη Μαθηματική Σχολή του Πανεπι-
στημίου Θεσσαλονίκης, και τον Αριστείδη Πάλλα, ιδιοκτήτη μεγάλου φροντι-
στηρίου της Αθήνας και μέλους (μετέπειτα Γενικού Γραμματέα και Προέδρου) 
του διοικητικού συμβουλίου της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας. Επικαλού-
μενος την ανισότητα (7), ο Βαρόπουλος άσκησε αρχικά κριτική κατά της επιλο-
γής του συγκεκριμένου θέματος με άρθρο του που δημοσιεύτηκε στο περιοδικό 
«Αιών του Ατόμου». Στην κριτική αυτή απάντησε ο Πάλλας με ένα κείμενο που 
δημοσιεύτηκε στο «Παράρτημα του Δελτίου της Ε.Μ.Ε.» (τον πρόδρομο του 
σημερινού «Ευκλείδη»). Το βασικό επιχείρημα του Πάλλα ήταν το εξής:   

 
 

Νομίζομεν ότι ο κ. Βαρόπουλος δεν έχει δίκαιον, διότι εις το πρόβλη-
μα υπάρχει ένα εάν και συνεπώς ουδεμίαν σημασίαν έχουν τα μετέ-
πειτα δεδομένα. Εάν το εάν τούτο δεν ευσταθή δια το τυχόν τρίγωνον 
τότε δεν θα ευσταθή και το εξαγόμενον, εκτός εάν η μη ευσταθούσα 

                                                 
4 Παρά το γεγονός αυτό, η προηγούμενη άσκηση όχι μόνο «επιβίωσε» στην ελληνική βιβλιο-
γραφία των στοιχειωδών Μαθηματικών αλλά υπήρξε ο «γεννήτορας» μερικών ακόμη αντί-
στοιχων «παθολογικών» ασκήσεων. Η προϊστορία και η εξέλιξη της συγκεκριμένης άσκησης 
είναι πολύ διαφωτιστικές για την ερμηνεία του φαινομένου της «ασκησιολογίας» που ανα-
πτύσσεται γύρω από το θεσμό των Εξετάσεων και μαστίζει τη μαθηματική εκπαίδευση. Το 
ζήτημα αυτό, μαζί με μια μελέτη της πολύ ενδιαφέρουσας ανισότητας (7), θα  αποτελέσει το 
περιεχόμενο ενός επόμενου άρθρου. 
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σχέσις ουδαμού εμφανίζεται εις την συνέχειαν των συλλογισμών, ότε 
ουδεμίαν έχει επίδρασιν επί του εξαγομένου.5 

 
Ο Βαρόπουλος ανταπάντησε με μια δηκτική επιστολή προς τον Α. Πάλλα, 

που δημοσιεύτηκε επίσης στο «Παράρτημα του Δελτίου της Ε.Μ.Ε.», και στην 
οποία σημείωνε μεταξύ άλλων τα εξής: 

 

Ο σχηματισμός προβλημάτων, οίον το αναφερόμενον, γίνεται αν ο κα-
τασκευάζων ταύτα έχει δύο προσόντα: 
α) θέλει να παραπείση 
β) έχει το προσόν της αγνοίας. 
Πολλάκις δε δια να καλύψη το δεύτερον ισχυρίζεται ότι χρησιμοποιεί 
το πρώτον.6 

 
Η επίκληση της «άγνοιας», σχετικά με την ανισοτική σχέση (7) που αφορά 

το άθροισμα των συνημιτόνων των γωνιών ενός τριγώνου, δεν αποτελεί κατά 
την άποψή μου πειστική ερμηνεία για την επιλογή του συγκεκριμένου θέματος 
από τους καθηγητές της Μαθηματικής Σχολής Αθηνών. Θεωρώ πιο πιθανό ότι 
η επιλογή αυτή ήταν σκόπιμη, με δεδομένη την ανάγκη ύπαρξης «πρωτό-
τυπων» θεμάτων που δεν θα μπορούσαν να «προβλέψουν» οι δραστηριοποι-
ούμενοι (με ιδιαίτερα έντονο και ανταγωνιστικό τρόπο) στο χώρο της φροντι-
στηριακής εκπαίδευσης.7 

Πράγματι, ποιος μπορεί να «προβλέψει» ως θέμα Εισαγωγικών Εξετάσεων 
στα Μαθηματικά μια άσκηση με ψευδή υπόθεση; Αν, επαναλαμβάνω, αποκλεί-
σουμε την περίπτωση της «άγνοιας», τότε η επιλογή αυτή αποτελεί σαφή έν-
δειξη ότι ζητήματα που συνδέονται με την «εικόνα» του θεσμού προς την κοι-
νωνία (π.χ. το υψηλό «κύρος» των Εξετάσεων ή το «αδιάβλητο» της επιλογής 
των θεμάτων, τα οποία ενισχύονται όταν τα θέματα είναι «πρωτότυπα») μπορεί 
να θέσουν στο περιθώριο βασικά κριτήρια μαθηματικής εγκυρότητας. Στο χώρο 
της μαθηματικής έρευνας είναι μάλλον αδιανόητο να προτείνει κάποιος προς 
λύση ένα πρόβλημα, όταν γνωρίζει ότι κάποια από τις υποθέσεις του είναι 

                                                 
5 Βλ. Παράρτημα του Δελτίου της Ε.Μ.Ε., αριθμ. 12, Ιανουάριος – Φεβρουάριος 1948 
(σ.361). 
6 Βλ. Παράρτημα του Δελτίου της Ε.Μ.Ε., αριθμ. 14, Μάιος – Ιούνιος 1948 (σ.425). Χαρακτη-
ριστικό για το ήθος των προσώπων και της εποχής είναι το σχόλιο του παραλήπτη της επι-
στολής Α. Πάλλα, ο οποίος αμέσως μετά από το δηκτικό σχόλιο του Βαρόπουλου σημειώνει: 
«… την ανωτέρω επιστολήν έδωσα προς δημοσίευσιν εις το Παράρτημα του Δελτίου της 
Ε.Μ.Ε. κατά καθήκον …». Σε αντίθεση με το δημόσιο διάλογο Βαρόπουλου – Πάλλα, οι υ-
πεύθυνοι για την επιλογή των θεμάτων στη Μαθηματική Σχολή Αθηνών απέφυγαν να πά-
ρουν οποιαδήποτε θέση.  
7 Πλήρης τεκμηρίωση αυτής της θέσης γίνεται στο υπό προετοιμασία άρθρο που αναφέρω 
στην προηγούμενη υποσημείωση 4.   
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ψευδής. 8 
Το θέμα της Τριγωνομετρίας του έτους 1947 δεν υπήρξε ένα μεμονωμένο 

γεγονός. Παρακάμπτω όμως αρκετά άλλα θέματα παρόμοιας υφής που δόθη-
καν τα επόμενα χρόνια (με αποκορύφωμα μια «έκρηξη» που σημειώθηκε το 
1962), για να ασχοληθώ με μια πρόσφατη περίπτωση που επιβεβαιώνει τη δι-
αχρονικότητα του προβλήματος. 
 
 
2. Η ιστορία επαναλαμβάνεται 50 χρόνια αργότερα … 
 
Οι περισσότεροι αναγνώστες θα θυμούνται ασφαλώς το επόμενο θέμα Ανάλυ-
σης που τέθηκε στις Γενικές Εξετάσεις της 1ης Δέσμης το 1997: 

 

Υποθέτουμε ότι υπάρχει πραγματική συνάρτηση g, παραγωγίσιμη στο 
R, τέτοια ώστε να ισχύει:  

y xg(x y) e g(x) e g(y) xy α+ = + + +  για κάθε x, y ∈R 
Να αποδείξετε ότι ισχύει: 
i) g(0) = –α 
ii) xg (x) g(x) g (0)e x′ ′= + +  για κάθε x∈R 

 
Το θέμα αυτό είναι «πρωτότυπο» με τον ίδιο ακριβώς τρόπο που ήταν «πρω-
τότυπο» το θέμα της Μαθηματικής Σχολής Αθηνών το 1947. Οι δύο ζητούμενες 
ισότητες αποδεικνύονται εύκολα, αλλά αν «ψάξουμε» λίγο περισσότερο τη συ-
ναρτησιακή εξίσωση που ικανοποιεί η συνάρτηση g, διαπιστώνουμε τα εξής:     
 

Για x ≠ 0, y = 0  έχουμε:     α = 0       (1) 
 

Για x = y = 1  έχουμε: g(2) = 2e.g(1) + 1     (2)  
Για x = y = 2   έχουμε: g(4) = 4 3e g(1) + 2 2e  + 4   (3) 
Για x = 1, y = 2 έχουμε: g(3) = 3 2e g(1) + e + 2   (4) 
Για x = 1, y = 3 έχουμε: g(4) = 4 3e g(1) + 2e + 2e + 3  (5) 
 

Από τις ισότητες (3) και (5) προκύπτει ότι είναι: e = 1 (υπενθυμίζουμε ότι η βά-
ση e των φυσικών λογαρίθμων είναι ίση με τον άρρητο αριθμό: 2, 71828182 
8459045…. ). 
Άρα, δεν υπάρχει πραγματική συνάρτηση που ικανοποιεί τη δοθείσα συναρτη-
σιακή εξίσωση. Πρόκειται λοιπόν πάλι για μια συνεπαγωγή με ψευδή υπόθεση, 
                                                 
8 Αντίθετα, θεωρείται μάλλον φυσιολογικό από ορισμένους που φαίνεται ότι ταυτίζουν τη 
μαθηματική δραστηριότητα με την παραγωγή ασκήσεων, όπως δείχνει ο διάλογος που ανα-
πτύχθηκε πρόσφατα από τις στήλες του Ευκλείδη Β΄ σχετικά με τις ολοκληρωτικές εξισώσεις 
στη Γ΄Λυκείου …  
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η οποία είναι αληθής εξ ορισμού και επομένως τα δύο ερωτήματα δεν έχουν 
κανένα μαθηματικό νόημα.9 

Ποια ερμηνεία μπορεί να δοθεί για την επιλογή του συγκεκριμένου θέματος; 
Είναι δυνατό να «κατηγορηθούν» οι θεματοδότες ότι αγνοούσαν τις συνέπειες 
της συναρτησιακής εξίσωσης;10 Φυσικά δεν είναι εύκολο να δώσει κανείς μια 
κατηγορηματική απάντηση σ’ αυτά τα ερωτήματα, αλλά η παρακάτω ερμηνεία 
φαίνεται αρκετά πιθανή και συμβατή με το ζήτημα της «πρωτοτυπίας»: 
Είναι γνωστή στη σχετική βιβλιογραφία, και έχει πολλές ενδιαφέρουσες ιδιότη-
τες, η συναρτησιακή εξίσωση: 

+ = + yxf(x y) e f(y) e f(x) , 
όπου f είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο R (μια σχεδόν προφανής λύση αυ-
τής της εξίσωσης είναι η συνάρτηση = xf(x) x.e ).11 

 
 

                                                 
9 Το γεγονός αυτό είχε προκαλέσει πολλές αντιδράσεις στον ημερήσιο και περιοδικό τύπο, 
αλλά όπως συμβαίνει συνήθως, δεν υπήρξε καμιά επίσημη τοποθέτηση εκ μέρους του Υ-
πουργείου Παιδείας, της Κεντρικής Επιτροπής  Γενικών Εξετάσεων ή της Ελληνικής Μαθη-
ματικής Εταιρείας. Βλ. σχετικά: 
•  Ν. Ιωσηφίδη, Το λάθος θέμα των Μαθηματικών 3Β της 1ης Δέσμης. Εφημερίδα ΛΑΟΣ Βέ-
ροιας, Παρασκευή 4 Ιουλίου 1997 (σ.5). 
•  Γ. Ντάσκα – Χ. Βούζα, Λάθος το ένα θέμα Μαθηματικών της 1ης Δέσμης. Βγάζει άτοπο 
αποτέλεσμα. Εφημερίδα ΑΔΕΣΜΕΥΤΟΣ ΤΥΠΟΣ, Παρασκευή 11 Ιουλίου 1997 (σ.19). 
•  Θ. Τσόκα, Γενικές εξετάσεις 1997, 1η Δέσμη (Ζήτημα 3Β). Τα Μαθηματικά στο Ενιαίο Λύ-
κειο, τεύχος 1ο, Μάϊος 1998, σσ.23-24. 
10 Στις προηγούμενες αντιδράσεις διατυπώθηκε ως αντίλογος (όχι από τους υπεύθυνους, 
αλλά από εκπαιδευτικούς που έχουν το θάρρος να υποστηρίξουν δημόσια τη γνώμη τους) 
ότι η εκφώνηση του θέματος ξεκινά με το «υποθέτουμε ότι υπάρχει πραγματική συνάρτηση g 
…», πράγμα που δείχνει ότι η ίδια η ΚΕΓΕ γνωρίζει ότι δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση, όμως 
αυτό που την ενδιαφέρει είναι το να εξετάσει την αποδεικτική ικανότητα των υποψηφίων. Βλ. 
σχετικά: Θ. Χρυσοστομίδη, Το θέμα 3Β 1ης Δέσμης Μαθηματικών. Εφημερίδα ΛΑΟΣ Βέροι-
ας, Παρασκευή 11 Ιουλίου 1997 (σ.5). 
Η επιχειρηματολογία αυτή, που έχει χρησιμοποιηθεί και σε άλλες παρόμοιες περιπτώσεις, 
αναδεικνύει τη διαχρονικότητα του προβλήματος καθώς παραπέμπει άμεσα στο σκεπτικό με 
το οποίο ο Α. Πάλλας προσπάθησε το 1947 να αντικρούσει την κριτική του Θ. Βαρόπουλου 
(για να λάβει την επιγραμματική και δηκτική απάντηση του τελευταίου). Αναδεικνύει επίσης 
και το γεγονός ότι 50 χρόνια μετά, οι υπεύθυνοι για την επιλογή των θεμάτων δεν έχουν κά-
νει κανένα βήμα προόδου στο ζήτημα της αυτοκριτικής και του δημόσιου διαλόγου.      
11 Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρει μερικές ιδιότητες αυτής της εξίσωσης στα 
εξής έργα: 
•  Π. Μάγειρα, Αλγεβρικά θέματα μετά σημειώσεων Αναλύσεως, τόμος 6. Αθήναι, 1977 
(σ.488). 
 •  Β. Φράγκου, Ασκήσεις Λογισμού συνάρτησης μιας πραγματικής μεταβλητής. Θεσσαλονί-
κη, Εκδόσεις Ζήτη, 1997 (σ.86). 
•  Θ. Ξένου, Μαθηματική Ανάλυση. Θεσσαλονίκη, Εκδόσεις Ζήτη, 1998 (σ.130).  
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Θα μπορούσε λοιπόν να υποθέσει κανείς ότι οι κατασκευαστές της προη-
γούμενης άσκησης, ωθούμενοι από την ανάγκη δημιουργίας ενός «πρωτό-
τυπου» θέματος, πρόσθεσαν στην παραπάνω γνωστή συναρτησιακή εξίσωση 
την «ουρά» xy + α και αδιαφορώντας για τις συνέπειες αυτής της προσθήκης 
(ας μη ξεχνάμε τις συνθήκες μέσα στις οποίες εργάζεται η επιτροπή θεματοδο-
τών…), την έθεσαν στις Εξετάσεις της 1ης Δέσμης. Αφήνοντας κατά μέρος ο-
ποιαδήποτε διάθεση κριτικής με μαθηματικά επιχειρήματα (όπως για παρά-
δειγμα, αυτήν που άσκησε ο Θ. Βαρόπουλος το 1948), οφείλουμε να υποκλι-
θούμε στην «εξεταστική λογική» με την οποία αντιμετωπίστηκε στην προκειμέ-
νη περίπτωση η μεγάλη «δυσκολία» εξεύρεσης θεμάτων που δεν έχει προβλέ-
ψει η αχαλίνωτη φροντιστηριακή φαντασία, ούτε περιέχονται στην αντίστοιχη 
βιβλιογραφία που κατακλύζει την εγχώρια αγορά (αναρίθμητα βιβλία με συλλο-
γές ασκήσεων, άρθρα μαθηματικών περιοδικών, ειδικά ένθετα εφημερίδων 
κ.λπ).12 

Η ιστορία βέβαια, στην προκειμένη περίπτωση, θυμίζει εκείνη της κότας με 
το αυγό. Είναι η πληθωρική συγγραφική παραγωγή των φροντιστών που εξα-
ναγκάζει τους θεματοδότες στις συγκεκριμένες επιλογές, ή είναι οι επιλογές των 
τελευταίων που εξάπτουν τη φροντιστηριακή φαντασία; Το ζήτημα θα μπορού-
σε να θεωρηθεί ως «θέατρο του παραλόγου», αν δεν είχε βαθιές ρίζες στην 
ιστορία της νεοελληνικής μαθηματικής εκπαίδευσης από τη μια μεριά, και σο-
βαρές επιπτώσεις στη διδασκαλία των Μαθηματικών από την άλλη. 

Η δημιουργία θεμάτων που αφορούν ιδιότητες ανύπαρκτων τριγώνων ή 
συναρτήσεων μπορεί να θεωρηθεί – αν δεν περιοριστούμε στην εύκολη ερμη-
νεία της «άγνοιας» – ως μια σχεδόν αναπόφευκτη συνέπεια της λειτουργίας 
που εδώ και πολλές δεκαετίες έχουν αποκτήσει τα Μαθηματικά, μέσα στο διοι-
κητικό - γραφειοκρατικό μηχανισμό των Γενικών Εξετάσεων στην Ελλάδα. 

Είναι ίσως περιττό να επαναλάβουμε το χιλιοειπωμένο, ότι ο μηχανισμός 
αυτός δεν διενεργεί «εξετάσεις» (που διαπιστώνουν την επάρκεια των γνώσε-
ων των υποψηφίων για τις θέσεις που διεκδικούν), αλλά ένα «διαγωνισμό» 
(που κατανέμει τους υποψηφίους στις Σχολές «υψηλής» και «χαμηλής» προτί-
μησης, μέσω μιας «αντικειμενικής» ποσόστωσής τους στη βαθμολογική κλίμα-
κα). Είναι πολύ ενδεικτικό το φαινόμενο της γενικής αναταραχής που δημιουρ-

                                                 
12 Τη «δυσκολία» αυτή έχει περιγράψει με αφοπλιστική ειλικρίνεια ο Χ. Αχτσαλωτίδης (μετα-
φέροντας την εμπειρία προηγούμενης συμμετοχής του στην Επιτροπή Εξετάσεων), στον 
πρόλογο του βιβλίου του: Μαθηματικά 4ης Δέσμης. Βιβλιοεκδοτική Θεσσαλονίκης, 1996.   
 Αν και - όπως μας διδάσκει η πολύ ενδιαφέρουσα ιστορία του θέματος Τριγωνομετρίας 
του 1947 - τίποτα δεν πρέπει να αποκλείεται, θεωρώ μάλλον απίθανο να είχε δημοσιευτεί 
πριν το 1997 η άσκηση που τέθηκε στις Εξετάσεις της 1ης Δέσμης. Είναι πάντως χαρακτηρι-
στικό το γεγονός ότι η άσκηση αυτή συμπεριελήφθη 3 χρόνια αργότερα (επαυξημένη μάλι-
στα με ένα ακόμη ερώτημα!) στο συλλογικό έργο του Κέντρου Εκπαιδευτικής Έρευνας: Αξιο-
λόγηση των μαθητών της Γ΄ Λυκείου στα Μαθηματικά Θετικής Κατεύθυνσης (τεύχος Β΄ ). 
Αθήνα (2000), σ.39, άσκηση 22. Εδώ, κάθε απόπειρα λογικής ερμηνείας οδηγείται σε πλή-
ρες αδιέξοδο…       
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γεί η εμφάνιση, κατά καιρούς, μεγάλου ποσοστού αριστούχων.13 Η αναταραχή 
αυτή προκαλεί, σχεδόν ως αυτόματη αντίδραση, μια αύξηση του δείκτη δυσκο-
λίας των θεμάτων τον επόμενο χρόνο και το ποσοστό των αριστούχων επα-
νέρχεται στα «φυσιολογικά» του όρια, ενώ υπάρχει μια μόνιμη και γενική αδια-
φορία για τα τεράστια ποσοστά αποτυχίας. Το φαινόμενο λειτουργεί όπως πε-
ρίπου η ρύθμιση της ροής ενός υγρού με τη βοήθεια διακόπτη, και δεν είναι 
δύσκολο να αντιληφθεί κανείς τον πραγματικό ρόλο που παίζουν τα Μαθηματι-
κά σ’ αυτή τη διαδικασία. 

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση για το ζήτημα που εξετάζουμε έχει διατυ-
πώσει ο Καναδός μαθηματικός Colin Clark. Αναφερόμενος στη σπουδαιότητα 
των θεωρημάτων ύπαρξης στα Μαθηματικά και αφού δίνει ένα απλό παρά-
δειγμα των παράλογων συνεπειών μιας υπόθεσης με ανύπαρκτα δεδομένα, ο 
Clark σημειώνει: 
 

…εάν αναφερόμαστε σε μη υπάρχοντα αντικείμενα ωσάν να υπήρχαν, 
μπορούμε να οδηγηθούμε σε γελοία λάθη. Οι μαθηματικοί φαίνεται ότι 
το έχουν μάθει αυτό το ηθικό δίδαγμα, οι πολιτικοί πιθανώς ουδέποτε 
θα το μάθουν.14 

 

Ο Clark θα μπορούσε πιθανώς να προσθέσει και μια τρίτη κατηγορία απο-
δεκτών αυτού του ηθικού διδάγματος: είναι οι μαθηματικοί οι οποίοι εγκαταλεί-
πουν προς στιγμήν το έργο του ερευνητή ή του δασκάλου και αναλαμβάνουν, 
ως μέλη εξεταστικών επιτροπών, να χρησιμοποιήσουν τα Μαθηματικά για την 
επίλυση ενός κατεξοχήν πολιτικού προβλήματος, δηλαδή την επιλογή των «ι-
κανών» υποψηφίων, μέσα από ένα σύνολο εξίσου «ικανών» για σπουδές στην 
Ανώτατη Εκπαίδευση.    

Βέβαια, στα θέματα του 1947 και του 1997 που αναφέρθηκαν προηγουμέ-
νως μπορεί να γίνει όπως είδαμε μια «σκηνοθεσία» μαθηματικής απόδειξης, 

                                                 
13 Ιδιαίτερα, στην πρώτη φάση των διαφόρων μεταρρυθμίσεων του συστήματος, οι οποίες 
κατά κανόνα επιχειρούν να ωραιοποιήσουν την κατάσταση. Σε μια ενδιαφέρουσα ανάλυση 
του προβλήματος των Εξετάσεων, ο καθηγητής του Ε.Μ.Π. Θ. Ξανθόπουλος γράφει για το 
συγκεκριμένο ζήτημα τα εξής: 

Η ηγεσία του υπουργείου Παιδείας καθορίζει συνήθως με εξω-εκπαιδευτικά «πολιτι-
κά» κριτήρια τη γενική ποιότητα των θεμάτων (κρίσης ή αποστήθισης) και τη σοβαρό-
τητά τους (εύκολα-δύσκολα). Παρουσιάζεται μάλιστα και το θλιβερό φαινόμενο της 
από μάθημα σε μάθημα αλλαγής πολιτικής, π.χ. όταν δυσαρεστούνται οι πράγματι 
πολλαπλά εξαντλημένες από τα φροντιστήρια και την αγωνία οικογένειες, διότι μπή-
καν δύσκολα θέματα στα Μαθηματικά ή στα Ελληνικά, να εφαρμόζεται αμέσως η πο-
λιτική εντολή για εύκολα θέματα στο επόμενο μάθημα! (Η εισαγωγή στα ΑΕΙ χωρίς ε-
ξετάσεις. Η ΚΑΘΗΜΕΡΙΝΗ, Κυριακή 1 Φεβρουαρίου 2004, σ.27).    

14 Βλ. Clark, C. The Theoretical Side of Calculus. University of British Columbia, 1972 (σ.92). 
Την πληροφορία αυτή οφείλω στο συνάδελφο κ. Δημήτριο Βάθη. Για το παράδειγμα του 
Clark βλ. επίσης την ενδιαφέρουσα συλλογή κειμένων  που επιμελήθηκε ο Δ. Βάθης, και 
δημοσιεύτηκε με τον τίτλο Άπτεροι Μύθοι στον Ευκλείδη Β΄ (Ιούλιος – Αύγουστος – Σεπτέμ-
βριος 1992, σσ.61-63).     
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και είναι μάλλον απίθανο ότι κάποιος μαθητής διαπίστωσε στη διάρκεια της 
εξέτασης την ανυπαρξία των αντίστοιχων μαθηματικών αντικειμένων ή επη-
ρεάστηκε από αυτήν. Από μια στενή «εξεταστική λογική», θα μπορούσε κά-
ποιος να υποστηρίξει ότι «ουδέν πρόβλημα». Στη διάρκεια όμως της τελευταίας 
50ετίας, που με συμβολικό τρόπο οριοθετούν οι δύο προηγούμενες χρονολογί-
ες, αυτή η εξεταστική λογική και η συνακόλουθη φροντιστηριακή αντίληψη έ-
χουν αναχθεί σε κυρίαρχα πρότυπα της διδασκαλίας και μάθησης των Μαθη-
ματικών στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση.       

Το ζήτημα μαθηματικής εγκυρότητας που τίθεται από τα συγκεκριμένα θέ-
ματα των Εξετάσεων θα μπορούσε να λυθεί πολύ εύκολα, με μια μικρή αλλαγή 
στη διατύπωσή τους. Αντί, «να αποδείξετε ότι …»,  το ζητούμενο μπορεί να 
γίνει: «να εξετάσετε αν υπάρχει (τρίγωνο ή συνάρτηση) με την ιδιότητα …». 
 

Έτσι τα θέματα αποκτούν ένα τελείως νόμιμο και πολύ ενδιαφέρον μαθημα-
τικό περιεχόμενο, αλλά είναι βέβαια άλλο ζήτημα αν στη μορφή αυτή συμβιβά-
ζονται με τον τρόπο που διεξάγονται σήμερα οι Εξετάσεις. 

Η πρόταση αυτή δεν πρέπει να θεωρηθεί ως κάποια εξαιρετική καινοτομία, 
γιατί στις Εξετάσεις των τελευταίων ετών έχει ήδη εμφανιστεί ένα φαινόμενο 
συστηματικής παρέμβασης στη διατύπωση ορισμένων παραδοσιακών ασκή-
σεων των σχολικών Μαθηματικών. Το φαινόμενο αυτό, το οποίο εκ πρώτης 
όψεως φαίνεται ως μια μικρή τροποποίηση της εκφώνησης, συνδέεται στενά με 
ένα νέο χαρακτηριστικό γνώρισμα των Εξετάσεων, που υπήρξε προϊόν της τε-
λευταίας εκπαιδευτικής μεταρρύθμισης, δηλαδή την ανάγκη ύπαρξης, εκτός 
των «πρωτότυπων» και ορισμένων «βατών» θεμάτων που μπορούν να αντιμε-
τωπιστούν από τη μεγάλη πλειοψηφία των μαθητών. Στην επόμενη ενότητα θα 
εξετάσω ορισμένες «παρενέργειες» αυτού του φαινομένου, που έχουν άμεση 
σχέση με την έννοια της απόδειξης. 

 

3. Τέσσερα πρόσφατα «βατά» θέματα 
 

  

  1.     Απολυτήριες Εξετάσεις Γ΄ Λυκείου, Ιούνιος 2001 
    Μαθηματικά Θετικής & Τεχνολογικής Κατεύθυνσης  
 

 
ΘΕΜΑ 2ο 

 Έστω f μια πραγματική συνάρτηση με τύπο:  −

⎧ ≤
⎪= ⎨ −

>⎪
−⎩

2

x 3

αx , x 3
f(x)  1 e , x 3

x 3

   

 

 α. Αν η f είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι α = -1/9.       Μονάδες 9 
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  2.        Προαγωγικές Εξετάσεις Β΄ Λυκείου, Ιούνιος 2001 
             Άλγεβρα Γενικής Παιδείας 
 

 
ΘΕΜΑ 2ο 

 Για τη γωνία α ισχύει ότι: 5 συν2α – 14 συνα – 7 = 0 . 

 α. Να δείξετε ότι συνα = − 3
5

                Μονάδες 10 

 
 

  3.      Προαγωγικές Εξετάσεις Β΄ Λυκείου, Μάιος 2003 
     Μαθηματικά Θετικής & Τεχνολογικής Κατεύθυνσης 
 

 

ΘΕΜΑ 4ο 
 Δίνονται δύο κωνικές τομές: 
 η παραβολή =2y 2px , και η έλλειψη + =2 2 24x 2y 3p , p > 0. 
 Β. Να αποδείξετε ότι τα σημεία τομής Κ και Λ των δύο κωνικών τομών είναι 

τα σημεία ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

pK ,p
2

 και ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

pΛ ,  p
2

.           Μονάδες 8 

 
 

  4.    Επαναληπτικές Προαγωγικές Εξετάσεις Β΄ Λυκείου, Σεπτέμβριος 2003 
       Άλγεβρα Γενικής Παιδείας 
 

 

ΘΕΜΑ 3ο 
 Έστω P(x) πολυώνυμο 3ου βαθμού, το οποίο διαιρείται με το πολυώνυμο 

+2x 1, έχει ρίζα το 0 και του οποίου το άθροισμα των συντελεστών είναι ίσο 
με 2. 

 α. Να αποδείξετε ότι  = +3P(x) x x .         Μονάδες 14 
 

Στα προηγούμενα θέματα είναι φανερή μια απόκλιση από την καθιερωμένη 
διατύπωση παρόμοιων ασκήσεων στα σχολικά βιβλία, αλλά και σε αντίστοιχα 
θέματα Εξετάσεων παλαιότερων ετών. Οι συνήθεις «παραδοσιακές» διατυπώ-
σεις, κατά θέμα, θα ήταν οι εξής: 

 

1. Να υπολογίσετε τον αριθμό α, ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής. 
2. Να λύσετε την εξίσωση 5συν2α – 14συνα – 7 = 0. 
3. Να βρείτε τα σημεία τομής των δύο κωνικών τομών. 
4. Να προσδιορίσετε το πολυώνυμο P(x). 

 

Η μετατροπή όλων αυτών των παραδοσιακών διατυπώσεων στη γενική 
μορφή «να αποδείξετε ότι …», έγινε προφανώς για να βοηθήσει τους μαθητές 
κατά δύο τουλάχιστον τρόπους: 
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α) Η αποκάλυψη του ζητούμενου αποτελέσματος λειτουργεί ως μια επιβεβαίω-
ση της πορείας επίλυσης που ακολούθησαν οι μαθητές. 
β) Το συγκεκριμένο αποτέλεσμα χρησιμοποιείται σε επόμενο ερώτημα του ίδι-
ου θέματος και επομένως η γνωστοποίησή του επιτρέπει τη διαπραγμάτευση 
του επόμενου ερωτήματος χωρίς να απαντηθεί κατ’ ανάγκην το προηγούμενο. 
Η «βοήθεια» αυτή κατέστη προφανώς αναγκαία μετά την αλλαγή του συστήμα-
τος το 1997, όταν τα αποτελέσματα των Γενικών Εξετάσειων στη Β΄ και Γ΄ Λυ-
κείου εκτός από την πρόσβαση στα Α.Ε.Ι. συνδέθηκαν επίσης με την προαγω-
γή και απόλυση των μαθητών. 

Ως εδώ, «ουδέν το μεμπτόν» θα μπορούσε να σκεφτεί κάποιος. Από το γε-
νικό «αποκεφαλισμό» των Εξετάσεων με το προηγούμενο σύστημα των Δε-
σμών (όπου το ποσοστό αποτυχίας στα Μαθηματικά έφτανε μερικές φορές στο 
απίστευτο 80%), να και μια στοιχειώδης μέριμνα «υπέρ των αδυνάτων»! 
Παρακολουθώντας τα τελευταία χρόνια την επίδοση των μαθητών ως βαθμο-
λογητής και αναβαθμολογητής στις Γενικές Εξετάσεις, μπορώ να υποστηρίξω 
ότι η «μέριμνα» αυτή λειτουργεί μάλλον προς την αντίθετη κατεύθυνση. Για να 
γίνω περισσότερο σαφής, θα αναφέρω με ποιο τρόπο αντιμετωπίστηκαν τα 
προηγούμενα θέματα από μαθητές, που τα γραπτά τους έδειχναν ότι ανήκουν 
στην κατηγορία των «αδυνάτων». 
 

1. Στο θέμα της συνέχειας, πολλοί μαθητές αντικατέστησαν την (αποδεικτέα, 
αλλά και αποκαλυπτόμενη ταυτόχρονα) τιμή της παραμέτρου α στον τύπο της 
συνάρτησης και ακολούθως έδειξαν ότι η συνάρτηση είναι συνεχής. Αυτό ουσι-
αστικά αποτελεί επίδειξη άγνοιας για τη διαφορά υπόθεσης και συμπεράσμα-
τος σε μια μαθηματική απόδειξη, αλλά μέσα στο γενικό πνεύμα της «βοήθει-
ας», η λύση θεωρήθηκε από τους βαθμολογητές σωστή και έλαβε όλα τα ανα-
λογούντα μόρια. 
2. Στο τριγωνομετρικό θέμα αρκετοί μαθητές χρησιμοποίησαν την (αποδει-
κτέα) τιμή του συνα για να υπολογίσουν την τιμή του συν2α, και στη συνέχεια 
έδειξαν με αντικατάσταση στην εξίσωση ότι οι τιμές αυτές την επαληθεύουν. 
Στη συγκεκριμένη περίπτωση όμως δεν υπήρχε περίπτωση «βοήθειας», αφού 
οι μαθητές όφειλαν να δείξουν ότι η εξίσωση δεν επαληθεύεται από άλλες τιμές 
του συνα. Έτσι έγινε εδώ η σχετική αφαίρεση μορίων. 
3. Στο θέμα των κωνικών τομών πολλοί μαθητές ακολούθησαν την ίδια πο-
ρεία, αντικαθιστώντας τις (αποδεικτέες) συντεταγμένες των σημείων τομής στις 
εξισώσεις και δείχνοντας ότι αυτές επαληθεύονται, ενώ όφειλαν να λύσουν το 
αντίστοιχο σύστημα (και να δείξουν ότι έχει μόνο αυτές τις λύσεις). Εδώ παρα-
τηρήθηκε μάλιστα και διάσταση μεταξύ των βαθμολογητών, επειδή ορισμένοι 
επέμεναν ότι η λύση αυτή είναι σωστή και πρέπει να λάβει όλα μόρια που ανα-
λογούν στο ερώτημα! 
4. Στο θέμα του πολυωνύμου υπήρξαν μερικές περιπτώσεις ακραίας παρανό-
ησης, που όμως δεν είναι καθόλου άγνωστες στους διδάσκοντες Μαθηματικά. 
Κάποιος μαθητής «έλυσε» την άσκηση εκτελώντας, με απόλυτα σωστό τρόπο, 
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τα εξής βήματα: 
 

διαίρεσε το πολυώνυμο = +3P(x) x x  με το  +2x 1  
έδειξε με αντικατάσταση ότι το 0 είναι ρίζα του P(x) 
 

έγραψε το άθροισμα των συντελεστών 1 + 1 = 2 (!!)             
 

Με άλλα λόγια, η μαθηματική απόδειξη που ζητούσε η εκφώνηση του θέ-
ματος έγινε μια κανονική επίδειξη μαθηματικών πράξεων. Ας μου επιτραπεί να 
κρατήσω μυστικό το βαθμό που έλαβε η συγκεκριμένη λύση από το συνάδελ-
φο-βαθμολογητή, ο οποίος έσπευσε έκπληκτος να μου τη δείξει και να ζητήσει 
τη γνώμη μου…    

Από τα προηγούμενα παραδείγματα15 αναδύονται ορισμένα ουσιώδη ερω-
τήματα προς τα μέλη της Επιτροπής Εξετάσεων που παίρνουν - «εξεταστική 
αδεία» - την πρωτοβουλία να τροποποιήσουν την καθιερωμένη διατύπωση με 
την οποία τα συγκεκριμένα θέματα διδάσκονται επί δεκαετίες στο Λύκειο: 
• Αναλογίστηκαν τις συνέπειες για τον τρόπο με τον οποίο οι αδύνατοι ακρι-
βώς μαθητές θα κατανοήσουν αυτά τα θέματα και θα χρησιμοποιήσουν τη 
«χείρα βοηθείας» που τους προσφέρεται; 
• Αντιλαμβάνονται τις συνέπειες που θα έχει στη διδασκαλία και μάθηση της 
μαθηματικής απόδειξης, αν αυτή η εξεταστική πρακτική υιοθετηθεί από τους 
διδάσκοντες (όπως συνήθως συμβαίνει) ως μέθοδος διδασκαλίας στο Λύκειο; 
 

Θα κλείσω αυτή τη σύντομη περιήγησή στη θεματογραφία των Εξετάσεων 
με μια ιδιαίτερη περίπτωση, η οποία πρέπει κατά την άποψή μου να γίνει αντι-
κείμενο μεγάλης προσοχής και συζήτησης. Στο συγκεκριμένο θέμα οι θεματο-
δότες προσπάθησαν να συνδυάσουν την «πρωτοτυπία» με τη «βατότητα», με 
αποτέλεσμα να δημιουργηθούν ορισμένες τραγελαφικές καταστάσεις στη βαθ-
μολόγηση των γραπτών.       
 

 
4. Μια ιδιαίτερη περίπτωση 

 
Προαγωγικές Εξετάσεις Β΄ Λυκείου, Ιούνιος 2001 

Άλγεβρα Γενικής Παιδείας 
 

ΘΕΜΑ 4ο 
Έστω Q(t) η τιμή ενός προϊόντος (σε εκατοντάδες χιλιάδες δραχμές), t 
έτη μετά την κυκλοφορία του προϊόντος στην αγορά. Η αρχική τιμή 
του προϊόντος ήταν 300.000 δραχμές, ενώ μετά από 6 μήνες η τιμή 
του είχε μειωθεί στο μισό της αρχικής του τιμής. Αν είναι γνωστό ότι 
ισχύει: 

                                                 
15 Τα οποία είναι ενδεικτικά. Υπάρχουν πολλά παραδείγματα, με εξίσου ενδιαφέρουσες «α-
ποδείξεις» από την εσοδεία των τελευταίων χρόνων. 
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lnQ(t) = α⋅t + β 
όπου α, β∈R, τότε: 
 

α. να δείξετε ότι Q(t) = 3⋅ −t4 , t ≥ 0,            Μονάδες 10 
 

β. να βρείτε σε πόσο χρόνο η τιμή του προϊόντος θα γίνει ίση με 1/16 
της αρχικής του τιμής,                Μονάδες 8 
 

γ. να βρείτε τον ελάχιστο χρόνο για τον οποίο η τιμή του προϊόντος 
δεν υπερβαίνει το 1/9 της αρχικής του τιμής.      Μονάδες 7  

 
Το προηγούμενο θέμα είναι ένα από τα «προβλήματα» που τέθηκαν στις 

Εξετάσεις, σύμφωνα με τις νέες προδιαγραφές αξιολόγησης των μαθητών στα 
Μαθηματικά που καθιερώθηκαν από την εκπαιδευτική μεταρρύθμιση του 1997. 
Το πρόβλημα, από πλευράς σχολικής ύλης, ανήκει στο κεφάλαιο για την εκθε-
τική και λογαριθμική συνάρτηση του βιβλίου Άλγεβρας της Β΄ Λυκείου, και πιο 
συγκεκριμένα, στην ενότητα που αναφέρεται στην ειδική εκθετική συνάρτηση 

Q(t) = Qo . c.te  (1) (νόμος εκθετικής μεταβολής). 
 

Πιστοί στην εξεταστική παράδοση, οι θεματοδότες αποφάσισαν στη συγκε-
κριμένη περίπτωση να «πρωτοτυπήσουν». Παραμερίζοντας τον τρόπο με τον 
οποίο οι εφαρμογές και ασκήσεις του σχολικού βιβλίου διαπραγματεύονται τα 
αντίστοιχα προβλήματα, αποφάσισαν να «μεταμφιέσουν» το νόμο της εκθετι-
κής μεταβολής δίνοντας στους μαθητές μια «πεπλεγμένη», λογαριθμική μορφή 
της συνάρτησης (1). 

Γνωρίζω ότι και εδώ, όπως στις προηγούμενες περιπτώσεις, μπορεί να ε-
πικαλεστεί κανείς τα γνωστά επιχειρήματα περί «διακριτικής ικανότητας» των 
θεμάτων, έτσι ώστε να ξεχωρίσουν οι πραγματικά «ικανοί» μαθητές από εκεί-
νους που αποστηθίζουν την ύλη του σχολικού βιβλίου. Στη συγκεκριμένη περί-
πτωση, αυτό το επιχείρημα σημαίνει προφανώς ότι για να απαντήσει στο πρώ-
το ερώτημα ο «ικανός» μαθητής θα πρέπει να ξεπεράσει την αρχική έκπληξη 
που προκαλεί η μη οικεία σ’ αυτόν, «πεπλεγμένη» μορφή της συνάρτησης, και 
χρησιμοποιώντας στη συνέχεια τα δεδομένα του προβλήματος να αποκατα-
στήσει τη συνήθη εκθετική μορφή (1). Αν όμως έτσι έχουν τα πράγματα, τότε 
γιατί αποκαλύπτεται η μορφή της συνάρτησης μέσα από το ερώτημα «να δείξε-
τε ότι …»; Έχει ανάγκη ο πράγματι ικανός μαθητής να βλέπει μπροστά του την 
απάντηση; Αν η εκθετική μορφή της συνάρτησης είναι τόσο αναγκαία για να α-
παντηθούν τα επόμενα ερωτήματα του προβλήματος, τότε η εύρεση και όχι η 
μηχανική εφαρμογή ενός προαναγγελθέντος τύπου είναι το στοιχείο που αιτιολο-
γεί την όποια «διακριτική ικανότητα» του συγκεκριμένου θέματος. Οι θεματοδό-
τες επιδεικνύουν εδώ μια πρωτοφανή σύγχυση ανάμεσα στο «βατό» και το 
«πρωτότυπο», ανάμεσα στην παπαγαλία και την κριτική σκέψη!  

Οι λύσεις που δόθηκαν από τους μαθητές στο συγκεκριμένο πρόβλημα 



42 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 4ο 

προκάλεσαν τη μεγαλύτερη ίσως εμφάνιση αναβαθμολογήσεων στο μάθημα 
των Μαθηματικών τα τελευταία χρόνια, και είναι αποκαλυπτικές για τους «μύ-
θους» που συντηρούνται εδώ και δεκαετίες γύρω από τη διδασκαλία των Μα-
θηματικών, την αντικειμενικότητά των Εξετάσεων και της βαθμολόγησης, τη 
διάκριση των «ικανών» από τους λιγότερο «ικανούς» μαθητές. 
Πριν παρουσιάσω ορισμένες λύσεις μαθητών που οδήγησαν τα γραπτά τους 
στη διαδικασία αναβαθμολόγησης, θεωρώ σκόπιμο να έχει υπόψη του ο ανα-
γνώστης την επίσημη λύση που δόθηκε στους βαθμολογητές: 
 

Η επίσημη λύση του προβλήματος 
 

α.   lnQ(t) = α.t + β   ⇔   Q(t) = + =αt β αte e ⋅ βe  
Q(0) = 3   ⇔   βe = 3   ⇔   β = ln3 

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3Q
2 2

 ⇔  3⋅
α
2e = 3

2
⇔  

α
2e  = 1

2
  ⇔ =

α 1ln
2 2

 ⇔  α = –2⋅ln2 ⇔ α = –ln4.

 Άρα Q(t) = 3. − =t ln 4e  3. ( )−tln 4e = 3. −t4 , t ≥ 0 
 

β. Q(t) = 1
16

 . 3   ⇔   −t4  = −24    ⇔   t = 2 έτη. 

γ. Πρέπει   Q(t) ≤ 1
9
⋅3   ⇔  3⋅ −t4  ≤ 1

3
  ⇔  −t4  ≤ −23  ⇔  –t⋅ln4  ≤ -2.ln3   

 ⇔  t⋅ln4  ≥ 2⋅ln3  ⇔  t ≥ 2 ln3 ln3
ln4 ln2
⋅

=  

Άρα ο ελάχιστος χρόνος είναι t = ln3
ln2

 έτη. 
 

[ ≈ 1,58 έτη ≈ 19 μήνες (δική μου προσθήκη, Γ.Θ.)] 
 

Όπως γίνεται φανερό, η προηγούμενη λύση αποτελεί μια καθαρά φορμαλι-
στική αντιμετώπιση του προβλήματος, η οποία εξαντλείται σε αλγεβρικές πρά-
ξεις και ελάχιστα θυμίζει ότι πρόκειται για ένα «πραγματικό» πρόβλημα μετα-
βολής της τιμής ενός προϊόντος στην αγορά (είναι χαρακτηριστικός ο τρόπος με 
τον οποίο εκφράζεται ο ελάχιστος χρόνος, που αποτελεί  την τελική απάντηση 
στο τρίτο ερώτημα). Δεν υπήρξε λοιπόν έκπληξη το γεγονός ότι αυτή η επίσημη 
λύση η οποία, σημειωτέον, δεν συνοδεύονταν από διευκρινίσεις ή οδηγίες για 
τον τρόπο αντιμετώπισης εναλλακτικών τρόπων επίλυσης του προβλήματος, 
δόθηκε από ελάχιστους μαθητές. Αντίθετα, στα βαθμολογικά κέντρα εμφανί-
στηκε μια αναπάντεχη ποικιλία διαφορετικών τρόπων επίλυσης του προβλήμα-
τος, οι οποίοι όμως δεν φαίνεται ότι έγιναν αντιληπτοί ή αποδεκτοί από τους 
βαθμολογητές! Δίνω παρακάτω μια σταχυολόγηση τέτοιων λύσεων, οι οποίες 
προέρχονται αποκλειστικά από γραπτά που αναβαθμολογήθηκαν, εξ αιτίας 
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(σύμφωνα με όλες τις ενδείξεις) του τρόπου επίλυσης του συγκεκριμένου προ-
βλήματος. 
 

Λύσεις του προβλήματος  σε γραπτά που αναβαθμολογήθηκαν 
 

Οι λύσεις παρουσιάζονται όπως ακριβώς δόθηκαν από τους μαθητές και με 
τη σειρά που απάντησαν στα τρία ερωτήματα του θέματος. Ό,τι δίνεται μέσα σε 
αγκύλες αποτελεί δική μου παρατήρηση. 

 

1ος τρόπος (συμβατός με την επίσημη λύση) 
 

β. 1
16

 300.000 = 18.750 

   Άρα Q(t) = 0,1875 
   3⋅ −t4  = 0,1875 
      −t4  = 0,0625 

     t = -log4 0,0625   [= -(-2) = 2 έτη]  
 

γ. Q(t) ≤ 1
9

 300.000 = 33.333 

 Άρα Q(t) ≤ 0,33  ⇔ 3⋅ −t4 ≤ 0,33  ⇔ −t4  ≤ 0,11 ⇔ t
1
4

 ≤ 0,11  ⇔ t4  ≥ −10,11    

 ⇔ t ≥ log4 −10,11     [=1,59 έτη] 
 

α. ln ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1Q
2 2

α + β  (1) 

 

 lnQ(0) = β   Qo = 3  Άρα  β = ln3 (2) 

 ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1Q
2 2

Qo = 3
2

   ⇔  ln ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1Q
2

 = ln 3
2

   ⇔
(1)

   1
2
α + β =  ln 3

2
 

 ⇔
(2)

   1
2
α = ln 3

2
 - ln3.  Άρα  α = ln −22 = ln −14  

 

 Η απόρριψη της προηγούμενης λύσης οφείλεται μάλλον στο γεγονός ότι ο 
ένας βαθμολογητής δε θεώρησε σωστές τις τελικές απαντήσεις στα ερωτήματα 
(β) και (γ), που δόθηκαν από το μαθητή σε περίπλοκη (αλλά ορθή) λογαριθμική 
μορφή (βλ. τις τιμές που παραθέτω στις αγκύλες). Ελέγχοντας προφανώς μόνο 
τα αποτελέσματα, φαίνεται ότι βαρέθηκε να τα επαληθεύσει με ένα κομπιουτε-
ράκι ή, ακόμη χειρότερα, «καλύφθηκε» πίσω από το γεγονός ότι οι λογάριθμοι 
με βάση το 4 είναι εκτός ύλης! 
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2ος τρόπος (παράκαμψη της δεδομένης σχέσης) 
 
Ορισμένοι μαθητές δεν έλαβαν καθόλου υπόψη τη δεδομένη σχέση 

lnQ(t) = α⋅t + β 
και κατέφυγαν στην ενότητα της εξεταστέας ύλης «Ο νόμος της εκθετικής μετα-
βολής». Σύμφωνα με τα παραδείγματα και τις ασκήσεις του σχολικού βιβλίου, 
οι μαθητές χρησιμοποίησαν απ’ ευθείας τη συνάρτηση 

 

Q(t) = Qo⋅ c.te     (1) 
 

και τα δεδομένα του προβλήματος 
 

Qo = 3,  ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3Q
2 2

 [ή Q(6) = 3
2

, όταν ο χρόνος εκφράζεται σε μήνες] 

για να υπολογίσουν το ce  = 1
4

  και τελικά το  c = -ln4. 
 

Στη συνέχεια αντικατέστησαν στην (1) και βρήκαν ότι 
 

Q(t) = 3⋅ −t4 .   [ή   Q(t) = 3⋅
−

t
124 ] 

 
 Γιατί η συγκεκριμένη λύση απορρίφθηκε από ορισμένους βαθμολογητές; 
Νομίζω ότι η μόνη ερμηνεία που μπορεί να δοθεί είναι η εξής: Οι βαθμολογητές 
αυτοί θεώρησαν μάλλον την «αυθαίρετη» εισαγωγή στο πρόβλημα της «υπό-
θεσης της εκθετικής μεταβολής», ως μια εκδήλωση του φαινομένου που οι γε-
νικές οδηγίες βαθμολόγησης αποκαλούσαν παλιότερα «μαθητική πονηρία» (και 
εφιστούσαν την προσοχή των βαθμολογητών). Ιδιαίτερα συνηθισμένο στις γε-
ωμετρικές αποδείξεις, το φαινόμενο αυτό συνίσταται στη χρήση κάποιας ιδιότη-
τας που δεν προκύπτει από τις υποθέσεις, αλλά αποδίδεται με αυθαίρετο τρό-
πο σε ένα σχήμα. Αυτή όμως η βαθμολογική αντιμετώπιση, ιδιαίτερα όταν γίνε-
ται στο πλαίσιο επίλυσης ενός πραγματικού προβλήματος (όπως υποτίθεται ότι 
είναι το συγκεκριμένο θέμα), και με δεδομένη την προσπάθεια «μεταμφίεσης» 
της εκθετικής μεταβολής στη διατύπωση, αποτελεί το λιγότερο μια επίδειξη 
στείρου σχολαστικισμού που δεν αναγνωρίζει παρά μόνο έναν ομοιόμορφο και 
μονοδιάστατο τρόπο σκέψης. Αλλά για το ζήτημα της «ομοιομορφίας», το ο-
ποίο φαίνεται ότι έχει αναχθεί σε κομβικό στοιχείο της «αντικειμενικότητας» των 
Εξετάσεων, θα χρειαστεί να επανέλθουμε παρακάτω. 
 

3ος τρόπος 
 
 Σ’ αυτόν τον τρόπο επίλυσης οι μαθητές παρακάμπτουν κάθε έννοια λογα-
ριθμικής ή εκθετικής εξάρτησης, και καταφεύγουν σε μια «διακριτή» αντιμετώ-
πιση του προβλήματος με τη βοήθεια Πρακτικής Αριθμητικής ή Άλγεβρας. 
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3α) Χρήση Πρακτικής Αριθμητικής 

β. Το 1
16

 του 300.000 είναι 18.750  

 Σε ένα εξάμηνο από 300.000 δρχ. έγινε το προϊόν 150.000 δρχ. 
 Σε ακόμη ένα εξάμηνο η τιμή από 150.000 δρχ. έγινε 75.000 δρχ. 
 Μετά από ένα ακόμη εξάμηνο η τιμή από 75.000 δρχ. έπεσε στις 37.500 δρχ. 
 Στο τελευταίο εξάμηνο η τιμή του προϊόντος από 37.500 θα γίνει 18.750 

 Άρα το προϊόν σε 4 εξάμηνα (δηλαδή σε δύο χρόνια) θα φτάσει στο 1
16

 της 

αρχικής. 
 

γ. Από το (β) γνωρίζουμε ότι η τιμή του προϊόντος θα γίνει το 1
8

 σε 3 εξάμηνα 

(37.500 δρχ)  

 Το 1
9

 της αρχικής τιμής είναι κατά προσέγγιση 33.330 Άρα χρειάζεται ο-

πωσδήποτε να ξεπεράσει τα 3 εξάμηνα για να πάει στη ζητούμενη τιμή. 
 

Προφανώς η λύση αυτή (στην οποία ο μαθητής δεν ασχολήθηκε καθόλου 
με το πρώτο ερώτημα) απορρίφθηκε από τους βαθμολογητές, επειδή θεώρη-
σαν ότι δεν συνάδει με το υψηλό επίπεδο της ύλης και της διδασκαλίας της Άλ-
γεβρας στη Β΄ Λυκείου. Ο ασεβής μαθητής έγραψε στα παλιά του παπούτσια, 
όχι μόνο τον κόπο στον οποίο υποβλήθηκαν οι συγγραφείς του βιβλίου και οι 
καθηγητές του για να διδάξουν την επίλυση προβλημάτων που περιέχουν δια-
κριτά αριθμητικά δεδομένα χρησιμοποιώντας συνεχείς συναρτήσεις, αλλά και 
την απόπειρα των εξεταστών να τον παραπλανήσουν μέσα από «πεπλεγμέ-
νες» μεταμφιέσεις αυτών των συναρτήσεων! 
 

3β) Χρήση γεωμετρικών προόδων και γραμμικών παρεμβολών 
 

γ. Οι διαδοχικές τιμές του προϊόντος ανά εξάμηνο μπορούν να θεωρηθούν ως 

διαδοχικοί όροι της γεωμετρικής προόδου:   3, 3
2

, 3
4

, 3
8

, 3
16

 

Το 1
8

  του ποσού μειώνεται στο 1
16

  σε 6 μήνες 
 

 Άρα σε 3 μήνες θα μειωθεί στο  

1 1 3
38 16 16

2 2 32

+
= =    3 3 1  

32 27 9
⎡ ⎤< =⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 

 Άρα σε 1,5 μήνα θα μειωθεί στο  

1 3 7
78 32 32

2 2 64

+
= =  7 7 1

64 63 9
⎡ ⎤< =⎢ ⎥⎣ ⎦
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Άρα ο ζητούμενος χρόνος για να μειωθεί η τιμή στο 1
9

 της αρχικής  είναι 

6 + 6 + 6 + 1,5 = 19,5 μήνες. 
 

α. 1ος υποδιπλασιασμός σε 6 μήνες: μένει το 1
2

 του ποσού 

 2ος »  »     :  μένει το 1
4

 του ποσού 

Τα διαδοχικά ποσά αποτελούν γεωμετρική πρόοδο. 
 

Άρα Qo = 3, Q1 = 3
4

  

 Q1 = Qo⋅λ   ⇒   λ = 1
4

   ⇒   Qν = 3
4

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν 11
4

= 3⋅ −ν4  

 

β. Το  1
4

 του ποσού (τέλος 1ου χρόνου) θα γίνει 1
16

 στο τέλος του 2ου χρόνου 

 

Η προηγούμενη, απλή και εξαίρετη λύση, χρησιμοποιεί μια από τις πιο βα-
σικές μεθόδους για την αντιμετώπιση παρόμοιων προβλημάτων διακριτών με-
ταβολών: τη μοντελοποίηση με τη βοήθεια γεωμετρικών προόδων και γραμμι-
κών παρεμβολών. Είναι ακριβώς η μέθοδος με την οποία ο μεγαλοφυής John 
Napier, μέσα από τη μελέτη της μεταβολής τριγωνομετρικών πινάκων, έφτασε 
στις αρχές του 17ου αιώνα στην επινόηση της έννοιας του λογάριθμου!16 

Ο μαθητής της Β΄ Λυκείου που έδωσε την προηγούμενη λύση προφανώς 
αγνοούσε (ή αγνόησε συνειδητά) όλα τα περί «εκθετικής μεταβολής» που πε-
ριέχονται στην εξεταστέα ύλη. Έτσι κατάφερε να συλλάβει επακριβώς την ου-
σία του συγκεκριμένου προβλήματος και χρησιμοποιώντας με αριστοτεχνικό 
τρόπο στοιχειώδεις γνώσεις από το κεφάλαιο των προόδων, μας έδωσε ένα 
απτό παράδειγμα της διαφοράς ανάμεσα σε παπαγαλία και ορθή σκέψη. 
Η λύση αυτή εκπλήσσει πολύ και εκπλήσσει διπλά, τόσο για την ποιότητα της 
σκέψης του μαθητή που τη γέννησε όσο και για την «άβυσσο» της σκέψης του 
βαθμολογητή που την απόρριψε. Προσωπικά αφιερώνω αυτή την περίπτωση 
(λύση και απόρριψη μαζί) σε όλους τους μελλοντικούς θεματοδότες και βαθμο-
λογητές, και συνιστώ να τη μελετήσουν προσεκτικά πριν αποφασίσουν την ε-
πόμενη εμπλοκή τους στη διαδικασία των Γενικών Εξετάσεων.17  

                                                 
16 Βλ. για το ζήτημα αυτό την εργασία μου: Προέλευση και εφαρμογές της θεωρίας στη διδα-
σκαλία των Μαθηματικών (το παράδειγμα των λογαρίθμων). Ευκλείδης Γ΄ τεύχος 13, σσ.1-30 
(1986).   
17 Όλες οι προηγούμενες λύσεις οδήγησαν τα αντίστοιχα γραπτά σε διαδικασία αναβαθμο-
λόγησης (στο συγκεκριμένο βαθμολογικό κέντρο), επειδή ο ένας βαθμολογητής τις θεώρησε 
λανθασμένες και ο άλλος σωστές. Αγνοείται βέβαια η τύχη των μαθητών εκείνων που έδω-
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Μερικά συμπεράσματα … 
 

Η προηγούμενη ανάλυση, η οποία επικεντρώθηκε σε ορισμένες «παθολο-
γικές» περιπτώσεις από την πρόσφατη και παλαιότερη εξεταστική θεματογρα-
φία, επιβεβαιώνει κατά την άποψή μου ένα γενικότερο συμπέρασμα σχετικά με 
τους αλληλοσυγκρουόμενους ρόλους των Εξετάσεων και της Διδασκαλίας των 
Μαθηματικών. 
Ορισμένα χαρακτηριστικά και διαχρονικά γνωρίσματα των Εξετάσεων, τα ο-
ποία συνδέονται στενά με ζητήματα όπως το «αδιάβλητο» και η «αντικειμενικό-
τητα» (π.χ. η ανάγκη ύπαρξης «πρωτότυπων» ή «βατών» θεμάτων και η επι-
δίωξη της απόλυτης «ομοιομορφίας» στον τρόπο κατανόησης και βαθμολόγη-
σής τους), οδηγούν συχνά σε επιλογές που δεν συμβιβάζονται με θεμελιώδεις 
έννοιες, όπως αυτή της μαθηματικής απόδειξης ή με βασικές αρχές της διδα-
σκαλίας των Μαθηματικών. 

Η ανάλυση που προηγήθηκε έδειξε καθαρά ότι θέματα Εξετάσεων στα ο-
ποία η «βατότητα» ταυτίζεται με την αποκάλυψη της απάντησης και η «πρωτο-
τυπία» εξαντλείται σε μεταμφιέσεις που αποπροσανατολίζουν τους μαθητές και 
οδηγούν στην επινόηση μη συμβατικών (για τους βαθμολογητές!) λύσεων, δη-
μιουργούν μεγάλα προβλήματα κατανόησης και βαθμολόγησης.   

Επιτελώντας ουσιαστικά και αποκλειστικά μια διοικητική – επιλεκτική λει-
τουργία, οι Εξετάσεις επιβραβεύουν τη στερεότυπη αναπαραγωγή αυστηρά 
οροθετημένων τμημάτων της σχολικής γνώσης και αποθαρρύνουν την εκδή-
λωση εναλλακτικών προσεγγίσεων που κατά κανόνα υποδηλώνουν κριτική και 
δημιουργική σκέψη. Αυτό το γεγονός όμως έρχεται σε σύγκρουση με παραδο-
σιακούς και γενικά αποδεκτούς  σκοπούς της διδασκαλίας των Μαθηματικών. 
Τα παραδείγματα που αναφέρθηκαν έδειξαν καθαρά ότι μια κορυφαία μαθημα-
τική δραστηριότητα όπως η απόδειξη, που χαρακτηρίζεται από την αναγωγή 
όλων των συλλογισμών σε βασικές αρχές και τη λογική αλληλουχία των συ-
μπερασμάτων, εκφυλίζεται σε μια επίδειξη ασύνδετων διαδικασιών που συνι-
στούν, κατά κανόνα, λογικές ανακολουθίες.   

Το πρόβλημα καθίσταται οξύτατο με δεδομένη την απόλυτη επιρροή των 
Εξετάσεων στον τρόπο με τον οποίο γίνεται η διδασκαλία και αξιολόγηση των 
μαθηματικών γνώσεων στο Λύκειο. Η εκτόξευση του μέσου όρου προφορικής 
βαθμολογίας στην Β΄ και Γ΄ Λυκείου σε δυσθεώρητα ύψη (που εμφανίζεται υ-
ποκριτικά ως «βοήθεια»), αποτελεί στην πραγματικότητα ισοπέδωση και ομο-
                                                                                                                          
σαν παρόμοιες λύσεις, αλλά είχαν την ατυχία να πέσει το γραπτό τους στα χέρια δύο βαθ-
μολογητών της πρώτης κατηγορίας … 
Από προσωπικές πληροφορίες μπορώ να εκτιμήσω ότι ο αριθμός αυτών των μαθητών δεν 
είναι καθόλου ευκαταφρόνητος και η αδικία σε βάρος τους αποτελεί μια κατάφωρη παραβία-
ση της «αντικειμενικότητας» των Εξετάσεων. Θα αναλάβει άραγε κάποιος από τους «υπεύ-
θυνους» του συστήματος την πρωτοβουλία ενός δημόσιου διαλόγου γι’ αυτήν ή και τις άλλες 
αδικίες που έχουν διαπραχθεί στο παρελθόν; 
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λογία παραίτησης από κάθε προσπάθεια για παροχή ουσιαστικής μαθηματικής 
παιδείας, που θα συμβάλλει στη διάκριση και επιβράβευση των πράγματι ικα-
νών μαθητών (που δεν είναι πάντοτε εκείνοι που μπορούν να εκφράσουν τη 
σκέψη τους με ένα συμβατικό-φορμαλιστικό μαθηματικό λόγο). Η περίφημη 
οδηγία προς τους εξεταζομένους «κάθε λύση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι 
αποδεκτή», έχει ήδη μετατραπεί στο περιβάλλον της διδασκαλίας σε «κάθε 
σκηνοθεσία λύσης είναι ανεκτή» (με την αντίστοιχη βαθμολογική επιβράβευση). 
Η συνεχής υποβάθμιση της επιστημονικής τεκμηρίωσης, του θεωρητικού μα-
θηματικού λόγου, της εμβάθυνσης και της κριτικής σκέψης και η αναγωγή της 
«ασκησιολογίας» σε υπέρτατο διδακτικό και μαθησιακό αγαθό, αποτελούν τα 
τέκνα του σφικτού εναγκαλισμού των Εξετάσεων με τη Διδασκαλία των Μαθη-
ματικών.  

Ίσως τα προηγούμενα να φαίνονται κάπως υπερβολικά σε όσους βρίσκο-
νται μακριά από το χώρο της καθημερινής διδακτικής πράξης στη δευτεροβάθ-
μια εκπαίδευση, ενδεχομένως και αιρετικά σε πολλούς που υπηρετούν αυτόν 
το χώρο. Αντανακλούν όμως πιστά «εκ των έσω», και με εστίαση σε πραγματι-
κά γεγονότα, τα αποτελέσματα μιας εκπαιδευτικής διαδικασίας που διεξάγεται 
εδώ και δεκαετίες χωρίς καθοδήγηση, χωρίς έλεγχο και ανατροφοδότηση, με 
αποκλειστικό «μπούσουλα» τις εγκυκλίους σχετικά με την εξεταστέα ύλη. Την 
ουσία του προβλήματος έχει συνοψίσει με λιτό αλλά περιεκτικό τρόπο η κατα-
κλείδα ενός σχολίου που δημοσιεύτηκε στις 1/7/2004 στην ΕΛΕΥΘΕΡΟΤΥΠΙΑ με 
τον εύγλωττο τίτλο «Παιδεία χωρίς βάσεις»: 

 

Το εκπαιδευτικό σύστημά μας είναι προσανατολισμένο προς τις εισιτή-
ριες εξετάσεις. Αυτός είναι ο κύριος στόχος του: να προετοιμάσει τους 
μαθητές να διεκδικήσουν μια θέση στον… ήλιο. Και στην αγωνία του να 
είναι αντικειμενικό για να εξυπηρετεί το σκοπό του, το σύστημα αυτό ι-
σοπεδώνει τη γνώση και την κρίση, τις μεταβάλλει σε λέξεις, φράσεις, 
και τύπους. Το εκπαιδευτικό μας σύστημα δεν χρειάζεται άλλη μια με-
ταρρύθμιση. Χρειάζεται ριζική ανακαίνιση.     

 
 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Η εργασία αυτή αποτελεί επεξεργασμένη μορφή μιας εισήγησης 
στην Ημερίδα Διδακτικής των Μαθηματικών που διοργάνωσαν τον Ιανουάριο 
2004 στα Ιωάννινα η σχολική σύμβουλος κ. Ελένη Δημητριάδου και το τοπικό 
παράρτημα της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας. Οι ερωτήσεις και οι παρα-
τηρήσεις που διατυπώθηκαν στη διάρκεια της ημερίδας με ενθάρρυναν να 
προχωρήσω στην ευρύτερη δημοσιοποίηση της εισήγησης.      

Επιθυμώ επίσης να ευχαριστήσω το συνάδελφο κ. Δημήτριο Βάθη για την 
εποικοδομητική ανταλλαγή απόψεων που είχαμε στη διάρκεια συγγραφής αυ-
τής της εργασίας, καθώς και το παράρτημα Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. που έκανε δε-
κτή τη δημοσίευσή της στο περιοδικό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ. 
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Το ορισμένο ολοκλήρωμα  

          και η συνάρτηση ∫
x

α

F(x)= f(t)dt  

(μια διδακτική προσέγγιση) 

 

         Κουφός Θεόδωρος 
      Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών 

 
 
 
 

ίναι καθολική η άποψη στους μαθηματικούς ότι το μέρος της διδασκαλίας 
που προβληματίζει περισσότερο το δάσκαλο των Μαθηματικών είναι αυτό 

που αφορά την πορεία της διδασκαλίας, δηλαδή τη στρατηγική που πρέπει να 
ακολουθήσει για να υλοποιήσει με τον καλύτερο τρόπο τους στόχους μιας δι-
δακτικής ενότητας. Το στάδιο αυτό της διδασκαλίας είναι σημαντικό, αλλά ταυ-
τόχρονα και δύσκολο στο σχεδιασμό του. 

Σύμφωνα με τις σύγχρονες απόψεις της Διδακτικής των Μαθηματικών ο 
μαθητής πρέπει να οικοδομεί τη γνώση μέσα σε μια τάξη η οποία να λειτουργεί 
ως ένα εργαστήριο, στο οποίο να του δίνεται η δυνατότητα να ενδιαφερθεί, να 
προβληματιστεί, να ερμηνεύσει, να εικάσει, να αποδείξει και τέλος να εφαρμό-
σει. Χρειάζεται επομένως φαντασία και δημιουργικότητα από την πλευρά του 
καθηγητή για την επιλογή του τρόπου που θα οδηγήσει το μαθητή στις παρα-
πάνω μαθησιακές λειτουργίες. 

Η παρουσίαση μιας μαθηματικής έννοιας με οδηγό την ιστορική της εξέλιξη 
είναι σε πολλές περιπτώσεις η πλέον ενδεδειγμένη. Η έννοια του ολοκληρώμα-
τος εντάσσεται κατά την άποψή μου σ’ αυτές τις περιπτώσεις. Με την υπάρ-
χουσα διάταξη της ύλης στο βιβλίο της Ανάλυσης, ο μαθητής εισάγεται απ’ ευ-
θείας στο αόριστο ολοκλήρωμα χωρίς να κατανοεί την αναγκαιότητα μιας τέ-
τοιας έννοιας. Στη συνέχεια μυείται στις τεχνικές της ολοκλήρωσης και ελάχιστα 
τον ενδιαφέρει η ιστορική εξέλιξη της έννοιας του ορισμένου ολοκληρώματος 
που παρουσιάζεται παρακάτω.  

Η διδασκαλία του κεφαλαίου πρέπει να αρχίζει από το ορισμένο ολοκλή-
ρωμα. Δίνεται έτσι η ευκαιρία στον καθηγητή των Μαθηματικών, στην αρχή του 
κεφαλαίου, να αναφερθεί στο πρόβλημα του εμβαδού και στη μέθοδο της εξά-
ντλησης, και στο μαθητή να γνωρίσει τις ιστορικές ρίζες του ολοκληρωτικού λο-
γισμού. Τα εισαγωγικά μαθήματα στα διάφορα κεφάλαια των μαθηματικών α-
ποτελούν πρώτης τάξης ευκαιρία στον καθηγητή των μαθηματικών για ιστορι-
κές αναφορές. Μ’ αυτόν τον τρόπο αφ’ ενός αναδεικνύεται η ομορφιά και η γοη-
τεία τους και αφ’ ετέρου οι μαθητές διαπιστώνουν ότι τα μαθηματικά δημιουρ-

Ε 
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γήθηκαν από την ανάγκη αντιμετώπισης καθημερινών προβλημάτων και ότι 
πορεύθηκαν παράλληλα με την πολιτιστική εξέλιξη του ανθρώπου.   
 Είναι γνωστό ότι η ανακάλυψη της ασυμμετρίας από τους Πυθαγόρειους 
δημιούργησε την πρώτη κρίση στην Ιστορία των Μαθηματικών. Διατυπώθηκαν 
ερωτήματα σχετικά με την επ’ άπειρον διαιρετότητα των τμημάτων που σχετί-
ζονται με τη φύση του συνεχούς και τα απειροστά. Τα παράδοξα του Ζήνωνα 
του Ελεάτη γοητεύουν ακόμη και σήμερα όλους τους μαθηματικούς εκτός των 
μαθητών μας, κι’ αυτό γιατί δεν τα διδάσκονται. Η μέθοδος της εξάντλησης ή-
ταν η απάντηση της Πλατωνικής σχολής στον Ζήνωνα τον Ελεάτη. Ξεπέρασαν 
τις δυσκολίες που δημιουργούσαν τα απειροστά χρησιμοποιώντας στη λύση 
των προβλημάτων την «εις άτοπον απαγωγή». 

 
Τη μέθοδο της εξάντλησης μπορούμε να την περιγράψουμε ως εξής: 
 

 "Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν μιας 
περιοχής (Ε). Βασική προϋπόθεση είναι να γνωρίζουμε την τιμή του 
εμβαδού της περιοχής (Ε), έστω π.χ. ότι είναι 1A  . Προσεγγίζουμε το 
εμβαδόν της περιοχής (Ε) με έλλειψη (υπεροχή) κατασκευάζοντας μια 
αύξουσα (φθίνουσα) ακολουθία εμβαδών πολυγωνικών περιοχών εγ-
γεγραμμένων (περιγεγραμμένων) στην περιοχή (Ε). Στη συνέχεια α-
ποδεικνύουμε ότι οδηγούν σε αντίφαση οι δύο υποθέσεις: 

Εμβαδόν περιοχής (Ε) > Α και Εμβαδόν περιοχής (Ε) < Α ."  
  
 Ένα πρόβλημα που αντιμετώπισε ο Αρχιμήδης με την μέθοδο της εξάντλη-
σης είναι ο υπολογισμός του εμβαδού επιπέδου χωρίου που περιορίζεται από 
την παραβολή = 2ψ x  του ημιάξονα Οx και την ευθεία με εξίσωση x = β (β>0). 
Έχουμε δηλαδή με σημερινούς συμβολισμούς τον υπολογισμό του ολοκληρώ-

ματος ( )∫
β

0

f x dx . Η απόδειξη που έδωσε ο Αρχιμήδης με την «εις άτοπον απα-

γωγή» παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και είναι η παρακάτω: (βλ.[1]). 
 

Χωρίζουμε το διάστημα [0, β] σε ν ίσα διαστήματα με τα σημεία = ⋅k
βx k
v

 

k = 0, 1, 2, …, ν.  
 

Σε κάθε διαιρετικό σημείο kx  κατασκευάζουμε το εξωτερικό ορθογώνιο (σχήμα 

2) με ύψος ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2κβ
ν

 και βάση β
ν

.  
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Αν1 συμβολίσουμε με vS  το άθροισμα των εμβαδών όλων των εξωτερικών ορ-
θογωνίων θα έχουμε τη σχέση:  

       = + + +
3

2 2 2
v 3

βS (1 2 ν ).
ν

   (1) 

Εργαζόμενοι ανάλογα το άθροισμα vS  των εμβαδών των εσωτερικών ορθο-
γωνίων (σχήμα 1) θα είναι :  

       = + + + −
3

2 2 2
v 3

βs [1 2 (ν 1) ].
ν

  (2) 

Είναι γνωστό ότι :   + + + = + +
3 2

2 2 2 ν ν ν1 2 ν
3 2 6

   (3) 

Άρα      + + + − = − +
3 2

2 2 2 ν ν ν1 2 (ν 1)
3 2 6

.  (4)  

Από τις σχέσεις (3), (4) προκύπτει:  

    + + + − < < + + +
3

2 2 2 2 2 2ν1 2 (ν 1) 1 2 ν
3

   (5) 

Πολλαπλασιάζουμε την ανισότητα (5) με 
3

3
β
ν

 και έχουμε : 

    ( ) ( )⎡ ⎤+ + + − < < + + +⎣ ⎦
3 3 3

22 2 2 2 2
3 3
β β β1 2 v 1 1 2 v

3ν ν
 

                                                 
1 Ο Αρχιμήδης σε επιστολή του προς τον Ερατοσθένη, γνωστή με την ονομασία «Μέθοδος», 
περιγράφει έναν τρόπο για την εξαγωγή αποτελεσμάτων. 
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       ή  < <
3

v v
βs S
3

∀ ∈ν *    (6) 

Αρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι ο αριθμός 
3β

3
 είναι ο μόνος που ικανοποιεί τη 

σχέση (6).  
Πράγματι έστω Α ένας αριθμός που ικανοποιεί τη σχέση:  
        < <v vs A S  ∀ ∈ν *      (7) 
Από τη σχέση (5) έχουμε: (προσθέτουμε το ν2 στα δύο μέλη της αριστερής ανι-
σότητας) 

 + + + − + < +
3

2 2 2 2 2ν1 2 (ν 1) v ν
3

( )⇔ + + + < + ⇔
3 3 3

2 2 2
3

β β β1 2 ν
3 νν

 

         < +
3 3

ν
β βS
3 ν

      (8) 

 

Εργαζόμενοι ανάλογα στο δεξιό μέλος της (5) θα έχουμε : 
 

⎡ ⎤− < + + + − ⇔ − < + + + − ⇔⎣ ⎦
3 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
3

ν β β βν 1 2 (ν 1) 1 2 (ν 1)
3 3 ν ν

 

         − <
3 3

ν
β β s

ν3
      (9) 

 

Άρα για τον αριθμό Α που ικανοποιεί την (7) θα έχουμε:  

       − < < + ∀ ∈
3 3 3 3β β β βA ν *

3 ν 3 ν
   (10) 

 

Υποθέτουμε τώρα ότι >
3βA

3
 τότε από τη δεύτερη ανισότητα της (10) προκύ-

πτει: − < ⇔ < ∀ ∈
−

3 3 3

3
β β βA ν ν *
3 ν βA

3

 πράγμα άτοπο.  

Όμοια και η υπόθεση ότι <
3βA

3
 οδηγεί σε αντίφαση. Άρα =

3βA
3

. 

 
 Η μέθοδος της εξάντλησης εφαρμόσθηκε από τους μαθηματικούς του 16ου -
17ου αιώνα μ.Χ. και σε άλλους τύπους συναρτήσεων για να εξελιχθεί μέσα σε 
διάστημα δύο περίπου αιώνων σε αυτό που σήμερα ονομάζεται ολοκληρωτικός 
λογισμός. 
 
 Στη συνέχεια μπορεί να δοθεί η έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος στη 
γενική της μορφή, με έμφαση στη γεωμετρική της ερμηνεία, δηλαδή αν ( )f x 0≥  
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για κάθε  ∈⎡ ⎤⎣ ⎦x α,β ,  τότε το ολοκλήρωμα ( )∫
β

α

f x dx  εκφράζει το εμβαδόν Ε του 

χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f τον άξονα x ' x  και 
τις ευθείες x = α και x = β. 
  
 

Η συνάρτηση ∫
x

α

F(x) = f(t)dt  

 

Για την παρουσίαση της συνάρτησης = ∫
x

α

F(x) f(t)dt , ∈x [α,β]  θα στηριχθούμε 

στη γεωμετρική ερμηνεία του ορισμένου ολοκληρώματος στην περίπτωση ό-
που ≥f(x) 0  για κάθε ∈x [α,β] .  

x

y

O á â x

Ó÷. 3  
 
 Με αφορμή το σχήμα 3 ο μαθητής θα συμπεράνει ότι το εμβαδόν του 

γραμμοσκιασμένου χωρίου είναι = ∫
x

α

Ε f(t)dt (1), ότι είναι μεταβλητό και εξαρτά-

ται από το ∈x [α,β] .  
Επομένως η σχέση (1) ορίζει συνάρτηση του x, την οποία συμβολίζουμε με 

= ∫
x

α

F(x) f(t)dt  και εκφράζει για κάθε x [α,β]∈  το εμβαδόν του γραμμοσκιασμέ-

νου χωρίου. 
 

Ο μαθητής θα κατανοήσει την παραπάνω συνάρτηση μέσα από την επόμε-
νη δραστηριότητα:  
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Να βρείτε (με τη βοήθεια του εμβαδού) τη συνάρτηση ( )F x  και την 

παράγωγό της ( )F' x  στις εξής περιπτώσεις: 
 
1. =f(x) 5 , ∈x [1,3]  (σχήμα 4). 

 = = =∫ ∫
x x

1 1

F(x) f(t)dt 5dt (ΑΓΔΕ)  

  = ⋅ = − ⋅ = −ΑΓ ΑΕ (x 1) 5 5x 5 .  
 

 Δηλαδή:  
 

 = = − ∈∫
x

1

F(x) 5dt 5x 5,x [1, 3]  

 

 Άρα = = ∈F'(x) 5 f(x),x [1, 3]    (2). 
 

 
2. f(x) 2x,x [1, 3]= ∈    (σχήμα 5). 
 

 = = =∫ ∫
x x

1 1

F(x) f(t)dt 2tdt (ΑΓΔΕ)  

 + +
= ⋅ = − = −2ΑΕ ΓΔ 2 2xΑΓ (x 1) x 1

2 2
 

 Δηλαδή 
x

2

1

F(x) 2tdt x 1, x [1, 3]= = − ∈∫ . 

 Άρα: 
 

  = − = = ∈2F'(x) (x 1)' 2x f(x),x [1, 3]     (3). 
 
 

3. 2f(x) x , x [0, α],α 0= ∈ >  (σχήμα 6). 

 = =∫
x

2

0

F(x) t dt (Εμβαδόν παραβολικού χωρίου) =
3x

3
 ( βλ. απόδ. Αρχιμήδη). 

 Δηλαδή 
x 3

2

0

xF(x) t dt , x [0, α]
3

= = ∈∫  

 Άρα 
3

2xF'(x) x f(x), x [0, α]
3

′⎛ ⎞
= = = ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (4). 

Ó÷.4

O x

y

5

3Ã(x,0)Á(1,0)

Å Ä

 

Á(1,0) Ã(x,0) 3 x

y

O

E

Ä

Ó÷. 5
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 Παρατηρώντας οι μαθητές τις σχέσεις 
(2), (3), (4) θα οδηγηθούν στην εικασία 
ότι η παράγωγος της συνάρτησης 

= ∫
x

α

F(x) f(t)dt , ∈x [α,β]  είναι η f(x) . 

 Στη συνέχεια μπορούμε να δώσουμε 
τη γεωμετρική ένδειξη της εικασίας για 
τυχαία συνάρτηση f με τον περιορισμό 

> ∀ ∈f(x) 0 x [α,β].  Θέλουμε δηλαδή να 
υπολογίσουμε την παράγωγο της συνάρ-

τησης = ∫
x

α

F(x) f(t)dt .  

Οι μαθητές θα κληθούν να υπολο-
γίσουν το όριο του πηλίκου διαφορών, 
δηλαδή το όριο του λόγου 

+ −F(x h) F(x)
h

 όταν →h 0 .  

Με αφορμή το σχήμα 7 θα διαπι-
στώσουν ότι η διαφορά + −F(x h) F(x)  
εκφράζει το εμβαδόν του έντονα γραμ-
μοσκιασμένου χωρίου, το οποίο για 
μικρές τιμές του h προσεγγίζει ορθο-
γώνιο παραλληλόγραμμο, άρα έχει 

εμβαδόν h f(x)⋅ , επομένως έχουμε: 
→ →

+ − ⋅
= =

h 0 h 0

F(x h) F(x) h f(x)lim lim f(x)
h h

. 

Δηλαδή =F'(x) f(x)  ή 
x

α

f(t)dt f(x), x [α,β]
′⎛ ⎞

⎜ ⎟ = ∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

Με τον παραπάνω τρόπο προσέγγισης οι μαθητές κατανοούν τη σημασία 

της συνάρτησης = ∫
x

α

F(x) f(t)dt , οδηγούνται στην εικασία και τη διαισθητική α-

πόδειξη του θεμελιώδους θεωρήματος του ολοκληρωτικού λογισμού, διαπι-
στώνοντας έτσι ότι η ολοκλήρωση είναι η αντίστροφη διαδικασία της διαφόρι-
σης. 
 
Bιβλιογραφία 
 

[1] Tom M. Apostol, Διαφορικός και Oλοκληρωτικός Λογισμός, τόμος I.  
[2]  Dirk J. Struik, Συνοπτική Ιστορία των Mαθηματικών. 

Â(x,0) á

y

x

Ã

Ó÷. 6

Ï
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y

O
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Δυο καλές λύσεις(;)  
από μαθητές  
στις Γενικές εξετάσεις  
του 2004 

 
 Δόρτσιος Κωνσταντίνος, Σχολ. σύμβουλος Μαθηματικών Κοζάνης 

Ζεμπίλης Κωνσταντίνος, Πολ. Μηχ.και Τοπ. Μηχανικός, Γρεβενά 
 

 
 
 

ίναι αλήθεια ότι οι μαθητές έχουν πάντα και κάτι καινούριο και πρωτοπόρο 
να μας παρουσιάσουν, αρκεί εμείς οι μεγαλύτεροι να τους δώσουμε το 
κατάλληλο ερέθισμα και να τους καλλιεργήσουμε την ελεύθερη και διερευ-

νητική σχέση με τον πραγματικό κόσμο, καθώς επίσης να τους εξασφαλίσουμε 
συνθήκες αναζήτησης και δημιουργικής ενασχόλησης με τον όμορφο πραγμα-
τικά χώρο των Μαθηματικών. 
 
 Πάρα πολλές φορές βρισκόμαστε μπροστά σε προτάσεις των μαθητών μας 
που είναι πρωτοποριακές, αλλά εμείς δεν τις καταλαβαίνουμε ή δεν θέλουμε να 
τις καταλάβουμε, διακατεχόμενοι κυρίως από την αντίληψη ότι δεν είναι τυπικά 
σωστές ή τις λείπουν οι κατάλληλες αιτιολογήσεις. 
 
  Η διαίσθηση και η ενορατικότητα του παιδιού είναι τα πιο πολύτιμα στοιχεία 
για την παραπέρα πορεία και συνέχιση της προσπάθειας και πρέπει να καλλι-
εργούνται και να ενθαρρύνονται. Αλλιώτικα τα παγιδεύουμε σε στείρα μεθοδο-
λογία και ανελεύθερη συμπεριφορά που προεκτείνεται και συνεχίζεται σ΄ ολό-
κληρη τη ζωή των. 
 
 Στα βαθμολογικά κέντρα της Κοζάνης μαζί με τους συναδέλφους μαθηματι-
κούς που βαθμολογούσαν γραπτά της Β΄ και Γ΄ τάξης, βρήκαμε πάρα πολλές 
και ενδιαφέρουσες λύσεις στα θέματα, που τις συζητούσαμε και τις καταγρά-
φαμε. 
  

 
Στο άρθρο αυτό θα μιλήσουμε για δυο περιπτώσεις. 

Ε 
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Α.  Μαθηματικά κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου 
Θέμα 4ο  
 

 Δίδονται οι παράλληλες ευθείες:  
 

ε1: 3χ + 4ψ + 6 = 0 και ε2: 3χ + 4ψ + 16 = 0. 
 Α.  Να βρείτε την απόσταση των παράλληλων ευθειών ε1 και ε2 

 

 Β.  Να βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης ευθείας των ε1 και ε2 
 

 Γ.  Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο το-
μής της ευθείας ε1 με τον άξονα χ΄χ και αποκόπτει από την ευθεία 
ε2 χορδή μήκους d = 4 3 . 

 
Λύση του Γ΄ ερωτήματος 
 
 Δεν θα κουράσουμε με λύσεις απλές και στοιχειώδεις που όλοι μας ξέρου-

με, όμως αξίζει να προσέξουμε το τι έκανε κάποιος μαθητής στο τρίτο ερώ-
τημα και να το σχολιάσουμε. 

 
Γράφει λοιπόν: 
 

 Αφού ο κύκλος έχει κέντρο το σημείο τομής της ε1 με τον άξονα χ΄χ το κέ-
ντρο αυτό θα είναι Κ(–2, 0), άρα ο ζητούμενος κύκλος θα είναι: 

  C: 2 2 2(χ 2) ψ ρ+ + =  με ζητούμενο το ρ∈R+ 
 Αναζητούμε τα σημεία τομής του κύκλου αυτού με την ε2 λύνοντας το σύ-

στημα:     
2 2 2

2

C : (χ 2) ψ ρ
ε : 3χ+4ψ+16=0

⎫+ + = ⎪
⎬
⎪⎭

     (1) 

 

• Λύνουμε τώρα την δεύτερη εξίσωση ως προς χ έχουμε : 
 

3χ 16ψ
4
+

= −  

και αντικαθιστώντας στην εξίσωση του κύκλου προκύπτει: 
  

2 2 23χ 16(χ 2) ( ) ρ
4
+

+ + =  

και μετά από πράξεις καταλήγουμε στην: 
  

2 225χ 160χ 320 16ρ 0+ + − =    (2) 
 

στο σημείο αυτό πολλοί μαθητές προσπαθούν να λύσουν την εξίσωση για να 
προσδιορίσουν τις τετμημένες των σημείων τομής του κύκλου με την ευθεία 
όμως οι πράξεις είναι δύσκολες και χαοτικές.  
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Συνεχίζει και επιμένει ο συγκεκριμένος μαθητής όχι για να βρεί τις λύσεις, αλλά 
σχέσεις μεταξύ των λύσεων αυτών και ανακαλώντας γνώσεις από την Α΄ τάξη 
του Λυκείου, κατορθώνει και βγαίνει από το λαβύρινθο των πράξεων και λέει: 
 
Έστω Α(χ1, ψ1) και Β(χ2, ψ2) τα σημεία τομής του κύκλου που ζητούμε με την 

δοθείσα ευθεία τότε μεταξύ των τετμημένων χ1και χ2, που θα είναι οι λύσεις 
της (2) θα ισχύουν οι σχέσεις: 

1 2

2

1 2

β 160χ χ
α 25

και (3)

γ 320 16ρχ .χ
α 25

⎫+ = − = − ⎪
⎪⎪
⎬
⎪− ⎪= =
⎪⎭

 

  

• Λύνουμε πάλι την δεύτερη εξίσωση του συστήματος (1) ως προς ψ και 

έχουμε πάλι την 4ψ 16χ
3
+

= − , την οποία αντικαθιστούμε στην εξίσωση του 

κύκλου.  
 

 Άρα θα έχουμε: 
 2 225ψ 80ψ 100 9ρ 0+ + − =  (4) 

 

από την εξίσωση αυτή προκύπτουν με τον ίδιο τρόπο οι σχέσεις των τεταγ-
μένων των σημείων Α και Β. Άρα θα έχουμε: 

  

1 2

2

1 2

β 80ψ ψ
α 25

και (5)

γ 100 9ρψ .ψ
α 25

⎫+ = − = − ⎪
⎪⎪
⎬
⎪− ⎪= =
⎪⎭

 

 

Θέλοντας τώρα να είναι το μήκος της χορδής ΑΒ = d = 4 3 , συνεχίζει και 
γράφει: 

2 2 2 2 2
2 1 2 1(χ χ ) (ψ ψ ) (ΑΒ) d (4 3)− + − = = =  

    ή     2 2
1 2 1 2 1 2 1 2(χ χ ) 4χ χ (ψ ψ ) 4ψ ψ 48+ − + + − =   

 

αντικαθιστώντας τώρα στις σχέσεις αυτές τα ευρήματα των σχέσεων (3) και (5) 
καταλήγει: 

2 22 22 2160 320 16ρ 80 100 9ρ4 4 48
25 25 25 25

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      ⇔  
   

     225ρ 400=  ⇔  2ρ 16 ρ 4= ⇔ =  
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κατά συνέπεια η ζητούμενη εξίσωση του κύκλου θα είναι: 
 

 2 2(χ 2) ψ 16+ + =  
Σημείωση: 
 

Θα μπορούσε να αποφύγει την δεύτερη επεξεργασία και να καταλήξει στις 

σχέσεις (5) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3) και την 3χ 16ψ
4
+

= −  . 

Δηλαδή: είναι 1
1

3χ 16ψ
4
+

= −  και 2
2

3χ 16ψ
4
+

= − , επομένως: 
 

1 2 1 2
1 2

3χ 16 3χ 16 3(χ χ ) 32ψ ψ
4 4 4
+ + + +

+ = − − = −   

άρα:     1 2

1603 32 8025ψ ψ
4 25

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠+ = − = −  

καθώς επίσης: 
 

           
2 2

1 2
1 2

3χ 16 3χ 16 1600 144ρ 100 9ρψ .ψ
4 4 25.16 25
+ + − −⎛ ⎞⎛ ⎞= − − = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

Σχόλιο:  
Θα έλεγε κάποιος: "Τόσος κόπος για κάτι απλό και σύντομο;".  
Πιστεύουμε ότι έχει αξία γιατί κατάφερε ο μαθητής, πιστεύοντας στη λογική του 

να βγεί από το λαβύρινθο αυτό των πράξεων (2 σελίδες!) με επιτυχία.  
 

 
Β) Μαθηματικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου 2004. 

Θέμα 4ο  
Έστω η συνεχής συνάρτηση f:R→R τέτοια ώστε f(1) = 1.  

Αν για κάθε x∈R ισχύει: − − ≥∫
3x

1

1g(x) = z f(t)dt 3 z + (x 1) 0
z

, 

όπου  z = α + βi∈C, με α, β∈R*, τότε:  
 

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο R 
 και να βρείτε την g΄. 
 

β. Να αποδείξετε ότι 1z = z +
z

  
 

γ. Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος β να αποδείξετε ότι  

−2 1Re(z ) =
2
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δ.  Αν επιπλέον f(2) = α >0, f(3) = β  και α > β, να αποδείξετε ότι υπάρχει  
 χ0∈(2, 3) τέτοιο ώστε 0f(χ ) = 0 . 

 
Λύση του γ΄ ερωτήματος. 
 

Γράφει λοιπόν κάποιος μαθητής: 
Η σχέση του β΄ ερωτήματος ισοδυναμεί με την : 

 

2 2z z 1= +  

Αυτή όμως μας θυμίζει την εξίσωση της μεσοκάθετης στο τμήμα που ορίζεται 
από τα σημεία Α(–1, 0) και Ο(0, 0).  

Με άλλα λόγια οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών z2 ανήκουν στη μεσοκάθετη 
του τμήματος που ορίζουν οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών: 

 

1z 1 0i 1= − + = −  και 2z 0 0i 0= + =  ( σχ. 1). 
 

 
Με τα δεδομένα αυτά μπορούμε να πούμε 

ότι η προβολή της εικόνας του z2 στον 
πραγματικό άξονα βρίσκεται στο ση-

μείο με τετμημένη 1
2

−   

και συνεπώς:   2 1R(z )
2

= − . 

  
Παρατηρήσεις:  
 

• Στο σημείο αυτό αν θέλαμε να προ-
χωρήσουμε παραπέρα θα μπορούσαμε 
να πούμε ακόμα ότι:  
 

Αφού το 2 1R(z )
2

= − , αν θέσουμε z κ λi= + , όπου κ, λ∈R, τότε θα έχουμε: 

     2 2 1κ λ
2

− = −  

η οποία ισοδυναμεί με την : 
2 2

2 22 2
2 2

κ λ 1
( ) ( )

− = −   

 

Συμπεραίνουμε δηλαδή ότι οι εικόνες των z κινούνται πάνω σε μια ισοσκελή 
υπερβολή με εστίες: Ε(0, 1) και Ε΄(0, –1) και εκκεντρότητα: 

 

2
2

γ 1ε 2 1
α

= = = > , 

 

Á
-1 1

2
-

(ä)

R

I

M(z2)

Ó÷.1

Ï
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αφού είναι 2 2 2 22 2γ α β ( ) ( ) 1 1
2 2

= + = + = =  

 

• Με άλλα λόγια ο δεσμός που εισάγει η σχέση 1z z
z

= +  (1)   διευθετεί τις 

εικόνες των z και z2 σε δύο γεωμετρικούς τόπους.  
 

Ο ένας είναι η μεσοκάθετος (δ) που περιγράψαμε ανωτέρω και ο δεύτερος α-
ντίστοιχα είναι η ισοσκελής υπερβολή (c).  
 

Ας παρατηρήσουμε τους δύο αυτούς γεωμετρικούς τόπους και πρώτα απ΄ όλα 
ας ζητήσουμε πού τέμνονται. Θα βρεθούμε μπροστά σε περίεργες καταστά-
σεις. Πράγματι, αν σκεφτούμε ότι στο σημείο τομής «θα πρέπει να ταυτίζονται 
οι εικόνες» των z και z2 άρα και θα μπορούσαμε να πούμε ότι: 
 

2 2z z z z 0 z(z 1) 0= ⇔ − = ⇔ − =    άρα   z = 0    ή    z = 1 
 

οι τιμές αυτές προφανώς αποκλείονται γιατί δεν ικανοποιούν τη σχέση (1).  
 

Άρα η σκέψη μας αυτή δεν έχει λογική στήριξη. Τι γίνεται λοιπόν;  
Ας πάρουμε τα πράγματα με τη σειρά. Έστω λοιπόν οι εξισώσεις των δύο γε-
ωμετρικών τόπων με μεταβλητές τα κ και λ.  
 

Τότε θα έχουμε το σύστημα:   

2 2 1κ λ
2
1κ
2

⎫− = − ⎪⎪
⎬
⎪= −
⎪⎭

  

αν το λύσουμε βρίσκουμε 1κ
2

= −  και 3λ
2

= ±  

Άρα βρήκαμε τα σημεία τομής των γραμμών αυτών και τα οποία είναι τα:  
 

1 2
1 3 1 3Μ , και Μ ,
2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

Ας θεωρήσουμε τώρα το ένα από αυτά έστω το 1
1 3Μ ,
2 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, τότε αυτό είναι η 

εικόνα του μιγαδικού αριθμού 1
1 3z i
2 2

= − +  και η εικόνα τού 2
1

1 3z
2 2

= − −  

βρίσκεται στο σημείο Μ2 και όχι στο Μ1.  
 

Για το λόγο αυτό και η προηγούμενη προσπάθειά μας οδήγησε σε αδιέξοδο. 
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• Στην πραγματικότητα έχουμε ένα ση-
μειακό μετασχηματισμό με βάση τη σχέση 
(1) ο οποίος μετασχηματίζει την ισοσκελή 
υπερβολή σε ευθεία χωρίς να υπάρχουν 
αναλλοίωτα σημεία. 
 
Με άλλα λόγια θα μπορούσαμε να υπο-
θέσουμε, έτσι για μια σύνδεση με μια ει-
κονική πραγματικότητα, πως αν είχαμε 
ένα λύκο να τρέχει στην τροχιά της υπερ-
βολής προσδοκώντας να αρπάξει το 
πρόβατο που βόσκει στην τροχιά της ευ-
θείας τότε το πρόβατο θα πρέπει να νιώθει ασφάλεια και ο λύκος αδιέξοδο. Δεν 
θα μπορέσει να φτάσει ποτέ το πρόβατο! 
 
Τελειώνοντας μπορούμε να πούμε πως, αν στο αρχικό ολοκλήρωμα, αντί της 
σχέσης αυτής με τα μέτρα των μιγαδικών z, είχαμε κάποια άλλη σχέση, τότε θα 
μπορούσαμε να είχαμε καταλήξει σε ποικίλα άλλα συμπεράσματα και να προ-
κύψουν σωρεία γεωμετρικών τόπων.  
 
Για παράδειγμα:  
 

Έστω η 
3x

1

g(x) z f(t)dt 3(x 1) 0= − − ≥∫  με τις ίδιες προϋποθέσεις του αρχικού 

προβλήματος.  
 
Τότε με τον ίδιο τρόπο θα προκύψει ο γεωμετρικός τόπος του κύκλου:  

 

z 1=  2z 1⇔ =  
 

άρα οι εικόνες του z και z2 ανήκουν στον ίδιο κύκλο με κέντρο την αρχή των 
αξόνων και ακτίνα ίση με 1. Το ερώτημα όμως παραμένει, δηλαδή, αν το πρό-
βατο και λύκος κινούνται στις εικόνες των z2 και z αντίστοιχα τότε το πρόβατο 
θα νιώθει ασφαλές; (άσκηση για τον αναγνώστη) 
 

Επίσης έστω η 
3x

1

ig(x) z f(t)dt 3 z (x 1) 0
z

= − + − ≥∫  με τις ίδιες προϋποθέσεις 

του αρχικού προβήματος.  
 
Να βρεθεί ο γ.τ. των εικόνων του z και z2 (άσκηση για τον αναγνώστη). 
 

(c)(ä)

Ï ê

ë

Ì1

Ì2

Ó÷.2  
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Ένα ανοιχτό πρόβλημα στην Α΄ Λυκείου:  

 

Η χάραξη της διχοτόμου μιας γωνίας 
   

         Κόσυβας Γιώργος, Μάστακας Παύλος 
        Μαθηματικοί, Πειραματικό Λύκειο Αγίων Αναργύρων 

 
  

1ο Σχόλιο Σ.Ε. ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 
 

Κατά τη λύση κάποιων γεωμετρικών προβλημάτων δημιουργείται πολλές φορές το 
ερώτημα: Μήπως με ένα άλλο σχήμα η απόδειξη είναι διαφορετική; Μήπως δηλα-
δή χρειάζεται μια πρόσθετη απόδειξη για κάποιες περιπτώσεις που δεν καλύπτο-
νται από το δικό μας σχήμα; Η απάντηση πολλές φορές είναι καταφατική. Στην 
Ευκλείδεια Γεωμετρία είναι δύσκολο να φανταστούμε όλες εκείνες τις περιπτώσεις 
που δεν καλύπτονται από το δικό μας σχήμα. Έτσι πολλές αποδείξεις είναι ελλι-
πείς.  
  Ελέγχοντας τις λύσεις στο παραπάνω πρόβλημα, διαπιστώσαμε ότι οι αναφε-
ρόμενοι τρόποι δεν εφαρμόζονται σε κάθε σχήμα. Πολλές από τις κατασκευές που 
αναφέρονται μπορεί να «πέφτουν» έξω από το χαρτί σχεδίασης. Τους παραθέσα-
με όμως για τους λόγους που αναφέρονται στην εισαγωγή. Με την αφορμή αυτή 
δημιουργήθηκε ένα ανοιχτό πρόβλημα:  
 

Υπάρχει σχήμα (κατάλληλη τοποθέτηση των ευθ. τμημάτων ε1 και ε2 

στο χαρτί σχεδίασης) στο οποίο κανένας από τους παραπάνω τρό-
πους δεν είναι δυνατόν να εφαρμοστεί και πως θα λύσουμε τότε το 
πρόβλημα; 

 

 Θα περιμένουμε τις απαντήσεις σας για να τις δημοσιεύσουμε στα επόμενα 
τεύχη του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 

Στο τεύχος 2 της ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, (Β΄ Εξάμηνο1996), σελ 79, παρουσιά-
ζεται η λύση αντίστοιχου προβλήματος από το συνάδελφο Γιώργο Ρίζο. Το πρό-
βλημα είναι το εξής:  
 

Δίνονται δύο ευθείες (ε) και (ε΄) που δεν είναι παράλληλες. Το σημείο 
τομής τους όμως βρίσκεται δυστυχώς… έξω από το φύλλο εργασίας 
μας, που έχει περιορισμένη επιφάνεια. Παρόλα αυτά θέλουμε να κα-
τασκευάσουμε ευθεία που να διέρχεται από γνωστό σημείο Α (πάνω 
στο φύλλο εργασίας μας) και το σημείο τομής των δύο ευθειών. 

 
2ο Σχόλιο Σ.Ε. ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ  
 

Στο τεύχος 3 της ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, (Α΄ Εξάμηνο 1997), σελ. 77, δόθηκαν 
και άλλες λύσεις από τους Χρήστο Μπαλόγλου, Νίκο Καστάνη και Σπύρο Αραβα-
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νή. Μετά τη λύση του προβλήματος προτείνεται από το Νίκο Καστάνη το πρόβλη-
μα της κατασκευής της διχοτόμου γωνίας που η κορυφή της βρίσκεται έξω από το 
φύλλο σχεδίασης. 
 Δυστυχώς, η κυκλοφορία του υπέροχου αυτού περιοδικού διακόπηκε, αφήνο-
ντας ένα μεγάλο κενό στη Μαθηματική Κοινότητα και δεν μπορέσαμε να δούμε τις 
λύσεις του προβλήματος που πρότεινε ο Νίκος Καστάνης. Ελπίζουμε ότι θα έχουμε 
τη χαρά να τις φιλοξενήσουμε στα επόμενα τεύχη του Α. 

Στο ίδιο τεύχος προτείνεται για λύση μια ακόμη παρόμοια άσκηση από τον 
Χρήστο Μπαλόγλου. Η κατασκευή που ζητείται είναι να κατασκευαστεί η ευθεία 
που συνδέει το σημείο τομής δύο ευθειών ε1 και ε2 με το σημείο τομής δύο άλλων 
ευθειών ζ1 και ζ2 τα οποία όμως βρίσκονται έξω από το φύλλο σχεδίασης. 
 

 
 

ε αφορμή εργασίες της διδακτικής των μαθηματικών που αναφέρονται 
στη λύση ανοιχτών προβλημάτων γεωμετρίας επιχειρήσαμε να φέρουμε 
στην επιφάνεια τους τρόπους λύσης των μαθητών της Α΄ Λυκείου του 

Πειραματικού Λυκείου Αγίων Αναργύρων, όπου και υπηρετούμε. Διαλέξαμε μια 
άσκηση με κλειστή εκφώνηση από το βιβλίο της Γ΄ Γυμνασίου την οποία μετα-
τρέψαμε σε ανοιχτό πρόβλημα. Οι μαθητές δύο τμημάτων για δύο συνεχείς δι-
δακτικές ώρες εργάστηκαν σε τετραμελείς ομάδες και προσπάθησαν να λύ-
σουν το πρόβλημα. Μετά τη συλλογική εφεύρεση λύσεων ακολούθησε έκθεση 
των διαφορετικών λύσεων σε ολόκληρη την τάξη και μαθηματική συζήτηση με 
προβολή επιχειρημάτων από τους ίδιους τους μαθητές. Η πρωτοτυπία των ει-
κασιών, ο πλούτος των ιδεών και των στρατηγικών, η ποικιλία των γεωμετρι-
κών σχημάτων και οι πολυάριθμοι συνδυασμοί κατασκευών ανέδειξαν την ο-
μορφιά και την ερευνητική γονιμότητα του προβλήματος. Ακόμα και οι άτυπες 
και μη κατάλληλες στρατηγικές ή οι ημιτελείς αποδείξεις που δεν έχουν ωριμά-
σει ακόμα στη σκέψη των παιδιών τόνιζαν τον ενεργητικό χαρακτήρα της μα-
θησιακής διαδικασίας. Με την πεποίθηση ότι δεν εξαντλούμε το θέμα παρου-
σιάζουμε ορισμένες από τις λύσεις του προβλήματος που επινοήθηκαν από τα 
παιδιά ή βελτιώθηκαν από τους διδάσκοντες. Οι τρόποι που βρέθηκαν ταξινο-
μήθηκαν σε τέσσερις κατηγορίες. 
 

  

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ:  
 Δύο ευθείες ε1 και ε2 τέμνονται 

στο εξωτερικό του φύλλου σχεδί-
ασης σε ένα σημείο Ο. Να βρεις 
μια μέθοδο να χαράξεις τη διχο-
τόμο της γωνίας που σχηματί-
ζουν οι ε1 και ε2 χωρίς να βγεις 
έξω από το φύλλο σχεδίασης. 

 

Μ 

å1

å2

å1

å2
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1. Πρώτη κατηγορία: αναζήτηση δύο σημείων της ζητούμενης 
διχοτόμου  

 
1ος τρόπος  
 

Παίρνουμε τυχαίο σημείο Α 
στην ε1 και τυχαίο σημείο Β 
στην ε2 και χαράσσουμε το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.  
Αν Ο είναι το σημείο τομής 
των ε1 και ε2, στο υποθετικό 
τρίγωνο ΑΒΟ κατασκευά-
ζουμε τις εσωτερικές διχο-
τόμους των Α̂  και Β̂ .  
Το Μ ως σημείο τομής των 
δύο διχοτόμων θα ισαπέχει 
από τις πλευρές της γωνίας. 
Ξέρουμε ότι η διχοτόμος της 

1 2
ˆε Οε  περνά από το Μ (έ-

γκεντρο του τριγώνου ΑΟΒ). Ομοίως χαράσσουμε ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ. Στο 
υποθετικό τρίγωνο ΓΟΔ βρίσκουμε τις εσωτερικές διχοτόμους των Γ̂  και Δ̂  
που τέμνονται στο Ν (έγκεντρο του τριγώνου ΓΟΔ). 
  

Το Ν ισαπέχει πάλι από τις ε1 και ε2. Τα σημεία Μ και Ν ορίζουν τη διχοτόμο 
της 1 2

ˆε Οε . 
  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:  

Αντί για τον προσδιορισμό των εγκέντρων Μ και Ν των τριγώνων ΑΟΒ και 
ΓΟΔ θα μπορούσαμε να βρούμε τα παράκεντρα των ίδιων τριγώνων φέρ-
νοντας τις εξωτερικές διχοτόμους στο εσωτερικό της γωνίας 1 2

ˆε Οε . Επίσης 
είναι δυνατό να προσδιοριστεί το έγκεντρο του ΑΟΒ και το παράκεντρο του 
ΓΟΔ ή αντίστροφα. Τέλος τα Μ και Ν μπορούν να προσδιοριστούν με κα-
τασκευή καθέτων στις εξωτερικές διχοτόμους των γωνιών Α̂ , Β̂  και Γ̂ , Δ̂  
που χαράσσονται στο εξωτερικό της γωνίας 1 2

ˆε Οε . 
 
2ος τρόπος  
 

Παίρνουμε τυχαίο σημείο Α στην ε1 και τυχαίο σημείο Β στην ε2 και χαράσσου-
με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Αν Ο είναι το σημείο τομής των ε1 και ε2 στο υπο-
θετικό τρίγωνο ΑΒΟ κατασκευάζουμε τις εσωτερικές διχοτόμους των Α̂  και Β̂ . 

Á

Â

Ã

Ä

å1

å2

ä

Ì

Í1
2
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Το Μ ως σημείο τομής των 
δύο εσωτερικών διχοτόμων 
θα ισαπέχει από τις πλευ-
ρές της γωνίας.  
Ομοίως φέρνουμε τις εξω-
τερικές διχοτόμους των γω-
νιών Α̂  και Β̂  του τριγώνου 
ΑΟΒ που τέμνονται στο Ν 
(παράκεντρο του τριγώνου 
ΑΟΒ). Το Ν ισαπέχει πάλι 
από τις ε1 και ε2. Τα σημεία 
Μ και Ν ορίζουν τη διχοτό-
μο της 1 2

ˆε Οε . (Εναλλακτικά 
το Ν θα μπορούσε να βρε-
θεί ως το σημείο τομής των καθέτων στις ΑΜ και ΜΒ.) 
 

  
3ος τρόπος  
 

Φέρνουμε δύο ευθείες ζ1 
και ζ2 που τέμνονται σε ένα 
εσωτερικό σημείο Κ της 
γωνίας των ε1 και ε2 έτσι 
ώστε: ζ1 // ε1, ζ2 //ε2 και 
ΑΒ=ΓΔ. Το σημείο τομής Κ 
των ζ1 και ζ2 είναι σημείο 
της διχοτόμου της γωνίας 

1 2
ˆε Οε  γιατί ισαπέχει από 

τις ε1 και ε2. 
Ομοίως κατασκευάζουμε 
τις δ1 και δ2. Τότε το σημείο 
τομής τους Λ θα είναι ση-
μείο της διχοτόμου της 

1 2
ˆε Οε . Τα σημεία Κ και Λ 

ορίζουν τη διχοτόμο της 1 2
ˆε Οε . 

 
  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 

 Τα τετράπλευρα ΚΣΛΤ και ΚΜΟΝ είναι ρόμβοι (παραλληλόγραμμα που οι 
απέναντι πλευρές ισαπέχουν). Οι διαγώνιοι ΚΛ και ΚΟ ταυτίζονται και συνι-
στούν τη ζητούμενη διχοτόμο της 1 2

ˆε Οε . 
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2. Δεύτερη κατηγορία: εντοπισμός ενός σημείου της διχοτόμου 
και μιας ευθείας ταυτιζόμενης ή παράλληλης με αυτήν  

 
1ος τρόπος  
  

 Φέρνουμε δύο ευθείες ζ1 
και ζ2 που τέμνονται σε ένα 
εσωτερικό σημείο Κ της γω-
νίας των ε1 και ε2 έτσι ώστε: 
ζ1//ε1, ζ2//ε2 και ΑΒ = ΓΔ. 
Κατασκευάζουμε τη διχοτό-
μο Κδ της γωνίας 1 2

ˆζ Κζ . 
Ισχυριζόμαστε ότι είναι και 
διχοτόμος της 1 2

ˆε Οε .  
Αυτό συμβαίνει γιατί το τυ-
χαίο σημείο Ρ της διχοτόμου 
της γωνίας 1 2

ˆζ Κζ θα ισαπέ-
χει και από τις πλευρές της 
γωνίας 1 2

ˆε Οε . (Έχουμε ΡΖ 
= ΡΗ και ΖΕ = ΗΘ, οπότε ΡΖ + ΖΕ = ΡΗ + ΗΘ δηλαδή ΡΕ = ΡΖ). Επομένως αν 
κατασκευάσουμε τη διχοτόμο της γωνίας 1 2

ˆζ Κζ  αυτή ταυτίζεται με τη διχοτόμο 

της γωνίας 1 2
ˆε Οε . 

 
2ος τρόπος  
 

Φέρνουμε μια τυχαία ευθεία Αx 
// ε1. Αν Ο είναι το υποθετικό 
σημείο τομής των ε1 και ε2 η 
σχηματιζόμενη γωνία ˆxAy  θα 

είναι ίση με την 1 2
ˆ ˆε Οε ω=  ως 

εντός εκτός και επί τα αυτά.  
Χαράσσουμε τη διχοτόμο ΑΒ 
της ˆxAy . Η υποθετική διχοτό-

μος δ της 1 2
ˆε Οε  θα είναι πα-

ράλληλη με την ΑΒ γιατί 

2 2
ω̂ˆ ˆΟ Α
2

= =  (εντός εκτός και 

επί τα αυτά).  
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Με έναν από τους τρό-
πους που προαναφέρ-
θηκαν προσδιορίζουμε 
ένα σημείο της ζητού-
μενης διχοτόμου (π.χ. 
Ν έγκεντρο του τριγώ-
νου ΟΓΔ).  
Από το σημείο αυτό 
φέρνουμε Νδ // ΑΒ. Η 
Νδ είναι η διχοτόμος 
της γωνίας 1 2

ˆε Οε  και 
διέρχεται από το Ο, για-
τί αν υποτεθεί ότι τέμνει 
την ε1 στο Κ και την ε2 

στο Λ τότε με σύγκριση 
ορθογωνίων τριγώνων 
ΝΗΚ και ΝΘΛ έχουμε 
ΝΚ = ΝΛ = ΝΟ. 
 
3. Τρίτη κατηγορία: αναζήτηση ευθυγράμμου τμήματος που να 

σχηματίζει ίσες γωνίες με τις ε1 και ε2 (ισοσκελές τρίγωνο) 
και κατασκευή της μεσοκαθέτου 

 
1ος τρόπος  
 

Από τυχαίο σημείο Α της ε2 

κατασκευάζουμε ημιευθεία 
Αx // ε1. 
Τότε η γωνία ˆxAy είναι ίση 

με τη γωνία 1 2
ˆ ˆε Οε ω=  ως 

εντός εκτός και επί τα αυτά, 
όπου Ο είναι το υποθετικό 
σημείο τομής των ε1 και ε2. 
Φέρνουμε τη διχοτόμο Αζ 
της ˆxAy .  

Τότε 1 2
ω̂ˆ ˆΑ Α
2

= = . Κατα-

σκευάζουμε ευθεία ΑΒ⊥Αζ η 
οποία είναι διχοτόμος της παραπληρωματικής της ˆxAy .  
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Έχουμε 0 ω̂ˆΒΑΟ 90
2

= − .  

Τότε από το τρίγωνο ΑΒΟ προκύπτει: 0 0 0ˆ ˆω ωˆ ˆΑΒΟ 180 (90 ) ω 90
2 2

= − − − = − , 

οπότε το τρίγωνο ΑΒΟ είναι ισοσκελές. Επομένως η μεσοκάθετη της ΑΒ είναι 
και διχοτόμος και συνεπώς θα διέρχεται από την κορυφή Ο. 
  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:  
 Θα μπορούσε η παράλληλη Αx να είναι αντικείμενη αυτής που βλέπουμε 

στο παραπάνω σχήμα. Επίσης η κάθετη στην Αζ δεν είναι απαραίτητο να 
διέρχεται από το Α. 

 
 
2ος τρόπος  
 
 

 

Από τυχαίο σημείο Σ φέρ-
νουμε κάθετες ΣΓ⊥ε1 και 
ΣΔ⊥ε2.  
 

Έχουμε ˆ ˆΓΣΔ ω=  (πλευρές 
κάθετες). Φέρνουμε τη διχο-
τόμο ΣΑ της ˆΓΣΔ , η οποία 
τέμνει την ε2 στο Β.  
 

Έχουμε: 0
1 2

ω̂ˆ ˆΑ Α 90
2

= = − .  

 

Το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισο-
σκελές εφόσον: 
 

0 0 0ˆ ˆω ωˆ ˆΑΒΟ 180 (90 ) ω 90
2 2

= − − − = − . Επομένως η μεσοκάθετος της ΑΒ είναι 

και διχοτόμος και συνεπώς θα διέρχεται από την κορυφή Ο. 

  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 

 Επειδή οι διχοτόμοι των Σ̂  και Ο̂  είναι κάθετες αν έχουμε προσδιορίσει ένα 
σημείο της ζητούμενης διχοτόμου με μια από τις προηγούμενες μεθόδους 
(π.χ. έγκεντρο) αρκεί από το σημείο αυτό να φέρουμε κάθετη στη διχοτόμο 
της Σ̂ . Αυτή θα είναι και διχοτόμος της Ο̂ .  

3ος τρόπος  
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Από τυχαίο σημείο Κ στο 
εσωτερικό (ή στο εξωτερικό) 
της γωνίας 1 2

ˆε Οε  φέρνουμε 
παράλληλες στις πλευρές 
της γωνίας (Κy // ε1 και Κx // 
ε2).  
Έχουμε ˆ ˆxΚy ω=  (πλευρές 
παράλληλες). 
Στη συνέχεια με γωνία κο-
ρυφής ˆxΚy  κατασκευάζου-
με το ισοσκελές τρίγωνο 

ΚΓΔ. Έχουμε: 0 ω̂θ̂ 90
2

= − . 

Το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισο-
σκελές και η μεσοκάθετός του είναι διχοτόμος της 1 2

ˆε Οε . 
  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  

 Αντί του ισοσκελούς τριγώνου ΚΓΔ φέρνουμε ΑΒ⊥Κζ. Τότε 0 ω̂ˆΒΑΟ 90
2

= −  

και 0 ω̂ˆΑΒΟ 90
2

= − , οπότε το τρίγωνο ΑΒΟ είναι ισοσκελές και ισχύουν 

όσα προαναφέρθηκαν για τη χάραξη της διχοτόμου. 
 
4ος τρόπος  
 

Η κατασκευή ισοσκελούς του 
τριγώνου ΟΒΔ μπορεί να γίνει 
αφού πρώτα κατασκευαστεί 
ισοσκελές τρίγωνο με γωνία 
κορυφής ω̂ .  
 
Μπορεί επίσης να κατασκευα-
στεί ισοσκελές τρίγωνο με γω-
νία κορυφής 

0ˆ ˆxAΟ 180 ω= − .  
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4. Τέταρτη κατηγορία: χρήση ιδιοτήτων ισοσκελούς τραπεζίου, 

ρόμβου, παραλληλογράμμου, εγγεγραμμένων τετραπλεύρων  
 

1ος τρόπος  
 
Από τυχαίο σημείο Α της ε2 

φέρνουμε ημιευθεία Αx// ε1. 
Κατασκευάζουμε ισοσκελές 
τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) εξω-
τερικά της γωνίας 

1 2
ˆ ˆε Οε ω= .  

Η ΒΓ τέμνει την ε1 στο Δ. Φέρ-
νουμε ΑΕ // ΒΔ. Έχουμε: ΑΒ = 
ΔΕ (ΑΓΔΕ παραλληλόγραμμο) 
οπότε το ΑΒΔΕ είναι ισοσκε-
λές τραπέζιο.  
Επίσης: 

0
1 2

ω̂ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓ Β Β Δ Ε Α 90
2

= = = = = = −  και ˆ ˆxΑΒ ω= . Η ευθεία που περνά από τα 

μέσα Μ, Ν των βάσεων του ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΔΕ είναι η ζητούμενη δι-
χοτόμος της γωνίας Ο̂ . Με ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΜΕΘ και ΜΗΑ 
αποδεικνύουμε ότι το Μ ισαπέχει από τις πλευρές της 1 2

ˆε Οε . Ομοίως το Ν ι-
σαπέχει από τις πλευρές της ίδιας γωνίας. 
  
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 

 Το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
μπορεί να κατασκευαστεί στο 
εσωτερικό της γωνίας 1 2

ˆε Οε . 
Το διπλανό σχήμα αναφέρε-
ται στην περίπτωση αυτή: 

 Έχουμε: 2
ˆ ˆxΑε ω=  και 

  0 ω̂ˆ ˆ ˆΒ Γ Δ 90
2

= = = − .  

Η ευθεία που περνά από τα μέσα 
Μ, Ν των βάσεων του ισοσκελούς 
τραπεζίου ΑΒΔΕ είναι η ζητού-
μενη διχοτόμος της γωνίας Ο̂  (μεσοκάθετος στις βάσεις του και άξονας συμμε-
τρίας). 
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2ος τρόπος  
 

Από τυχαίο σημείο Α της ε2 
φέρνουμε ημιευθεία Αx //  ε1. 
Τότε 1 2

ˆˆ ˆxAη ε Οε ω= =  ως ε-
ντός εκτός και επί τα αυτά, 
όπου Ο είναι το υποθετικό 
σημείο τομής των ε1 και ε2. 
Χαράσσουμε τη διχοτόμο της 

ˆxAη . Τότε 1 2
ω̂ˆ ˆΑ Α
2

= = . Από 

τυχαίο σημείο Β της της ε1 
κατασκευάζουμε ημιευθεία Βy 
// ε2. Το ΒΟΑΓ είναι παραλλη-
λόγραμμο οπότε: ˆˆ ˆΓ Ο ω= = . 
Φέρνουμε τη διχοτόμο της γωνίας Γ̂ . Το τρίγωνο ΒΓΚ είναι ισοσκελές οπότε 

1 1
ω̂ˆ ˆΓ Κ
2

= = . Παίρνουμε ΑΛ = ΒΚ, οπότε ΓΛ =// ΚΟ, δηλαδή το ΓΛΟΚ είναι παραλ-

ληλόγραμμο. Οπότε 2 1 2
ω̂ˆ ˆΓ̂ Ο Ο
2

= = = , δηλαδή η ΛΟ είναι διχοτόμος της 1 2
ˆε Οε . 

 

3ος τρόπος  
  

Από τυχόν σημείο Α της ε1 κα-
τασκευάζουμε ημιευθεία Αx//ε2. 
Φέρνουμε επίσης τη διχοτόμο 
της γωνίας ˆΟAx , η οποία τέ-
μνει την ε2 στο Β. Από το ση-
μείο Β της ε2 κατασκευάζουμε 
ημιευθεία Βy // ε1 που τέμνει 
την Αx στο Γ. Το ΑΓΒΟ είναι 
παραλληλόγραμμο επειδή έχει 
τις απέναντι πλευρές παράλ-
ληλες. Επιπλέον επειδή μια 
διαγώνιος διχοτομεί μια γωνία 
του είναι ρόμβος. Για να κατα-
σκευάσουμε τη διχοτόμο της 
ζητούμενης γωνίας αρκεί να φέρουμε τη μεσοκάθετη της ΑΒ.  
  

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 Αν κατασκευάσουμε παραλληλόγραμμο με ισαπέχουσες τις απέναντι πλευ-

ρές του τότε αυτό είναι ρόμβος (η απόδειξη γίνεται με ισότητα τριγώνων). 
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4ος τρόπος  
 

Δημιουργούμε τυχαία γωνία 
ˆ ˆxΚy ω=  της οποίας οι πλευ-

ρές τέμνουν την ε1 στο Α και 
την ε2 στο Β. Κατασκευάζουμε 
τον περιγεγραμμένο κύκλο 
του τριγώνου ΑΒΚ.  
Το τετράπλευρο ΟΚΒΑ είναι 
εγγεγραμμένο επειδή η χορδή 
ΑΒ φαίνεται από τις απέναντι 
κορυφές Κ και Ο υπό ίσες 
γωνίες ω̂ . Φέρνουμε τη διχο-
τόμο της ˆxΚy , η οποία τέμνει 
τον κύκλο στο Μ. 

 Επειδή 1 2
ω̂ˆ ˆΚ Κ
2

= = , τα τόξα ΑΜ και ΜΒ θα είναι ίσα (ίσες εγγεγραμμένες γω-

νίες βαίνουν σε ίσα τόξα). Άρα το Μ είναι σημείο της διχοτόμου της 1 2
ˆε Οε . Με 

τον ίδιο τρόπο προσδιορίζουμε και δεύτερο σημείο Ν. Τότε η ΜΝ είναι η ζητού-
μενη διχοτόμος. 
 
5ος τρόπος  
 

Φέρνουμε κάθετες ΓΔ⊥ε1 και 
ΑΒ⊥ε2 που τέμνονται στο Ε. 
Κατασκευάζουμε τον περιγε-
γραμμένο κύκλο του τριγώνου 
ΒΕΓ.  
Το τετράπλευρο ΟΓΕΒ είναι 
εγγράψιμο επειδή 0ˆ ˆΓ Β 180+ = . 
 Αν Μ είναι μέσο του τόξου ΓΒ 
τότε το Μ είναι σημείο της διχο-
τόμου της 1 2

ˆε Οε  (εγγεγραμ-
μένες γωνίες βαίνουν σε ίσα 
τόξα). Με τον ίδιο τρόπο προσ-
διορίζουμε και δεύτερο σημείο Ν. Τότε η ΜΝ είναι η ζητούμενη διχοτόμος.  
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  
 Οι γωνίες ˆ ˆΓ,    Β  δεν είναι απαραίτητο να είναι ορθές. Αρκεί να είναι παραπλη-

ρωματικές γωνίες που έχουν τις κορυφές τους στις πλευρές της γωνίας 

1 2
ˆε Οε . 
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SAN-GAKU 
ΠΟΛΥΧΡΩΜΑ  
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ  
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  
ΑΠΟ ΤΗΝ ΙΑΠΩΝΙΑ  

 

 
       Απλακίδης Γιάννης 
     Μαθηματικός, Βέροια 

 

 
ατά τη διάρκεια της περιόδου Εdo (1603 – 1867), περίοδος εθνικής απο-
μόνωσης όπως ονομάστηκε, η Ιαπωνία απομονώθηκε από τον υπόλοιπο 
δυτικό κόσμο. Η κυβέρνηση απαγόρευσε την προσέγγιση Πορτογαλικών 

και Ισπανικών σκαφών, τα ξένα βιβλία και τα ταξίδια στο εξωτερικό. Ένα τέτοιο 
ταξίδι ισοδυναμούσε με προδοσία και τιμωρούνταν με θάνατο. 

Την περίοδο αυτή λοιπόν έχουμε μια ιδιόμορφη ανάπτυξη των Μαθηματι-
κών παράλληλη με αυτήν της Δύσης που διαγράφει όμως μια αυτόνομη πορεί-
α. Καρπός αυτής της πορείας είναι η εμφάνιση των Sangaku. Τα Sangaku ήταν 
μικρές ξύλινες πινακίδες που είχαν πάνω τους ζωγραφισμένα διάφορα γεωμε-
τρικά προβλήματα. Τις περισσότερες φορές ήταν χρωματισμένα με υπέροχα 
χρώματα που θύμιζαν περισσότερο πίνακες ζωγραφικής. Άλλωστε Sangaku 
στα Ιαπωνικά θα πει κυριολεκτικά «Μαθηματική πινακίδα». 

 
 

 

Κ 
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Τις πινακίδες αυτές τις αφιέρωναν στους διάφορους ναούς και τις κρεμού-
σαν συνήθως στις οροφές. Στις πινακίδες αυτές τις περισσότερες φορές υπήρ-
χε μόνο το αποτέλεσμα του προβλήματος χωρίς την αναλυτική λύση και μάλι-
στα τις περισσότερες φορές συνοδεύονταν με μια έμμεση πρόκληση: «Δείτε αν 
μπορείτε να το αποδείξετε».    
  

 
 
 

Ένας Ιάπωνας δάσκαλος σε κάποιο 
Γυμνάσιο μεταξύ Τόκιο και Οσάκα, ο 
Hidetoshi Fukagawa, αποφάσισε να 
μελετήσει την ιστορία των Ιαπωνικών 
Μαθηματικών με την ελπίδα να βρει κα-
λύτερους τρόπους διδακτικής στο μάθη-
μα των Μαθηματικών. Μια αναφορά για 
τα Sangaku σε ένα παλιό βιβλίο τον 
κατέπληξε. 

Από τότε ταξίδεψε σε όλη την Ια-
πωνία για να μελετήσει τις πινακίδες 
αυτές και δημιούργησε μια μεγάλη συλ-
λογή τέτοιων προβλημάτων. Το 1989 
μαζί με τον Daniel Pedoe δημοσίευσε 
την πρώτη συλλογή των Sangaku στα 
Αγγλικά. Αυτή κυκλοφόρησε σε ένα βι-
βλίο με τίτλο «JAPANESE TEMPLE GE-
OMETRY PROBLEMS». 
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Η πρώτη γνωριμία μου με τα Sangaku έγινε με αφορμή ένα άρθρο του 
George Berzsenyi στο περιοδικό QUANTUM (Μάρτιος/Απρίλιος 1995) με τίτλο 
«Γεωμετρία της Παγόδας». Τα προβλήματα που είχε προτείνει ο αρθρογράφος 
ήταν ιδιαίτερα ενδιαφέροντα και με οδήγησαν στην αναζήτηση περισσότερων 
πληροφοριών. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Στο διαδύκτιο κατάφερα να βρω ορισμένες ιστοσελίδες (βλ. σχετικά στο τέ-

λος του άρθρου) που έχουν τέτοιες πινακίδες όπως βρέθηκαν στους ναούς σε 
διάφορες περιοχές της Ιαπωνίας και πραγματικά είναι ιδιαίτερα όμορφες. Όταν 
αναζήτησα το βιβλίο όμως ήταν αδύνατο να το βρω μιας και κανένα από τα 
γνωστά διεθνή βιβλιοπωλεία δεν το είχε.  

Απευθύνθηκα σε εκδοτικό οίκο στον Καναδά και τελικά μπόρεσα να το έχω 
στα χέρια μου. Τα προβλήματα που παρουσιάζει είναι χωρισμένα σε θεματικές 
ενότητες όπως κύκλοι, κύκλοι και τρίγωνα, κύκλοι και ελλείψεις. Στην ενότητα 
κύκλοι που εφάπτονται με κύκλους, υπάρχουν υποενότητες που αναφέρονται 
σε προβλήματα με δύο κύκλους με τρεις, με τέσσερις κ.ο.κ. 

 
 
Το βιβλίο περιέχει τη λύση του πρώτου μόνο προβλήματος από κάθε ενό-

τητα. Για όλα τα υπόλοιπα υπάρχουν μόνο τα αποτελέσματα.  
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 Ο κ. Hidetoshi Fukagawa έχει εκδόσει 
και ένα δεύτερο βιβλίο: Fukagawa, H. and 
Sokolowsky, D. Traditional Japanese Ma-
thematics Problems from the 18th and 
19th Centuries, Singapore: Science Culture 
Technology Press, στο οποίο παρουσιάζει 
πολύ περισσότερες λύσεις των προβλημά-
των .  

 

Hidetoshi Fukagawa 
 
Επικοινωνήσαμε με τον κ.Hidetosi Fukagawa ο οποίος είναι σήμερα 61 ε-

τών και μας πληροφόρησε ότι τον Απρίλιο-Μάιο 2004 θα πραγματοποιηθεί η 
πρώτη έκθεση Sangaku στην Ιαπωνία. Στο σημείο αυτό θα ήθελα να ευχαρι-
στήσω τη μαθήτρια της Γ’ Λυκείου Στυλανίδου Αλέκα για την πολύτιμη βοήθειά 
της στην αλληλογραφία με τον Ιάπωνα δάσκαλο. 

  

 
 
Στη συνέχει παρουσιάζω τα προβλήματα που αναφέρονται στην ενότητα 

«Ένας ή δύο κύκλοι και τετράγωνα». Έχουν πραγματικά ιδιαίτερο ενδιαφέρον.. 
 
 
 

 
 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1 
 

 Ένα τετράγωνο κομμάτι χαρτί 
διπλώνεται όπως στο σχήμα ώ-
στε η κορυφή Δ  να βρεθεί στην 
πλευρά ΒΓ στο σημείο Δ΄. Η 
πλευρά Α΄Δ΄ τέμνει την ΑΒ στο Ε. 
Να δειχτεί ότι η ακτίνα του εγγε-
γραμμένου κύκλου στο τρίγωνο 
ΕΒΔ΄ είναι ίση με το Α΄Ε. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.1 
 

Έστω το τετράγωνο ΑΒΓΔ 
πλευράς α. Γράφουμε τα τεταρτο-
κύκλια (Δ, α) και (Γ, α) . Έστω 
ΕΘΗΖ το τετράγωνο πλευράς β 
που οι κορυφές Θ και Η βρίσκονται 
στα δύο τόξα και η πλευρά του ΕΖ 
στην ΔΓ (όπως φαίνεται στο σχή-
μα). 
 Να υπολογιστεί η ακτίνα ρ του 
κύκλου (Ο, ρ) και η πλευρά β του 
τετραγώνου συναρτήσει της πλευ-
ράς α του ΑΒΓΔ. 

(απ. 3α 39αβ , ρ
5 320

= = )

Ê

Ï

È

Á

Ç

Â

Å ÆÄ Ã  

 

 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.2 
 
 
Ομοια με το πρόβλημα 3.1.1. να 

υπολογιστεί η ακτίνα r του κύκλου (Κ, 
r) συναρτήσει της πλευράς α του 
τετραγώνου ΑΒΓΔ 

 
 

(απ. αr
16

= )

Ê

Ï

È

Á

Ç

Â

Å ÆÄ Ã  
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.3 
 
 
Έστω το τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευ-

ράς α και Μ το μέσο της ΑΒ. Αν η ΔΒ 
τέμνει την ΜΓ στο Ε, να υπολογιστεί η 
ακτίνα ρ του εγγεγραμμένου κύκλου 
στο τρίγωνο ΔΕΓ συναρτήσει του α. 

 

 

(απ. 2ar
3 5 8

=
+ +

)

Å

ÌÁ Â

Ä Ã  
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.4 
 
Έστω τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 

α και τα τμήματα ΑΔ΄, ΒΑ΄, ΓΒ΄, ΔΓ΄ 
που σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις 
πλευρές ΑΔ, ΑΒ, ΓΒ και ΔΓ αντίστοι-
χα ώστε το Α΄Β΄Γ΄Δ΄ να είναι τετρά-
γωνο. Αν ο εγγεγραμμένος κύκλος 
στο τετράγωνο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι ίσος 
με τους εγγεγραμμένους κύκλους 
στα τέσσερα ορθογώνια τρίγωνα 
που σχηματίζονται, να υπολογιστεί η 
ακτίνα των κύκλων συναρτήσει της 
πλευράς α του τετράγωνου ΑΒΓΔ.  

Ä Ã

BA

Á'

Â'

Ä'

Ã'

 

(απ. ( 3 1)αr
4
−

= ) 
 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.5 
 

Έστω ΑΒΓΔ τετράγωνο πλευράς α 
και Μ, Ν τα μέσα των πλευρών ΑΒ και 
ΓΔ αντίστοιχα. Τα τμήματα ΑΝ και ΑΓ 
τέμνουν τη ΔΜ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. 
Τα τμήματα ΓΜ και ΑΓ τέμνουν τη ΒΔ 
στα Θ και Η αντίστοιχα.  
Ν.δ.ο. η ακτίνα του εγγεγραμμένου 
κύκλου στο τετράπλευρο ΜΘΗΖ είναι 
διπλάσια από την ακτίνα του εγγε-
γραμμένου κύκλου στο ΑΖΕ 

Æ

Å

È

Ç

MA B

ÍÄ Ã  
 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.6 
 
Έστω τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α 

και το ισόπλευρο τρίγωνο ΔΕΓ. Η ΒΕ 
τέμνει την ΑΔ στο Ζ. 

Α. Ν.δ.ο. υπάρχει σημείο Η στην 
ΔΓ ώστε το ΒΖΗ να είναι ισόπλευρο. 
Β. Ν.δ.ο. η ακτίνα του εγγεγραμμένου 
κύκλου στο τρίγωνο ΔΘΗ είναι διπλά-
σια από την ακτίνα του εγγεγραμμέ-
νου κύκλου στο τρίγωνο ΒΙΓ. 

Ï

Ê

É

È

Ç

Æ

A B

Å

Ä Ã  
 



80 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 4ο 

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3.1.7 
 

Έστω ΑΒΓΔ τετράγωνο πλευράς 
α και Ε σημείο της ΔΓ ώστε οι εγγε-
γραμμένοι κύκλοι στα τρίγωνα ΒΔΕ 
και ΕΒΓ να είναι ίσοι. Να υπολογιστεί 
η ακτίνα ρ συναρτήσει της πλευράς 
του τετραγώνου. 

 

(απ. 
( )1 2 1

ρ α
2

− −
= )

É Ï

A B

ÅÄ Ã 
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Η απόδειξη  
μιας ισχυρότερης ανισότητας, 
από την ανισότητα Erdös-Mordell 

 
    Δεργιαδές Νικόλαος  

      Μαθηματικός, Θεσσαλονίκη 

 
 
Θεώρημα 1  

Ας υποθέσουμε ότι ΑΒΓ είναι τυχαίο τρίγωνο και Ο είναι τυχαίο 
εσωτερικό σημείο του τριγώνου. Αν x1, x2, x3 είναι οι αποστάσεις 
του Ο από τις κορυφές του τριγώνου και d1, d2, d3 είναι οι απο-
στάσεις του Ο από τις πλευρές του τριγώνου τότε ισχύει η ανισό-
τητα:    x1 + x2 + x3 ≥ 2(d1 + d2 + d3)  

 
Η παραπάνω απλή στη διατύπωσή της γεωμετρική ανισότητα είναι η περί-

φημη ανισότητα Erdös-Mordell, η οποία παρέμεινε για 10 χρόνια χωρίς απόδει-
ξη. Προτάθηκε από τον Erdös (1935), αποδείχθηκε μετά από δύο χρόνια 
(1937) από τον Mordell και Barrow αλλά στοιχειώδης απόδειξη δόθηκε από τον 
Kazarinoff (1945), Bankoff (1958), Oppenheim (1961) κλπ. 
 

Απόδειξη: 
 

Αν α, β, γ, είναι οι πλευρές 
του τριγώνου, υ1 είναι το ύ-
ψος από την κορυφή Α και αν 
ακόμη το Ο δεν ήταν εσωτε-
ρικό σημείο του τριγώνου και 
οι αποστάσεις d1, d2, d3 ήταν 
προσημασμένες τότε το δι-
πλάσιο εμβαδό του τριγώνου 
ισούται:  

2Ε = αυ1 = αd1 + βd2 + γd3 
 

Επειδή x1 + d1 ≥ υ1 θα έχου-
με: 
αx1 + αd1 ≥ αυ1 = αd1 + βd2 + γd3         
ή      αx1 ≥ βd2 + γd3    (1) 
Η ισότητα ισχύει όταν το Ο βρίσκεται στο ύψος του ΑΒΓ που περνάει από το Α 
είτε η απόσταση d1 είναι θετική είτε αρνητική. 

d
2

d
1

d
3

õ
1

x
3

x
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x2 Ï

Â'
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Á
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Αν εφαρμόσουμε την ανισότητα (1) στο τρίγωνο ΑΒ΄Γ΄ συμμετρικό του ΑΒΓ ως 
προς την διχοτόμο της γωνίας Α παίρνουμε τη σχέση:  
 

αx1 ≥ γd2 + βd3    ή     1 2 3
γ βx d d
α α

≥ +   

Η ισότητα εδώ ισχύει όταν το Ο βρίσκεται στο ύψος του ΑΒ'Γ' που περνάει από 
το Α δηλαδή στην ευθεία που συνδέει το Α με το περίκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 

Ομοίως βρίσκουμε: 
2 3 1

3 1 2

α γx d d
β β
β αx d d
γ γ

≥ +

≥ +
  

 

και με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε:  
 

   1 2 3 1 2 3
β γ γ α α βx x x d d d
γ β α γ β α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + ≥ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

Αν τώρα το Ο είναι εσωτερικό σημείο δηλαδή d1, d2, d3 > 0  

επειδή β γ 2
γ β
+ ≥  κ.λπ. καταλήγουμε στην:  

x1 + x2 + x3 ≥ 2(d1 + d2 + d3). 
 

Η ισότητα ισχύει όταν α = β = γ και το Ο είναι το περίκεντρο του τριγώνου.  
 

 
Η παραπάνω ανισότητα Erdös-Mordell γίνεται ισχυρότερη αν θεωρήσουμε 

ως d1, d2, d3 όχι τα ύψη των τριγώνων ΟΒΓ, ΟΓΑ, OAB αλλά τις διχοτόμους 
ΟΚ, ΟΛ, ΟΜ των γωνιών ΒΟΓ = 2a, ΓΟΑ = 2b, ΑΟΒ = 2c. Αυτό διατυπώνεται 
στο παρακάτω θεώρημα 2. Θα κάνουμε απόδειξη χρησιμοποιώντας το παρα-
κάτω λήμμα που υπάρχει στο [1]. 
 
Λήμμα 

 

Αν a, b, c είναι γωνίες ώστε a + b + c = π και x, y, z είναι τυχαίοι 
πραγματικοί ώστε xyz > 0 τότε ισχύει: 

⋅ ⋅ ⋅ ≤
yz zx xyx συνa + y συνb + z συνc + +
2x 2y 2z

  (2) 

Απόδειξη: 
 

Επειδή  (x⋅zσυνa + y⋅zσυνb − xy)2 + (xz⋅ημa − yz⋅ημb)2 ≥ 0, θα έχουμε: 
 

y2z2 + z2x2 + x2y2 + 2xyz2⋅συν(a + b) − 2x2yz⋅συνa − 2xy2z⋅συνb ≥  0 
 

και αφού a + b + c = π  θα έχουμε: 
 

2x2yzσυνa + 2xy2zσυνb + 2xyz2συνc ≤  y2z2 + z2x2 + x2y2 
και διαιρώντας με 2xyz παίρνουμε: 
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yz zx xyxσυν a yσυν b zσυν c
2x 2y 2z

+ + ≤ + + . 

Η ισότητα ισχύει όταν:  
 

xz⋅συνa + yz⋅συνb − xy = 0  και  xz⋅ημa − yz⋅ημb = 0  

ή  όταν   1 1 1: :
x y z

=ημa : ημb : ημc 

 
Θεώρημα 2 
 

Ας υποθέσουμε ότι ΑΒΓ είναι τυχαίο τρίγωνο και Ο είναι τυχαίο 
εσωτερικό σημείο του τριγώνου. Αν x1, x2, x3 είναι οι αποστάσεις 
του Ο από τις κορυφές του τριγώνου και d1, d2, d3 είναι οι διχοτό-
μοι ΟΚ, ΟΛ, ΟΜ των τριγώνων ΒΟΓ, ΓΟΑ, ΑΟΒ τότε ισχύει η ανι-
σότητα:    x1 + x2 + x3 ≥  2(d1 + d2 + d3)  

 
Απόδειξη: 

 

Αν BOΓ 2a, ΓOΑ 2b,= =  

ΑOB 2c= , τότε a + b + c = π. 
 

Τα εμβαδά των τριγώνων ΟΒΚ, 
ΟΚΓ, ΟΒΓ δίνουν: 

1
2

x2d1⋅ημa + 1
2

x3d1⋅ημa =  

= 1
2

x2x3⋅ημ(2a) 

ή  d1(x2 + x3)⋅ημa = x2x3⋅ημ(2a)  
 

ή 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2 3 3 1 1 2

2x x συνa 2x x συνb 2x x συνcd , d , d
x x x x x x

⋅ ⋅ ⋅
= = =

+ + +
 

 

Αν θέσουμε x = 2 3

2 3

x x
x x+

 , y = 3 1

3 1

x x
x x+

, z = 1 2

1 2

x x
x x+

 τότε η  (2)  δίνει: 

 
2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2

3 1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 1

x (x x ) x (x x ) x (x x )
(x x )(x x ) (x x )(x x ) (x x )(x x )

+ + +
+ + ≥

+ + + + + +
 

 
 

           ≥  2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

2x x συνa 2x x συνb 2x x συνc
x x x x x x

⋅ ⋅ ⋅
+ +

+ + +
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ή  
2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 2 3 3 1

x (x x ) x (x x ) x (x x )
(x x )(x x )(x x )

+ + + + +
≥

+ + +
 d1 + d2 + d3 

 

Για να αποδείξουμε την ανισότητα:  
 

x1 + x2 + x3 ≥ 2(d1 + d2 + d3) 
αρκεί να αποδείξουμε ότι: 
  

 

2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3
1 2 2 3 3 1

2x (x x ) 2x (x x ) 2x (x x )x x x
(x x )(x x )(x x )

+ + + + +
+ + ≥

+ + +
 

 

ή μετά από πράξεις: 
 

x1x2(x1 − x2)2 + x2x3(x2 − x3)2 + x3x1(x3 − x1)2 ≥ 0, 
 

το οποίο είναι αληθές.  
 

Η ισότητα ισχύει:  
αν   x1 = x2 = x3, δηλαδή: 
 

αν     x = y = z    ή      
 

αν ημa = ημb = ημc    ή     
 

         a = b = c,  
 

που σημαίνει ότι το ΑΒΓ είναι ισόπλευρο και το Ο είναι το κέντρο του. 
 
 

Βιβλιογραφία 
 
[1]  Ο. Bottema, R.Z. Djordjevitc, R.R. Janic, D.S. Mitrinovic, P.M. Vasic, 
  Geometric inequalities, Wolters-Noordhoff, Groningen 1969, p. 23 
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Η ανισότητα Cauchy-Schwarz  
και εφαρμογές 
 

            Βαβαλέσκος Αριστοτέλης 
      Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών 

 
 
 
Θα αποδείξουμε την ανισότητα:  
 

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 ν 1 2 ν 1 1 2 2 ν να α ... α β β ... β α β α β ... α β+ + + + + + ≥ + + +  

 

και στη συνέχεια θα δώσουμε κάποιες εφαρμογές της. Η παραπάνω ανισότητα 
είναι γνωστή ως ανισότητα Cauchy-Schwarz και ισχύει για οποιουσδήποτε 
πραγματικούς αριθμούς: α1, α2, ..., αν, β1, β2, ..., βν. 
 
Απόδειξη: 
 

Ξεκινάμε από την προφανή σχέση (αx – β)2 ≥ 0, η οποία είναι ισοδύναμη με την 
παρακάτω: α2x2 – 2αβx + β2 ≥ 0. 
 

Από την ανισότητα αυτή προκύπτουν οι παρακάτω: 
 

2 2 2
1 1 1 1
2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
ν ν ν ν

α x 2α β x β 0

α x 2α β x β 0
.................................

α x 2α β x β 0

⎫− + ≥
⎪

− + ≥ ⎪
⎬
⎪
⎪− + ≥ ⎭

          (1) 

 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1) έχουμε: 
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 ν 1 1 2 2 ν ν 1 2 να α ... α x 2 α β α β ... α β x β β ... β 0+ + + − + + + + + + + ≥   (2) 

 
Προφανώς, η ανισότητα (2) ισχύει για κάθε πραγματικό αριθμό x, το δε πρώτο 
μέλος της είναι τριώνυμο δευτέρου βαθμού.  
(Αν α1 = α2 = ... = αν = 0, τότε η προς απόδειξη σχέση, δηλαδή η ανισότητα 
Cauchy – Schwarz ισχύει ως ισότητα). 
 
Έχουμε, δηλαδή, ένα τριώνυμο 2ου βαθμού, το οποίο γίνεται πάντα ομόσημο 
του συντελεστή του x2, που είναι θετικός. Αυτό σημαίνει ότι η διακρίνουσα του 
τριωνύμου πρέπει να είναι μικρότερη ή ίση του μηδενός. 
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Δ ≤ 0    ⇔  ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 ν ν 1 2 ν 1 ν4 α β α β ... α β 4 α α ... α β ... β 0+ + − + + + + + ≤  

  ⇔  ( )( ) ( )22 2 2 2 2
1 2 ν 1 ν 1 1 2 2 ν να α ... α β ... β α β α β ... α β+ + + + + ≥ + +  

 

Ενδιαφέρον έχει να εξετάσουμε πότε η ανισότητα των Cauchy-Schwarz ισχύει 
ως ισότητα, πότε δηλαδή, Δ = 0. 
 

Αν Δ = 0, τότε το τριώνυμο στη σχέση (2) έχει μία πραγματική ρίζα. Αυτό ση-
μαίνει ότι υπάρχει ένας αριθμός x, ώστε όλες οι σχέσεις (1) να ισχύουν ως ισό-
τητες. Διαφορετικά, αν έστω και μία δεν ίσχυε ως ισότητα, προσθέτοντας κατά 
μέλη, θα είχαμε: 
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 ν 1 1 2 2 ν ν 1 2 να α ... α x 2 α β α β ... α β x β β ... β 0+ + + − + + + + + + + > , 

άτοπο, αφού Δ = 0. 
 
Άρα, υπάρχει x∈R έτσι ώστε:  
 

( )
( )

( )

22 2 2
1 11 1 1 1 1 1

22 2 2
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 ν νν ν ν ν ν ν

α x β 0α x 2α β x β 0 α x β
α x βα x 2α β x β 0 α x β 0ή ή
............................................. .....................
α x βα x 2α β x β 0 α x β 0

⎫− =⎫− + = = ⎫⎪⎪ ⎪⎪ =− + = − =⎪ ⎪ ⎪
⎬ ⎬ ⎬
⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪= ⎭− + = ⎭ − = ⎪⎭

 

 
Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα διανύσματα: (α1, α2, ..., αν), (β1, β2, ..., βν) 
είναι παράλληλα.  
 

Στην περίπτωση αυτή εμπεριέχεται και η περίπτωση α1 = α2 = ... = αν = 0. 
 

Σε κάθε περίπτωση, δηλαδή, η ανισότητα ισχύει ως ισότητα αν και μόνο αν τα 
διανύσματα (α1, α2, ..., αν) και (β1, β2, ..., βν) είναι παράλληλα. 
 
Εφαρμογή 1 
 

Έστω ορθοκανονικό σύστημα συντατεγμένων xOy και ευθεία (ε) με ε-
ξίσωση: Ax + By + Γ = 0. Αν Ρ(x0, y0) τυχαίο σημείο του επιπέδου, τότε 
η απόσταση του Ρ1 από την ευθεία (ε) δίνεται από τον τύπο: 

0 0

2 2

Ax By Γ
d

Α Β

+ +
=

+
. 

Απόδειξη: 
 

Έστω Μ(x, y) τυχαίο σημείο της ευθείας (ε). Τότε η απόσταση d των σημείων Ρ 
και Μ δίνεται από τον τύπο: d2 = (x – x0)2 + (y – y0)2    (3) 
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Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έχουμε: 
 

(Α2 + Β2)⋅((x – x0)2 + (y – y0)2) ≥ [Α(x – x0) + B(y – y0)]2     (4) 
 

ή, λόγω της (3),   (Α2 + Β2)⋅d2 ≥ [Α(x – x0) + B(y – y0)]2     (5) 
 

Το = στην (4) ισχύει όταν τα διανύσματα (Α, Β) 

και (x – x0, y – y0) = PM
→

 είναι παράλληλα. 
'Ομως (Α, Β)⊥(ε), άρα το = στην (4) ισχύει όταν 
ΡΜ⊥(ε). 
 
Επειδή το σημείο (x, y) ανήκει στην ευθεία, έ-
χουμε:  Αx + By + Γ = 0  ⇒  Αx + By = –Γ. 
 

Άρα:  
 

Α(x – x0) + B(y – y0) = Ax – Ax0 + By – By0 = – Γ – Αx0 – By0  
 

Δηλαδή, Α(x – x0) + B(y – y0) = – Αx0 – By0 – Γ. 
 
 

Οπότε η (5) γράφεται:  
 

(Α2 + Β2)⋅d2 ≥ (–Αx0 – By0 – Γ)2  ⇒ 0 0 0 0
min2 2 2 2

Ax By Γ Ax By Γ
d d

Α Β Α Β

+ + + +
≥ ⇒ =

+ +
.  

 
 

Αποδείχθηκε, δηλαδή, ο γνωστός τύπος. 
 
Εφαρμογή 2 
 

Έστω επίπεδο Π με εξίσωση Αx + By + Γz + Δ = 0 και σημείο (x1, y1, z1) 
του χώρου. Τότε η απόσταση d του σημείου (x1, y1, z1) από το επίπεδο 

δίνεται από τον τύπο: 1 1 1

2 2 2

Ax By Γz Δ
d

Α Β Γ

+ + +
=

+ +
 

 
Απόδειξη: 
 

(Α2
 + Β2

 + Γ2)⋅[(x – x1)2 + (y – y1)2 + (z – z1)2] ≥ [Α(x – x1) + B(y – y1) + Γ(z – z1)]2  ⇒ 
 
           (Α2 + Β2 + Γ2)⋅d2 ≥ [–Δ – Αx1 – By1 – Γz1]2  ⇒ 
 

     d2  ≥ 
( ) ( )2 2

1 1 1 1 1 1
min2 2 2 2 2 2

Αx By Γz Δ Αx By Γz Δ
d

Α Β Γ Α Β Γ

+ + + + + +
⇒ =

+ + + +
. 

 

 

(ε)

x

y

( )00 y,xΡ

M(x, y)

O
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Εφαρμογή 3 
 

Αν α, β  δύο ελεύθερα διανύσματα, τότε ισχύει: α β α β+ ≥ + . 
 

Απόδειξη: 
 

Έστω 1 2 3 1 2 3α α i α j α k, β β i β j β k= + + = + + . 
 

Τότε έχουμε:     α β α β+ ≥ +                 ⇔ 
 

  ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3α α α β β β α β α β α β+ + + + + ≥ + + + + +    ⇔ 

 

   
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 1 2 2 3 3

α α α 2 α α α β β β β β β

α β α β α β

+ + + + + + + + + + ≥

≥ + + + + +
     ⇔ 

 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 32 α α α β β β 2 α β α β α β+ + + + ≥ ⋅ + ⋅ + ⋅        ⇔ 

  

     ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3α α α β β β α β α β α β+ + + + ≥ ⋅ + ⋅ + ⋅  

 

Αν το δεύτερο μέλος της παραπάνω ανισότητας είναι αρνητικό, τότε αυτή ισχύει. 
Αν όχι, μπορούμε να υψώσουμε στο τετράγωνο και έχουμε: 
 

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3α α α β β β α β α β α β+ + + + ≥ ⋅ + ⋅ + ⋅  

 

Η τελευταία ανισότητα είναι η ανισότητα των Cauchy-Schwartz και ισχύει, οπό-
τε ισχύει και η ισοδύναμή της, δηλαδή: α β α β+ ≥ + . 
 

Έχει ενδιαφέρον να δούμε πότε ισχύει η ισότητα: α β α β+ = + . 
 

Σύμφωνα με όσα έχουν ειπωθεί, θα πρέπει α 0=  ή να υπάρχει αριθμός x, τέ-
τοιος ώστε: β x α= ⋅ . 

Άρα, ( )α β x β β x β β 1 x β+ = ⋅ + = ⋅ + = + . 
 

Επίσης, α β x β β 1 x β+ = ⋅ + = + ⋅   

Άρα, ισχύει:    ( )1 x β 1 x β β 0 ή 1 x 1 x+ = + ⋅ ⇒ = + = +   ⇒ 

  ⇒  2 21 2 x x 1 2x x x x x 0+ + = + + ⇒ = ⇒ ≥ . 
 

Άρα, η ισότητα α β α β+ = +  ισχύει όταν: 

α 0=  ή  β x α= ⋅ , με x ≥ 0, δηλαδή: α β . 
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Η περίπτωση α 0=  εμπεριέχεται στην α β . 

Άρα, (σε κάθε περίπτωση) το = ισχύει όταν τα α και β  είναι ομόρροπα. 
 
 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Στην περίπτωση ν = 3, η ανισότητα Cauchy-Schwartz γίνεται:  
 

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3α α α β β β α β α β α β+ + + + ≥ ⋅ + ⋅ + ⋅   

 

Αν θεωρήσουμε τα διανύσματα 1 2 3 1 2 3α α i α j α k, β β i β j β k= + + = + + , 
τότε η προηγούμενη ανισότητα γράφεται:  
 

( )2 22α β α β⋅ = ⋅   ή  ισοδύναμα 

( )2 22 2 2α β α β συν α,β⋅ = ⋅ ⋅   ή   1 ≥ ( )2συν α,β , που ισχύει. 
 

Άρα, στην περίπτωση που ν = 3 η ανισότητα Cauchy-Schwartz αποδεικνύεται 
πολύ εύκολα. 
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ενός  
τετραπλεύρου 

 
 

 
 
          Τσιτσίνιας Γρηγόρης 
        Μαθηματικός, Θεσσαλονίκη 

 

 
1. Εισαγωγή 
 
Στο διαγωνισμό της Ε.Μ.Ε. «Ο ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ» (Σάββατο 20 Δεκεμβρίου 2003) το 
πρώτο θέμα της Γ΄ Λυκείου ήταν το παρακάτω: 
 

Οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί a, b, v, x, y, z ικανοποιούν τις ισό-
τητες: a2 + b2 = c2 και x2 + y2 = z2. Να αποδείξετε ότι ικανοποιούν 
και τη σχέση (a + x)2 + (b + y)2 ≤ (c + z)2. Πότε ισχύει η ισότητα; 

 
Η ύπαρξη στην υπόθεση των «Πυθαγόρειων» σχέσεων:  
 

a2 + b2 = c2 και x2 + y2 = z2   
 

με οδήγησε στο να προσπαθήσω να βρω γεωμετρική λύση. 
 Η προσπάθεια αυτή, την κατάληξη της οποίας παραθέτω στο τέλος του άρ-
θρου,(1) οδήγησε στην «εμφάνιση» του προσαρτημένου παραλληλογράμμου 
ενός τετραπλεύρου.  

Τη χρησιμότητα αυτού του παραλληλογράμμου θα προσπαθήσω να θυμί-
σω στους παλιούς συναδέλφους και να γνωστοποιήσω στους νέους, μια που οι 
διδακτικές απαιτήσεις της Γεωμετρίας τα τελευταία είκοσι (20) και περισσότερα 
χρόνια, περιόρισαν την ύλη που διδάσκεται στο Λύκειο σε απλές σχετικά απο-
δεικτικές ασκήσεις και ελάχιστες έως καθόλου ασκήσεις Γεωμετρικών τόπων 
και κατασκευών. Στις κατασκευές τετραπλεύρου κυρίως είναι χρήσιμο το προ-
σαρτημένο παραλληλόγραμμο.   

                                                  
(1)  Άλλωστε, σκοπός του άρθρου δεν είναι να προσθέσω μια ακόμη απόδειξη του παρα-

πάνω θεωρήματος. Δύο αποδείξεις δημοσιεύονται ήδη στο τεύχος 52 του ΕΥΚΛΕΙΔΗ Β΄ 
σελ. 31. 
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2. Το προσαρτημένο παραλληλόγραμμο 
 

Θεωρούμε τυχαίο (κυρτό)(2) τετρά-
πλευρο ΑΒΓΔ. Ονομάζουμε α,β,γ,δ 
τις πλευρές του (βλ. σχήμα 1), 
ˆ ˆ ˆ ˆA, Β, Γ,  Δ  τις γωνίες του, δ1, δ2 τις 
διαγώνιές του ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα, 

( )ˆ ˆˆ ˆω ή φ, ω+φ = 180°  τη γωνία 
των διαγωνίων του και Ε το εμβα-
δόν του. 
Από τα άκρα Α και Γ της διαγωνίου 
ΑΓ φέρνουμε ευθύγραμμα τμήματα 
ΑΕ και ΓΖ αντίστοιχα, παράλληλα, 
ίσα και ομόρροπα προς τη διαγώ-
νιο ΔΒ. Σχηματίζεται το παραλλη-
λόγραμμο ΑΕΖΓ, αλλά και τα παραλληλόγραμμα ΑΕΒΔ και ΒΖΓΔ (ΑΕ //= ΔΒ 
//= ΓΖ).  
 

Για το σημείο Β παρατηρούμε ότι ισχύουν τα παρακάτω προφανή: 
 

i) ΒΑ = α, ΒΓ = β, ΒΖ = γ, ΒΕ = δ, δηλαδή το Β απέχει από τις κορυφές του 
παραλληλογράμμου ΑΕΖΓ αποστάσεις ίσες με τα μήκη των πλευρών του 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 

 

ii) Είναι ˆ ˆ ˆΑΒΕ ΒΑΔ Α, ΕΒΖ ΑΔΓ Δ, ΖΒΓ ΒΓ Δ Γ= = = = = =  και ˆΑΒΓ Β= , 
δηλαδή το σημείο Β «βλέπει» τις πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΕΖΓ 
υπό γωνίες ίσες με τις γωνίες του τετραπλεύρου. 

 

Ê

Ë
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Ñ

Æ
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Â
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Ä

ó

 
Σχήμα 2 

                                                  
(2) Στην περίπτωση μη κυρτού τετραπλεύρου ισχύουν παρόμοιες ιδιότητες. 
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Αν τώρα Η, Μ, Θ, Ν τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα, επειδή 
το Η είναι μέσο της ΔΕ, ενώ το Μ είναι μέσο της ΔΖ, από τα τρίγωνα ΔΑΖ και 

ΔΕΓ προκύπτει ότι ΜΝ //= ΑΖ
2

 και ΗΘ //= ΓΕ
2

.  

 

Δηλαδή οι διαγώνιές του παραλληλογράμμου ΑΕΖΓ είναι παράλληλες και δι-
πλάσιες από τα ευθ. τμήματα που συνδέουν τα μέσα των απέναντι πλευρών 
του τετραπλεύρου.  
 

Επειδή ΒΖ // ΔΓ είναι ˆΑΒΖ+σ = 180° , όπου σ η γωνία των απέναντι πλευρών 
του τετραπλεύρου.  
 

Άρα ( ) ( )ΑΒΖ 180 ΑΒ,ΓΔ και ΕΒΓ 180 ΑΔ,ΒΓ= ° − = ° − .  
 

Έτσι το σημείο Β «βλέπει» τις διαγώνιες του παραλληλογράμμου υπό γωνίες 
ίσες με τις παραπληρωματικές των γωνιών που σχηματίζουν οι απέναντι πλευ-
ρές του τετραπλεύρου. (σχ. 2). 
 
Τέλος παρατηρούμε ότι: 
 

Ε(ΑΕΖΓ) = Ε(ΑΒΓ) + Ε(ΒΕΖ) + Ε(ΑΒΕ) + Ε(ΓΒΖ) = Ε(ΑΒΓ) + Ε(ΑΔΓ) + Ε(ΑΒΔ) + Ε(ΔΒΓ) = Ε + Ε = 2Ε,  
 

δηλαδή το εμβαδόν του παραλληλογράμμου ΑΕΖΓ είναι διπλάσιο από το εμ-
βαδόν του τετραπλεύρου. 
 
 
 
Ανακεφαλαιώνουμε: 
 
α) το παραλληλόγραμμο ΑΕΖΓ έχει πλευρές παράλληλες και ίσες προς τις 

διαγώνιες του αρχικού τετραπλεύρου και γωνίες ίσες με τις γωνίες των δια-
γωνίων του τετραπλεύρου αυτού (του ΑΒΓΔ) (σχ 1). 

 

β)  Οι διαγώνιες του παραλληλογράμμου είναι παράλληλες προς τα ευθ. τμή-
ματα που συνδέουν τα μέσα των απέναντι πλευρών του τετραπλεύρου και 
διπλάσιες από το καθένα από αυτά (σχ. 2). 

 

γ) Το εμβαδόν του παραλληλογράμμου ΑΕΖΓ είναι διπλάσιο από το εμβαδόν 
του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 

 

δ) Το σημείο Β απέχει από τις κορυφές του παραλληλογράμμου αποστάσεις 
ίσες με τα μήκη των πλευρών του τετραπλεύρου και «βλέπει» τις πλευρές 
του παραλληλογράμμου υπό γωνίες ίσες με τις γωνίες του τετραπλεύρου 
(σχ. 1). 

 

ε) Τα σημείο Β «βλέπει» τις διαγώνιες του παραλληλογράμμου υπό γωνίες 
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ίσες με τις παραπληρωματικές των γωνιών που σχηματίζουν οι απέναντι 
πλευρές του τετραπλεύρου (σχ. 2).(3) 

 

Το παραλληλόγραμμο ΑΕΖΓ λέγεται προσαρτημένο στο τετρά-
πλευρο ΑΒΓΔ.  

 
Είναι φανερό ότι: 
αν ΑΓ⊥ΒΔ το ΑΕΖΓ είναι ορθογώνιο, ενώ αν ΑΓ = ΒΔ είναι ρόμβος. Τέλος αν 
είναι ταυτόχρονα ΑΓ⊥ΒΔ και ΑΓ = ΒΔ το ΑΕΖΓ είναι τετράγωνο. 
 

 
3. Εφαρμογές του προσαρτημένου παραλληλογράμμου 
 
Είναι γνωστό ότι για να κατασκευαστεί ένα τυχαίο(4) τετράπλευρο, πρέπει να 
δοθούν πέντε (5) ανεξάρτητα(5) «στοιχεία» ή πέντε (5) «συνθήκες»(6).  

Αν το τετράπλευρο δεν είναι τυχαίο, αλλά είναι 
π.χ εγγράψιμο ή παραλληλόγραμμο, ο αριθμός 
πέντε (5) μειώνεται. Π.χ ένα παραλληλόγραμμο 
κατασκευάζεται από τρία (3) στοιχεία του. Έτσι 
τρία στοιχεία ή συνθήκες που οδηγούν στην 
κατασκευή του τριγώνου ΑΒΔ ή ΑΒΓ, οδηγούν 
προφανώς και στην κατασκευή του παραλλη-
λογράμμου ΑΒΓΔ. 

 

                                                  
(3)  Παρατηρούμε ότι τα σημεία Ε και Ζ είναι τα ομόλογα των Α και Γ αντίστοιχα στη μετα-

φορά κατά το διάνυσμα ΔB
→

. Θα μπορούσαμε να πούμε ακόμη ότι το παραλληλόγραμ-
μο ΑΕΖΓ είναι το ομοιόθετο του παραλληλογράμμου ΝΗΜΘ (σχ 2) κατά την ομοιοθεσία 

που έχει κέντρο το Δ και λόγο 
2
1

 καθώς και ότι τα σημεία Δ, Κ, Λ είναι συνευθειακά με 

ΔΛ 2
ΔΚ 1

= . Επίσης να αναφέρουμε τη σχέση που συνδέει το ευθύγραμμο τμήμα που ε-

νώνει τα μέσα των διαγωνίων του ΑΒΓΔ με το ευθ. τμήμα ΒΛ (σχ. 2) κ.λ.π. 
(4) Με τον όρο «τυχαίο» εννοούμε να μην είναι π.χ εγγράψιμο ή τραπέζιο ή παραλληλό-

γραμμο κ.λ.π. Αντί του «τυχαίο» μπορούμε να πούμε «οποιοδήποτε». 
(5)  Όταν λέμε «ανεξάρτητα» εννοούμε ότι είναι τέτοια ώστε από τη γνώση των τριών να μην 

προκύπτει κάποιο από τα υπόλοιπα. Έτσι, αν ζητείται να κατασκευαστεί τετράπλευρο 

από τις πλευρές α, β, τη διαγώνιο ΑΓ = δ1 και τις γωνίες ˆ ˆΒ και Δ , παρατηρούμε ότι το 

τρίγωνο ΑΒΓ (σχ. 1) κατασκευάζεται από α, β, Β̂ , οπότε η ΑΓ=δ1, που δίνεται, προσδι-

ορίζεται. Άρα τα στοιχεία α, β, δ1, ˆ ˆΒ, Δ  δεν είναι ανεξάρτητα. 
(6)  Ο όρος «συνθήκη» χρησιμοποιείται εδώ ως συνώνυμο του όρου «στοιχείο». Π.χ «Να 

κατασκευαστεί τετράπλευρο ΑΒΓΔ από τις παρακάτω «συνθήκες»: Να είναι εγγράψιμο 
και οι πλευρές του να είναι ίσες με δοσμένα ευθ. τμήματα μ, ν, ρ, σ». 

Á Â

ÃÄ
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Ας υποθέσουμε ότι ζητείται να κατασκευαστεί τετράπλευρο ΑΒΓΔ από τα πα-
ρακάτω στοιχεία του (οι συμβολισμοί από την παρ.2, σχ. 1 και σχ. 2): 
 
 

1) δ1, δ2, ω̂ , α, γ   ή 9) δ1, δ2, 
α κω̂, γ,
β λ
=        ή 

2) δ1, δ2, ω̂ , β, δ   ή 10)  δ1, δ2, 2 2 2ˆω̂, Β, α β κ+ =    ή 

3) δ1, δ2, ˆ ˆω̂, Α, Β   ή 11)  δ1, δ2, 2 2 2ˆω̂, Β, α β λ− =    
 ή 

 

4) δ1, δ2, ˆ ˆω̂, Α, Γ   ή 12)  δ1, δ2, 2 2 2α κω̂, , γ δ ρ
β λ
= + =   ή 

5) δ1, δ2, ˆω̂, β, Δ   ή 13)  δ1, δ2, 2 2 2 2 2 2ω̂, α β λ , γ δ κ+ = − =  ή 

6) δ1, δ2, ˆω̂, Α, γ   ή 14)  δ1, δ2, 2 2 2 2 2 2ω̂, α β λ , γ δ κ− = − =  ή 
 

7) δ1, δ2, ˆω̂, γ, σ   ή 15)  δ1, δ2, 
α κ γ ρω̂, και
β λ δ θ
= =       κ.λ.π. 

8) δ1, δ2, 
α κ ˆω̂, , Β
β λ
=  ή 

 

 

όπου α, β, γ, δ, δ1, δ2, κ, λ, ρ, θ δοσμένα ευθ. τμήματα και ˆ ˆ ˆ ˆ ˆω̂, Α,Β,Γ, Δ,σ  δο-
σμένες γωνίες. 
 
Παρατηρούμε ότι από τα τρία πρώτα στοιχεία δ1, δ2, ω̂  το παραλληλό-
γραμμο ΑΕΖΓ κατασκευάζεται, δηλαδή προσδιορίζονται οι κορυφές Α και Γ 
του ζητουμένου τετραπλεύρου. 
 
Οι δύο τελευταίες συνθήκες (ή στοιχεία) επιτρέπουν τον προσδιορισμό 
του Β. Πράγματι αν π.χ. ζητείται να κατασκευαστεί το τετράπλευρο από δ1,δ2, 
ω̂  και β, Δ̂ , το σημείο Β προσδιορίζεται ως τομή του κύκλου με κέντρο Γ και 
ακτίνα το δοσμένο β (αφού ΓΒ = β) και του τόξου που έχει χορδή ΕΖ και δέχε-
ται γωνία Δ̂  (αφού ˆΕΒΖ Δ= ).  
 

Μετά τον προσδιορισμό του Β, το Δ προσδιορίζεται αν φέρουμε από το Β ευθ. 

τμήμα ΒΔ παράλληλο, ίσο και ομόρροπο προς το ΕΑ (δηλ. BΔ ΕA
→ →

= ). 
 
Είναι φανερό ότι στα προηγούμενα προβλήματα, αν αντί των τριών πρώτων 
στοιχείων δ1, δ2, ω̂  είχαμε π.χ. δ1, δ2, Ε ή δ1, δ2, ΜΝ = μ, ή δ1, δ2, ΗΘ = t ή 
δ1, ω, Ε ή δ2, ω, Ε (σχ. 1 και σχ. 2), ενώ τα υπόλοιπα δύο παραμένουν τα ίδια, 
θα είχαμε την ίδια αντιμετώπιση, αφού από δ1, δ2, Ε ή δ1, δ2, ΜΝ ή δ1, δ2, ΗΘ ή 
δ1, ω̂ , Ε ή δ2, ω, Ε το παραλληλόγραμμο ΑΕΖΓ κατασκευάζεται. 
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Συμπέρασμα: 
 

Η θεώρηση του προσαρτημένου παραλληλογράμμου οδηγεί στην κατασκευή 
του τετραπλεύρου με την προϋπόθεση ότι από τα πέντε στοιχεία τα τρία επι-
τρέπουν την κατασκευή του.  

Χωρίς να έχουν εξαντληθεί όλες οι περιπτώσεις δεδομένων ή συνδυασμών 
δεδομένων για την κατασκευή τετραπλεύρου, με την αναγραφή των 15 προ-
βλημάτων όπου τρία στοιχεία είναι τα δ1, δ2, ω παρατηρούμε ότι συνδυάζοντας 
τα δ1, δ2, Ε – δ1, δ2, μ – δ1, δ2, t – δ1, ω, Ε – δ2, ω, Ε με τα δύο τελευταία, έ-
χουμε συνολικά αναφέρει 6×15 = 90 προβλήματα που αντιμετωπίζονται με τον 
προαναφερθέντα τρόπο. 

Ο αναγνώστης μπορεί να προσθέσει και άλλες περιπτώσεις κατασκευής τε-
τραπλεύρου που αντιμετωπίζονται με τη θεώρηση του προσαρτημένου παραλ-
ληλογράμμου. Αρκεί από τα τρία στοιχεία (ανεξαρτήτως σειράς) να κατασκευά-
ζεται το ΑΕΖΓ και από τα υπόλοιπα δύο να προσδιορίζεται το Β. 
 
 
4. Η γεωμετρική λύση του προαναφερθέντος στην εισαγωγή θέματος 
 
Θεωρούμε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ 
με κάθετες διαγώνιες που τέμνο-
νται στο Ο και είναι (ΟΒ) = a,(7) 
(ΟΓ) = b, (ΟΔ) = x, (ΟΑ) = y, όπου 
a, b, x, y οι θετικοί αριθμοί του 
προβλήματος (σχ. 4).  
Επειδή,  
a2 + b2 = (ΒΓ)2 και x2 + y2 = (ΑΔ)2 
θα είναι (ΒΓ) = c και (ΑΔ) = z = 
(BE).  
 

Κατασκευάζουμε το προσαρτημέ-
νο παραλληλόγραμμο ΑΕΖΓ το οποίο είναι ορθογώνιο αφού ΑΓ⊥ΒΔ, οπότε: 
 

(ΕΓ)2 = (ΑΖ)2 = (ΑΕ)2 + (ΑΓ)2 = (ΒΔ)2 + (ΑΓ)2 = (a + x)2 + (b + y)2 
 

Είναι: (ΕΓ) ≤  (ΒΕ) + (ΒΓ) δηλ. (ΕΓ) ≤  z + c  ⇔  (ΕΓ)2 ≤ (c+z)2,  
άρα (a + x)2 + (b + y)2 ≤  (c + z)2 
Το ίσον ισχύει αν και μόνο αν το Β είναι σημείο του ευθ. τμήματος ΓΕ   ⇔ 

⇔ 
Δ Δ a bΑΕΒ ΑΓΒ 90 ΟΒΓ ΟΔΑ

x y
+ = ° ⇔ ⇔ =∼    ⇔  ay = bx. 

                                                  
(7) Ως γνωστό, με το σύμβολο (ΟΒ) εννοούμε το μήκος του ευθ. τμήματος ΟΒ. 

 
 

Σχήμα 4 
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Οι συναρτήσεις Σ(ν) και Στ(ν)  
και οι εφαρμογές τους 

 

        Τσόπελας Γιάννης 
    Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 

 
ΣΧΟΛΙΟ Σ.Ε. ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ: 
 

Παραθέτουμε παρακάτω μια εξαίρετη εργασία του συναδέλφου Γιάννη Τσόπελα. Ο 
τίτλος του άρθρου ανήκει στη Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 Θεωρούμε πολύ αξιόλογη την εργασία αυτή, επειδή οι εφαρμογές της είναι πά-
μπολλες. Αξιοθαύμαστη είναι η απλότητα των προτάσεων και η εφαρμογή τους 
τόσο σε υπολογιστικό, όσο και σε θεωρητικό επίπεδο.  
 Με την ευκαιρία αυτή θέλουμε να ευχαριστήσουμε τον εκλεκτό μας συνάδελφο 
που στηρίζει τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ με πολλά άρθρα, πρωτότυπες προτεινόμενες ασκή-
σεις και όμορφες λύσεις ασκήσεων που προτάθηκαν. 
 
Ορισμός 1: 

Ορίζουμε ως Σ: N*→N* τη συνάρτηση η οποία στον τυχαίο ν∈N* αντι-
στοιχεί το φυσικό αριθμό Σ(ν) που είναι το άθροισμα των ψηφίων του ν.  
Για παράδειγμα, αν ν = 157 τότε Σ(157) = 1 + 5 + 7 = 13.  

 

Παρατηρήσεις: 
Από τον ορισμό του Σ(ν) προκύπτουν άμεσα οι εξής ιδιότητες:  
 

1. Αν ο ν είναι μονοψήφιος τότε Σ(ν) = ν. 
 

2. Σ(ν) < ν για κάθε φυσικό αριθμό ν ≥ 10.  
 

Αν για τον φυσικό αριθμό ν θεωρήσουμε το Σ(ν) τότε πιθανόν το Σ(ν) να μην 
είναι μονοψήφιος φυσικός. Τότε θεωρούμε τη σύνθεση Σ(Σ(ν)) και αν και αυτή 
δεν είναι φυσικός αριθμός τότε θεωρούμε την σύνθεση Σ(Σ(Σ(ν))) κ.ο.κ. 
Επειδή ν > Σ(ν) > Σ(Σ(ν)) >… θα υπάρχει κάποια σύνθεση της παραπάνω 
μορφής έτσι ώστε να ισούται με μονοψήφιο φυσικό αριθμό. 
 

Παράδειγμα:  
Αν ν = 346.899 τότε: Σ(ν) = 3 + 4 + 6 + 8 + 9 + 9 = 39  ⇒   
Σ(Σ(ν)) = Σ(39) = 3 + 9 =12   ⇒   Σ(Σ(Σ(ν))) = Σ(12) = 1 + 2 = 3 μονοψήφιος. 
 

Ορισμός 2: 
Αν ν∈N*, ορίζουμε ως Στ(ν) το μονοψήφιο φυσικό αριθμό ο οποίος 
προκύπτει από συνεχόμενη σύνθεση της Σ με τον εαυτό της και τον 
ονομάζουμε τελικό άθροισμα των ψηφίων του ν. 
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Παράδειγμα: 
Αν ν = 157 τότε Σ(ν) = 13 ενώ Στ(ν) = 4 
 
Παρατηρήσεις (Συνέπειες του ορισμού): 
 

1. Αν Σ(ν) = κ ⇒ Στ(ν) = Στ(κ) 
 

Απόδειξη: 
 

Χρησιμοποιούμε την Σ τόσες φορές ώστε να φτάσουμε στο Στ(ν) το οποίο 
είναι μονοψήφιος φυσικός. 
 

Αν Σ(ν) = κ  ⇒  Σ(Σ(ν)) = Σ(κ)  ⇒ … ⇒  Σ(Σ(…Σ(ν)…)) = Σ(Σ(…Σ(κ)…))  
⇒ Στ(ν) = Σ(Σ(…Σ(κ)…)).  

 

Επειδή Στ(ν) μονοψήφιος  ⇒ Σ(Σ(…Σ(κ)…)) μονοψήφιος άρα:  
Σ(Σ(…Σ(κ)…)) = Στ(κ). Άρα Στ(ν) = Στ(κ). 

 
2. Αν Σ(ν) = Σ(μ)   ⇒   Στ(ν) = Στ(κ) 
 

Απόδειξη: 
Αν Σ(ν) = Σ(μ) = κ   ⇒   Στ(ν) = Στ(κ) και Στ(μ) = Στ(κ)   ⇒   Στ(ν) = Στ(μ). 

 

3. Στ(ν) = Σ(ν), αν ν = μονοψήφιος 
  Στ(ν) < Σ(ν), αν ν∈N, ν ≥ 10.  
 

4. ν – Σ(ν) = πολλαπλάσιο του 9. 
 
Πρόταση 1η:  
 Αν ν μονοψήφιος φυσικός αριθμός, ν > 0 τότε Στ(ν²) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. 
 

Απόδειξη: 
 

ν μονοψήφιος φυσικός αριθμός  ⇒  ν = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9      ⇒  
 

          ⇒ ν² = 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81  ⇒ 
 

 ⇒ Σ(ν²) = 1 ή 4 ή 9 ή 7 ή 7 ή 9 ή 13 ή 10 ή 9  ⇒  Στ(ν²) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. 
 

Πρόταση 2η: 
Αν ν>0 φυσικός αριθμός τότε Στ(Σ2τ(ν)) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. 

Απόδειξη: 
Όπως αναφέραμε παραπάνω ο αριθμός Στ(ν), ν > 0 είναι κάποιος μονο-
ψήφιος φυσικός από τους 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Σύμφωνα λοιπόν με την 
πρόταση 1   ⇒  Στ(Σ²τ(ν)) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. 

 
Πρόταση 3η:  

Αν φυσικός αριθμός ν > 0 τότε Στ(ν²) = Στ(Σ²(ν)) 
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Απόδειξη: 
 

Α. Αν ο ν είναι μονοψήφιος αριθμός τότε Σ(ν) = ν ⇒Στ(Σ²(ν)) = Στ(ν²) δηλαδή ο 
τύπος αληθεύει. 

 

Β. Αν ο ν είναι διψήφιος τότε ας τον συμβολίσουμε ν = αβ = 10α + β οπότε 
Σ(ν) = α + β   ⇒   Σ²(ν) = (α + β)². 
Έχουμε:  

ν² = ( )2αβ  = (10α + β)² = 100α² + 10⋅2αβ + β² = 10²⋅α² +10⋅2αβ + β²⋅100  ⇒  

Στ(ν²) = Στ(α² + 2αβ + β²) = Στ((α + β)²) = Στ(Σ²(ν)) 
 

Γ.  Αν ο ν είναι τριψήφιος τότε ας τον συμβολίσουμε ν = αβγ  = 100α + 10β + γ, 
οπότε Σ(ν) = α + β + γ   ⇒   Σ²(ν) = (α + β + γ)² 
Έχουμε:  

ν² = ( )2αβγ  = (100α + 10β + γ)² =  

    = 10000α² + 1000⋅2αβ + 100⋅β² + 100⋅2αγ + 10⋅2βγ + γ²  
    = 104α² + 10³⋅2αβ +10²⋅(β² + 2αγ) + 10⋅2βγ + 100⋅γ²   ⇒ 
Στ(ν²) = Στ(α² +2αβ+β² + 2αγ + 2βγ + γ²)   ⇒   Στ(ν²) = Στ(Σ²(ν)). 

 

Η απόδειξη γενικεύεται στην περίπτωση που ο φυσικός ν έχει την μορφή:  
 ν = ρ 2 1 0α ...α α α  δηλαδή στην περίπτωση που ο ν έχει ρ + 1 ψηφία. 

 
Πρόταση 4η: 

Αν ν >0 φυσικός αριθμός τότε Στ(ν²) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. Δηλαδή το τελικό 
άθροισμα των ψηφίων του τετραγώνου κάθε φυσικού αριθμού είναι 1 ή 
4 ή 7 ή 9. 

 
Απόδειξη: 

Έστω Σ(ν) = κ λόγω της πρότασης 3  ⇒  Στ(ν²) = Στ(κ²) με ν>κ 
Με τον ίδιο τρόπο Στ(κ²) = Στ(Σ²(κ)) και θέτοντας Σ(κ) = κ1  ⇒ Στ(κ²) = Στ(κ1²) 
με κ1< κ.  
Μετά από επανάληψη αυτής της διαδικασίας θα έχουμε:  
 

Στ(κ²) = Στ(κ²1)= … = Στ(κ²ρ)  όπου κρ < …< κ1 < κ και κρ μονοψήφιος.  
Άρα Στ(ν²) = Στ(κ²ρ) και λόγω της πρότασης (1) ⇒ Στ(κ²ρ) = 1 ή 4 ή 7 ή 9  ⇒  
Στ(ν²) = 1 ή 4 ή 7 ή 9. 

 
Πόρισμα 4.1: 

Αν Στ(ν) = 2 ή 3 ή 5 ή 6 ή 8 για κάποιο φυσικό αριθμό ν, τότε ο ν δεν 
μπορεί να είναι τέλειο τετράγωνο φυσικού αριθμού. 
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Παρατηρήσεις: 
Α) Το πόρισμα της πρότασης 4 αποτελεί έναν γρήγορο τρόπο για να διαπι-

στώσουμε ότι ένας φυσικός αριθμός δεν είναι τετράγωνο φυσικού. 
Για παράδειγμα αν ν = 346.899 ⇒ Σ(ν) = 39 ⇒ Στ(ν) = 3  ⇒ ν = 346.899 
δεν είναι τετράγωνο φυσικού. 

 

Β) Το αντίστροφο της πρότασης 4 δεν ισχύει.  
Αν δηλ. για κάποιο φυσικό ν ισχύει ότι Στ(ν) = 1 ή 4 ή 7 ή 9 αυτό δεν εξα-
σφαλίζει ότι ο ν είναι τετράγωνο φυσικού.  
Π.χ αν επιλέξουμε ως ν = 157 ⇒ Στ(ν) = 4, αλλά ο ν = 157 δεν είναι τετρά-
γωνο φυσικού. 

 

Πόρισμα 4.2: 
Στ(ν4) = 1 ή 4 ή 7 ή 9 για κάθε ν∈N* 

 

Απόδειξη: 

Θέτουμε ν² = κ  ⇒  ν4 = κ²  ⇒  Στ(ν4) = Στ(κ²) 
(προτ 4)
=  1 ή 4 ή 7 ή 9. 

 

Πόρισμα 4.3: 
Στ(ν2ρ) = 1 ή 4 ή 7 ή 9  για κάθε ν, ρ∈N*. 

 

Απόδειξη: 
Ανάλογη της απόδειξης του πορίσματος 4.2. 
 

Πρόταση 5η  
Αν α, β>0 φυσικοί αριθμοί, τότε Στ (α + β) = Στ ( Στ(α) + Στ(β))  

 

Απόδειξη: 
Ας δεχθούμε ότι οι αριθμοί α και β έχουν τον ίδιο αριθμό ψηφίων για χάρη 
της απλούστευσης της απόδειξης. 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας λοιπόν δεχόμαστε ότι: 

 

ρ 2 1 0 ρ 2 1 0α α ...α α α και β β ...β β β= =  

α + β = (αρ + βρ)10ρ + … + (α2 + β2)10² + (α1 + β1)101 + (α0 + β0)100 
⇒ Στ(α + β) = Στ((αρ + βρ) + … + (α2 + β2) + (α1 + β1) + (α0 + β0))  ⇒ 
⇒  Στ(α + β) = Στ[(αρ + … + α2 + α1 + α0) + (βρ + … + β2 + β1 + β0)]  ⇒ 
⇒ Στ(α + β ) = Στ(Σ(α) + Σ(β)).  (1) 

 

Πολλαπλή χρήση της (1) δίνει: 
 

Στ(α + β) = Στ(Σ(α) + Σ(β)) = 
      = Στ(Σ(Σ(α)) + Σ(Σ(β))) = … =  

    = Στ[Σ(Σ … Σ(α)…)) + Σ(Σ … Σ(β) …))] = 

    = Στ[Στ(α) + Στ(β)]. 
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Πρόταση 6η:  
Στ(9ν) = 9, για κάθε ν∈N*. 

 

Απόδειξη: 
Εφαρμόζουμε την επαγωγική μέθοδο.  
  

• Για ν = 1 έχουμε Στ(9ν) = Στ(9) = 9 άρα αληθεύει. 
 

• Έστω ότι αληθεύει για ν = κ, δηλ. Στ(9ν) = 9 (1)  
 

• Θα αποδείξουμε ότι αληθεύει για ν = κ+1, δηλαδή: Στ(9(κ+1)) = 9  

Πράγματι, Στ(9(κ + 1)) = Στ(9κ + 9) = Στ(Στ(9κ) + Στ(9)) 

(1)
=  Στ(9 + 9) = Στ(18) = 9 

 

Άρα η πρόταση αληθεύει για κάθε ν∈N*.  
 
Πρόταση 7η  

Αν υ το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης ενός φυσικού αριθμού ν με 

το 9 τότε: 
υ, αν υ 0

Στ(ν)
9, αν υ 0

≠⎧
⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

  
 

 

Απόδειξη: 
 

 Τα δυνατά υπόλοιπα της Ευκλείδειας διαίρεσης του ν με το 9 είναι:  
 

 0, 1, 2, …, 8   ⇒  ν = 9κ   ή   ν = 9κ + 1   ή   ν = 9κ + 2   ή  … ν = 9κ + 8 
 

 Αν υ = 0   ⇒     ν = 9κ  ⇒   Στ(ν) = 9 σύμφωνα με την πρόταση 6. 
 Αν υ = 1   ⇒     ν = 9κ+1 ⇒  Στ(ν) = Στ(9κ +1) = Στ[Στ(9κ) + Στ(1)] =  
 

             = Στ(9 +1) = Στ(10) = 1. 
 

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύονται και τα υπόλοιπα. 
 
ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ: 
 

1. Κάθε φυσικός αριθμός ν > 0 έχει τελικό άθροισμα ψηφίων Στ(ν) το οποίο 
συμπίπτει με το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης ν : 9 όταν αυτή δεν είναι 
τέλεια ενώ έχει τελικό άθροισμα ψηφίων = 9 όταν η διαίρεση ν : 9 είναι τέλει-
α. 

 

 Επομένως οι φυσικοί αριθμοί ταξινομούνται (διαμερίζονται) σε 9 κλάσεις 
ισοδυναμίας: 

 
 Κ1 = {ν∈N* / Στ(ν) = 1} = {ν∈N* / ν = 9κ+1, κ∈N } = {1, 10, 19, 28, …} 
 

 Κ2 = {ν∈N* / Στ(ν) = 2} = {ν∈N* / ν = 9κ+2, κ∈N } = {2, 11, 20, 29, ….} 
 

 Κ3 = {ν∈N* / Στ(ν) = 3} = {ν∈N* / ν = 9κ+3, κ∈N } = {3, 12, 21, 30, …} 
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 Κ4 = {ν∈N* / Στ(ν) = 4} = {ν∈N* / ν = 9κ+4, κ∈N } = {4, 13, 22, 31, …} 
 

 Κ5 = {ν∈N* / Στ(ν) = 5} = {ν∈N* / ν = 9κ+5, κ∈N } = {5, 14, 23, 32, …} 
 

 Κ6 = {ν∈N* / Στ(ν) = 6} = {ν∈N* / ν = 9κ+6, κ∈N } = {6, 15, 24, 33, …} 
 

 Κ7 = {ν∈N* / Στ(ν) = 7} = {ν∈N* / ν = 9κ+7, κ∈N } = {7, 16, 25, 34, …} 
 

 Κ8 = {ν∈N* / Στ(ν) = 8} = {ν∈N* / ν = 9κ+8, κ∈N } = {8, 17, 26, 35, …} 
 

 Κ9 = {ν∈N* / Στ(ν) = 9} = {ν∈N* / ν = 9κ, κ∈N } = {9, 18, 27, 36, …} 
 
2. Σύμφωνα με τα παραπάνω στις κλάσεις Κ2, Κ3, Κ5, Κ6, Κ8 δεν θα βρούμε 

φυσικούς που να είναι τέλεια τετράγωνα και γενικότερα δεν θα βρούμε φυ-
σικούς που να μπορούν να γραφούν σε μορφή κ2ρ, ρ∈N* γιατί αυτοί οι α-
ριθμοί ανήκουν στις κλάσεις Κ1, Κ4, Κ7, Κ9.  

 

3. Ένα άλλο συμπέρασμα είναι ότι αν κάποιος ν∈N* ανήκει σε μία από τις 
παραπάνω εννέα κλάσεις, τότε και κάθε άλλος φυσικός κ∈N* που θα έχει 
προέλθει από μια τυχαία εναλλαγή των ψηφίων του ν θα ανήκει στην ίδια 
κλάση με τον ν, άρα Στ(ν) = Στ(κ) 

 

 Π.χ ν = 212.722.416.223.154   ⇒  Σ(ν) = 44   ⇒   Στ(ν) = 8, τότε και κάθε 
αναδιάταξη των ψηφίων του ν θα δώσει έναν άλλο 15- ψήφιο αριθμό που 
όμως και αυτός θα έχει τελικό άθροισμα Στ = 8 

 
Πρόταση 8η:  
 Στ(α·β) = Στ[Στ(α)·Στ(β)] 
 
Πόρισμα 8.1:  
 Στ(ακ)=Στ[Στκ(α)], κ∈N, κ > 1. 
 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ ΤΕΛΙΚΩΝ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΩΝ 

 

(·) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
2 2 4 6 8 1 3 5 7 9 
3 3 6 9* 3 6 9 3 6 9 
4 4 8 3 7 2 6 1 5 9  
5 5 1 6 2 7 3 8 4 9  
6 6 3 9 6 3 9* 6 3 9  
7 7 5 3 1 8 6 4 2 9  
8 8 7 6 5 4 3 2 1 9  
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9* 
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Παραθέτουμε μερικές εφαρμογές στις οποίες γίνεται χρήση του παραπάνω λο-
γισμού: 
 
Εφαρμογή 1η:  

Αν (α, β, γ) Πυθαγόρεια τριάδα με β, γ τα μήκη των καθέτων πλευρών 
ισχύει: β = πολλαπλάσιο του 3 ή γ = πολλαπλάσιο του 3. 

 
Απόδειξη: 
 Τα τετράγωνα β² και γ² θα ανήκουν στα σύνολα Κ1, Κ4, Κ7, Κ9 
 

 α² = β² + γ². Κατασκευάζουμε πίνακα πρόσθεσης των κλάσεων 1, 4, 7, 9 
 

+  β² = 1 β² = 4 β² = 7 β² = 9 
γ² = 1  2  5  8 1 
γ² = 4  5 8   2 4 
γ² = 7  8 2  5 7 
γ² = 9  1 4  7 9 

 
 Επειδή και το α² πρέπει να ανήκει σε κάποια από τις κλάσεις Κ1, Κ4, Κ7, Κ9, 

με βάση τον προσθετικό πίνακα προκύπτει ότι ένα τουλάχιστον από τα β², γ² 
θα είναι πολλαπλάσιο του 9. 

 

Από την διαγώνιο όμως του πολλαπλασιαστικού πίνακα βλέπουμε ότι το 9 
ως αποτέλεσμα δύο όμοιων κλάσεων προκύπτει μόνο όταν αυτές είναι οι 
Κ3, Κ6, Κ9. 
 

Άρα β = 9κ+3  ή  β = 9κ + 6   ή  β = 9κ (αντίστοιχα και για το γ)   ⇒ 
β = πολλαπλάσιο του 3   ή  γ = πολλαπλάσιο του 3. 

Εφαρμογή 2η: 
Να βρεθούν οι φυσικοί αριθμοί α και β αν γνωρίζουμε ότι οι α, β, α

β έ-
χουν το ίδιο τελικό άθροισμα ψηφίων. 

 
Απάντηση: 

Επειδή: 
 

Στ (11) = 1  
  

Στ (44 ) =Στ(16²) = Στ (7²) = Στ(49) = 4 
  

Στ(77) = Στ (7³·7³·7) = Στ(343·343·7) = 1·1·7 = 7  
 

 Στ(99) = Στ (9³·9³·9³) = Στ (729·729·729) = Στ(9·9·9) = 9 
 

 
οι αριθμοί που ψάχνουμε είναι: 
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α = 9κ + 1,  β = 9λ + 1  ή 
 

α = 9κ + 4,  β = 9λ + 4  ή 
 

α = 9κ + 7,  β = 9λ + 7  ή 
 

α = 9κ,  β = 9λ 
 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ 3Η (ΘΕΜΑ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΕΜΕ 1999) 

Δείξτε ότι ο αριθμός: 11 +2² + 3³ + 44 …+99 + 10 10  δεν είναι τέλειο τετράγω-
νο ακεραίου. 

 

Απόδειξη: 
 

Στ(11) = 1        
 

Στ(22) = 4 
 

Στ(33) = Στ(27) = 9 
 

Στ(44) = Στ(16²) = Στ(7²) = Στ(49) = 4 
  

 Στ(55) = 2 

Στ(66) = 9 
 

Στ(77) = 7 
 

Στ(88) = 1 
 

Στ(99) = 9 
 

Στ(1010) = 1 
 
Άρα:  

 

Στ(11
 + 2² + 3³ + 44

 … + 99
 + 1010) = Στ(1 + 4 + 9 + 4 + 2 + 9 + 7 + 1 + 9 + 1) = 

 

           = Στ(47) = 2 
 

Άρα:  
 

11
 + 2² + 3³ + 44 … + 99 + 1010 = 9κ + 2 ⇒  

 

11 +2² + 3³ + 44 …+99 + 10 10 δεν είναι τετράγωνο ακεραίου. 
Εφαρμογή 4η:  

Να βρεθούν οι τριάδες των θετικών ακεραίων αριθμών α, β, γ ώστε:  
β² + γ² = α³ με α ≤ 10 (*) 

 

Λύση: 
 Τα τετράγωνα β² και γ² θα είναι στα σύνολα Κ1, Κ4, Κ7, Κ9. 
 

 Κατασκευάζουμε πίνακα πρόσθεσης των κλάσεων 1, 4, 7, 9 
 

+ β² = 1 β² = 4 β² = 7 β²  =  9
γ² = 1 2  5 8 1 
γ² = 4 5 8 2 4 
γ² = 7 8 2 5 7 
γ² = 9 1 4 7 9 

 



104 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 4ο 

 Κατασκευάζουμε επίσης τον πίνακα του Στ(α³) 
  

α 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Στ(α³) 1 8 9 1 8 9 1 8 9 

 
Άρα την σχέση (*) θα την ικανοποιούν τα β, γ ώστε 

 

     β² = 9κ,   γ² = 9λ + 1 
 

     β² = 9κ + 1,  γ² = 9λ + 7 
 

     β² = 9κ + 4,  γ² = 9λ + 4 
 

     β² = 9κ,   γ² = 9λ 
 
Περίπτωση 1η:  

β² = 9κ,   γ² = 9λ+1 
 

 64 100 289 361 676 784
9 75 109 298 370 685 793

36 100 136 325 397 712 820
81 145 181 370 442 757 865

144 208 244 433 505 820 928
225 289 325 514 586 901 –
324 388 424 613 685 1000 –
441 505 541 730 802 – –
576 640 676 865 937 – –
729 793 829 – – – – 

 
Περίπτωση 2η:  

 

β² = 9κ,  γ² = 9λ 
 

 9 36 81 144 225 324 441 576 729 900 
9 18 45 90 153 234 333 450 585 738 909 

36 45 72 117 180 261 360 477 612 765 936 
81 90 117 162 225 306 405 522 657 810 981 

144 153 180 225 288 369 468 585 720 873 – 
225 234 261 306 369 450 549 666 801 954 – 
324 333 360 405 468 549 648 765 900 – – 
441 450 477 522 585 666 765 882 – – – 
576 585 612 657 720 801 900 –  – – – 
729 738 765 810 873 954 – – – – – 
900 909 936 981 – – – – – – – 
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Περίπτωση 3η:  
 

β² = 9κ + 1,        γ² = 9λ + 7 
 

 64 100 289 361 676 784
16 80 116 305 377 692 800
25 89 125 314 386 701 809

169 233 269 458 530 845 953
196 260 296 485 557 872 980
484 548 584 773 845 – –
529 593 629 818 890 – –
961 – – – – – –

 
Περίπτωση 4η:  

 

β² = 9κ + 4,  γ² = 9λ + 4 
 

 4 49 121 256 400 625
4 8 53 125 260 404 629

49 53 98 170 305 449 674
121 125 170 242 377 521 746
256 260 305 377 512 656 881
400 404 449 521 656 800 –
625 629 674 746 881 – –

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
   β = 2,   γ = 11,  α = 5 

 

     β =16,   γ = 16,  α = 8 
      Oι λύσεις είναι: 

   β = 10,  γ = 5,    α = 5 
 

   β = 26, γ = 18, α =10 

α α³ 
1 1 
2 8 
3 27 
4 64 
5 125 
6 216 
7 343 
8 512 
9 729 

10 1000 
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Μια αξιοσημείωτη  
ιδιότητα  
των πολυωνυμικών  
καμπυλών 

 
 

      Πατήλας Χρήστος 
      Μαθηματικός, Τρίκαλα 

 

 
 

υμβαίνει συχνά για την γραφική εξήγηση ενός θέματος ή την επίλυση κά-
ποιας άσκησης που αφορά πολυωνυμικές πραγματικές συναρτήσεις να 
κάνουμε κάποια πρόχειρη γραφική παράσταση αυτής και να μην το "πολυ-

ψάχνουμε" αν αυτή μπορεί να είναι από αυστηρά μαθηματική σκοπιά έτσι ό-
πως την σχεδιάσαμε. 
 

Πιο συγκεκριμένα αν έχουμε την πολυωνυμική συνάρτηση:  
 

φ(x) = ανxν + αν – 1xν – 1 + ….. + α1x + α0 με α0 ,α1,…..αν∈R, αν 0≠  στο R 
  

με ν (ν∈N, ν > 1) ακριβώς ρίζες τις:  
 

ρ1, ρ2, …, ρν – 1, ρν και ισχύει: ρ1 < ρ2 < … < ρν – 1 < ρν  
 

τότε η γραφική παράσταση που βρίσκεται μεταξύ των δυο πρώτων ρι-
ζών της ρ1 και ρ2 καθώς και μεταξύ των δύο τελευταίων ριζών της ρν – 1 
και ρν πάντα η πρώτη "γέρνει" προς τα αριστερά και η δεύτερη προς τα 
δεξιά. Αν δανειστούμε τον όρο απ’ την στατιστική η πρώτη έχει συντελε-
στή λοξότητας θετικό και η δεύτερη αρνητικό. 

 

ñ1

ñ2

ñí-1

ñí

x2
x1

 
Δηλαδή η μοναδική ρίζα x1 της παραγώγου της φ(x) η οποία αποτελεί και ση-
μείο τοπικού ακροτάτου αυτής που υπάρχει στο διάστημα [ ]1 2ρ , ρ  είναι μικρό-

Σ 
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τερη απ’ το 1 2ρ ρ
2
+  ,δηλαδή βρίσκεται αριστερά του μέσου του διαστήματος 

[ ]1 2ρ , ρ  και η επίσης μοναδική ρίζα x2 της παραγώγου της φ(x) η οποία αποτε-

λεί και σημείο τοπικού ακροτάτου αυτής που ανήκει στο διάστημα [ ]ν 1 νρ , ρ−  

είναι μεγαλύτερη απ’ το ν 1 νρ ρ
2

− +  δηλαδή βρίσκεται δεξιά του μέσου του δια-

στήματος [ ]ν 1 νρ , ρ− . 

Η ύπαρξη της ρίζας x1 της παραγώγου της φ(x) στο διάστημα [ ]1 2ρ , ρ  εξασφα-
λίζεται από το Θεώρημα του Rolle, η μοναδικότητα από το γεγονός ότι η φ΄(x) 
είναι πολυώνυμο ν – 1 βαθμού και η αλλαγή του προσήμου της φ΄(x) επειδή η 
ρίζα της είναι πολλαπλότητας ένα.  
 
Απόδειξη 
 

Η φ(x) γίνεται: φ(x) = αν(x – ρ1)(x – ρ2)(x – ρ3)…..(x – ρν – 1)(x – ρν), x∈R  και  
 

φ΄(x) = αν(x – ρ2)(x – ρ3) … (x – ρν) + αν(x – ρ1)(x – ρ3)…(x – ρν) + …  
  + αν(x – ρ1)(x – ρ2) … (x – ρν – 1) =  

=  αν(x – ρ1)(x – ρ2)(x – ρ3) ... (x – ρν–1)(x – ρν)
1 2 ν 1 ν

1 1 1 1...
x ρ x ρ x ρ x ρ−

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
.  

 

Αλλά φ΄(x1) = 0  ⇔   φ(x1) 
1 2 ν 1 ν

1 1 1 1...
x ρ x ρ x ρ x ρ−

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦
 = 0   ⇔  

1 1 1 2 1 3 1 ν 1 1 ν 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1.... 0 0
x ρ x ρ x ρ x ρ x ρ x ρ x ρ−

⎛ ⎞+ = − + + + > ⇔ + >⎜ ⎟− − − − − − −⎝ ⎠
 

 
1 2 1 1 1 2

1 1 2 1
1 1 1 2

x ρ x ρ ρ ρ0 2x (ρ ρ ) 0 x
(x ρ )(x ρ ) 2

− + − +
⇔ > ⇔ − + < ⇔ <

− −
. 

Αν εργαστούμε ομοίως βρίσκουμε ότι ν 1 ν
2

ρ ρx
2

− +> . 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  
 Αν το πολυώνυμο έχει ρίζες ρ1, ρ2, ... πολλαπλότητας μ, ν, ... αντίστοιχα 

δηλ. μ ν
ν 1 2φ(x) α (x ρ ) (x ρ ) ...= − −  τότε ανάλογα με την προηγούμενη από-

δειξη αποδεικνύεται ότι 1 2
1

μρ νρx
μ ν
+

<
+

 (σταθμικός μέσος)…. 

 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση στην οποία τα διαστήματα: 

1 2 2 3 ν 1 νρ , ρ , ρ , ρ , ..., ρ , ρ−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ είναι ίσου πλάτους c. 
 



108 ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ   τ. 4ο 

Τότε όπως θα αποδειχθεί παρακάτω,  
 

• αν ο ν είναι περιττός τότε τα δημιουργούμενα ν – 1 καμπύλα τμήματα 
άνω και κάτω του x΄x έχουν την ιδιότητα τα μισά που βρίσκονται αριστε-
ρά της μεσαίας ρίζας να "γέρνουν" όλα προς τα αριστερά ενώ τα υπό-
λοιπα μισά που βρίσκονται δεξιά αυτής να "γέρνουν" όλα προς τα δεξιά. 

 

• Αν ο ν είναι άρτιος τότε τα δημιουργούμενα ν – 1 καμπύλα τμήματα άνω 
και κάτω του x΄x έχουν την ιδιότητα το μεσαίο να είναι συμμετρικό ως 
προς την ευθεία που είναι κάθετη στο μέσο του διαστήματος ⎡ ⎤⎣ ⎦1 νρ ,ρ , 
ενώ τα εξ αριστερών αυτού να "γέρνουν" όλα προς τα αριστερά και τα εκ 
δεξιών αυτού να "γέρνουν" όλα προς τα δεξιά. 

 
Απόδειξη: 

-êc -2c -c 0 c 2c… … êcx0

ö (x) = (x + 3)(x + 2)(x + 1)x x – 3)1 (x – 1)(x – 2)(

–2

–200

100

–100

200

–3 0 2 3–1 1

 
 
 

 Η φ(x) = αν(x – ρ1)(x – ρ2)(x – ρ3)...(x – ρν – 1)(x – ρν), x∈R, με ν = 2κ + 1, 

κ∈N (περιττές στο πλήθος οι ρίζες) με τον μετασχηματισμό ν 1ρ ρx x
2
+

→ +  

γίνεται:  



 ΜΙΑ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΗ ΙΔΙΟΤΗΤΑ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 109 

φ1(x) = αν(x – κc)[x – (κ – 1)c] ... (x – 2c)(x – c)x(x + c)(x + 2c) ...  
              ... [x + (κ – 1)c](x + κc)  

(Γραφικά έχουμε μια οριζόντια μετατόπιση της Cφ αριστερά κατά ν 1ρ ρ
2
+ ) και 

για x vc, v κ, ..., 1, 0, 1, ..., k≠ = − −  έχουμε: 
  

φ1΄(x) = φ1(x) 1 1 1 1 1 1 1... ...
x κc x 2c x c x x c x 2c x κc
⎡ ⎤+ + + + + + + +⎢ ⎥− − − + + +⎣ ⎦

   (1) 

 
Για το 0x (0, c)∈  που εξασφαλίζεται απ’ το Θ. Rolle με την ιδιότητα φ1΄(x0) = 0 
ισχύει λόγω της (1): 

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1... ..... 0
x κc x 2c x c x x c x 2c x κc

+ + + + + + + + = ⇔
− − − + + +

 

 
 

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1....
x c x x 2c x c x κc x (κ 1)c x κc

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + = − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + − + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

0

0
0 0 0 0 0 0

( )

12x c 0
1 1 1(x κc) ...

(x c)x (x 2c)(x c) (x κc)(x (κ 1)c)
−

−
− = >

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥− − + − + −⎣ ⎦

,

0
cx
2

> . 

Ομοίως αποδεικνύεται ότι για το ( )0x (λ 1)c, λc∈ − για λ = 2, 3, …, κ ισχύει 

0
(2λ 1)cx

2
−

> , δηλαδή το εκάστοτε x0 βρίσκεται πάντοτε δεξιότερα του μέσου 

κάθε διαστήματος (0, c), (c, 2c), …, ((κ – 1)c, κc). 
 

Η φ(x) μετά τον μετασχηματισμό είναι περιττή συνάρτηση οπότε λόγω συμμε-
τρίας ως προς το 0(0, 0) τα αντίστοιχα x0 των διαστημάτων (–κc, –(κ – 1)c), 
…(–2c, –c),(–c, 0) βρίσκονται αριστερότερα του αντίστοιχου μέσου. Κατ’ αντι-
στοιχία τα ίδια ισχύουν και για την αρχική συνάρτηση φ(x) . 
  
• Η φ(x) = αν(x – ρ1)(x – ρ2)(x – ρ3)...(x – ρν – 1)(x – ρν), x∈R, με ν = 2κ, κ∈N, 

(άρτιες στο πλήθος οι ρίζες) με τον μετασχηματισμό ν 1ρ ρx x
2
+

→ +  γίνεται: 

  
φ1(x) = αν[x – (2κ – 1)c/2][x – (2κ – 3)c/2] ... (x – 3c/2)(x – c/2)(x + c/2)(x + 3c/2) ... 
             ... [x +(2κ – 3)c/2] (x + (2κ – 1)c/2)  
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και για vcx , v 2κ 1, ..., 3, 1,1, 3, ..., 2κ 1
2

≠ = − − − − +  έχουμε:  

φ1΄(x) = φ1(x)
( )

1 1 1 1 1 1... ...
3c c c 3c (2κ 1)c2κ 1 c x x x x xx 2 2 2 2 22

⎡ ⎤+ + + + + + +⎢ ⎥−− − − + + +⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2) 

 

�� -(2ê-3)c/2-(2ê-1)c/2 … -3c/2 -c/2 c/2 3c/2 … (2ê-3)c/2 (2ê-1)c/2x0

 
 

Για το 0
c cx ,
2 2

⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 που εξασφαλίζεται απ’ το Θ. Rolle με την ιδιότητα  

φ1΄(x0) = 0 ισχύει λόγω της (2)  
 

ö (x) = (x + 3)(x + 2)(x + 1) x – 3)1 (x – 1)(x – 2)(

321–3 –2 –1 0

–20

80

60

40

20

 
 

0

0 0 0 0 0 0

1 1 12x ... 0
(2κ 1)c (2κ 1)c 3c 3c c cx x x x x x

2 2 2 2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + = ⇔

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− + − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
x0 = 0 



 ΜΙΑ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΗ ΙΔΙΟΤΗΤΑ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 111 

Για το 0
c 3cx ,
2 2

⎛ ⎞∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 που εξασφαλίζεται απ’ το Θ.Rolle με την ιδιότητα φ1΄(x0) = 0 

ισχύει: 

( )
0 0 0 0 00

1 1 1 1 1 1..... ..... 0
3c c c 3c (2κ 1)c2κ 1 c x x x x xx
2 2 2 2 22

+ + + + + + + = ⇔
−− − − + + +−

 

  

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1...
3c c 5c c (2κ 1)c (2κ 5)cx x x x x x
2 2 2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − + − +
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
0 0

1 1
(2κ 3)c (2κ 1)cx x

2 2

= − −
− −

+ +
0(2x 2c)− ⋅ 

⋅

0 0 0 0 0 0

( )

1 1 1...
3c c 5c c (2κ 1)c (2κ 5)cx x x x x x
2 2 2 2 2 2

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + =

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟− − − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

= 
0 0

( )

1 1
(2κ 3)c (2κ 1)cx x

2 2
−

− −
− −

+ +
    0 02x 2c 0 x c⇔ − > ⇔ > . 

Ομοίως αποδεικνύεται ότι για το:  

0
λc (λ 2)cx ,
2 2

+⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 για λ = 3, ..., 2κ – 3, κ = 3, 4, .... ισχύει 0
(λ 1)cx

2
+

> ,  

δηλαδή το εκάστοτε x0 βρίσκεται πάντοτε δεξιότερα του μέσου κάθε διαστήμα-

τος: 
( ) ( )c 3c 3c 5c κ 1 c 2κ 1 c, , , , ..., ,

2 2 2 2 2 2
⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

Η φ(x) μετά τον μετασχηματισμό είναι άρτια συνάρτηση οπότε λόγω συμμετρί-
ας ως προς τον ψ΄ψ τα αντίστοιχα x0 των διαστημάτων: 

( ) ( )3c c 5c 3c 2κ 1 c κ 1 c, , , , ..., ,
2 2 2 2 2 2

⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 βρίσκονται αριστερότερα 

του αντίστοιχου μέσου. Κατ’ αντιστοιχία τα ίδια ισχύουν και για την αρχική συ-
νάρτηση φ(x) . 
 
 
Το έναυσμα για την προσέγγιση του άνω θέματος δόθηκε από πρόβλημα που υ-
πάρχει για τριτοβάθμιο πολυώνυμο στο βιβλίο του Ανδρέα Γ. Αθανασιάδη Μαθη-
ματικές Ολυμπιάδες. 
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Κέντρα Συμμετρίας Καμπύλης 
 

(2o μέρος) 
 

          Ιωσηφίδης Γιώργος 
           Μαθηματικός, Βέροια 

 
 

το 2ο τεύχος του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ (Οκτώβριος 2003, σελ. 82–90) δώσαμε 
προτάσεις με τις οποίες μπορούμε να βρούμε τα κέντρα συμμετρίας (Κ.Σ) 
της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης ή να αποδείξουμε ότι δεν υ-

πάρχουν τέτοια. Συνεχίζουμε στο παρόν τεύχος τη θεωρία αυτή με νέες προ-
τάσεις και δίνουμε τρόπους κατασκευής συναρτήσεων με Κ.Σ. 
 

Για απλούστευση των συμβολισμών και των εκφράσεων θα λέμε (όπου αυ-
τό βοηθά) ότι η συνάρτηση ƒ έχει Κ.Σ αντί του ακριβούς ότι η cƒ έχει Κ.Σ. 
 
Επίσης η βασική Πρόταση 1: 

Έστω η συνάρτηση:  ƒ: Α→R. Για να είναι το σημείο ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
λ μΚ ,
2 2

 Κ.Σ 

της cƒ πρέπει και αρκεί: 
i) λ – x∈Α, για κάθε x∈Α   και   
ii) ƒ(x) + ƒ(λ – x) = μ, για κάθε x∈Α 

 
μπορεί να αντικατασταθεί από την ισοδύναμή της: 
 

Έστω η συνάρτηση: ƒ: Α→R. Για να είναι το σημείο Κ(x0, ψ0) Κ.Σ 
της cƒ πρέπει και αρκεί: 
i)   2x0 – x∈Α, για κάθε x∈Α  και   
ii)  ƒ(x) + ƒ(2x0 – x) = 2ψ0, για κάθε x∈Α 

  
και έτσι θα την χρησιμοποιήσουμε όπου αυτό βοηθά. 
 
Πρόταση 7: 

Έστω η συνάρτηση ƒ: Α→R. Αν το (0, 0) είναι Κ.Σ της cƒ  τότε η cg 
όπου: 
α) g(x) = ƒ(x) + α έχει Κ.Σ το (0, α) 
β) g(x) = ƒ(x – α) έχει Κ.Σ το (α, 0) 
γ) g(x) = ƒ(x – α) + β έχει Κ.Σ το (α, β) 

 

Σ 
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Αντίστροφα: 
Αν η cƒ έχει Κ.Σ το (α, β) τότε η cg όπου g(x) = ƒ(x + α) – β έχει Κ.Σ 
το (0, 0). 

 

Απόδειξη: 
Επειδή το (0, 0) είναι Κ.Σ της cƒ, για κάθε x∈Α ισχύουν: 
i)  –x∈Α  και  ii) ƒ(–x) = ƒ(x)   (1) 

 

α)  Η cg είναι κατακόρυφη μετατόπιση της cƒ κατά α μονάδες, επομένως και το 
Κ.Σ της cƒ μετατοπίζεται κατακόρυφα κατά α μονάδες, άρα είναι το (0, α). 

 

Μια αναλυτική απόδειξη είναι η εξής: 
Πεδίο ορισμού της g είναι το πάλι το Α, επομένως η συνθήκη (i) της βασι-
κής πρότασης ισχύει.  
Ακόμη: g(–x) + g(x) = ƒ(–x) + α + ƒ(x) + α = –ƒ(x) + α + ƒ(x) + α = 2α,  
άρα σύμφωνα με την Πρόταση 1, το (0, α) είναι Κ.Σ της cg. 

 
β) Η cg είναι οριζόντια μετατόπιση της cƒ κατά α μονάδες, άρα και το Κ.Σ της cƒ 

μετατοπίζεται κατά α μονάδες οριζόντια, επομένως είναι το (α, 0). 
 
Αναλυτικά: 

Το πεδίο ορισμού Α΄ της g αποτελείται από εκείνα τα x για τα οποία:  
x – α∈Α, άρα x – α = κ∈Α δηλ. Α΄ = {x = κ + α / κ∈Α}. 

 

Για να αποδείξουμε ότι η cg έχει Κ.Σ  το (α, 0) πρέπει να αποδείξουμε ότι: 
 

β1)   για κάθε x∈Α΄⇒  2α – x∈Α΄  και    β2)   g(x) + g(2α – x) = 0 
 

Πράγματι, x∈Α΄⇒   x = κ + α⏐κ∈Α, άρα: 2α – x = 2α – (κ + α) =  –κ + α∈Α΄ 
αφού  – κ∈Α λόγω της (1).  

 

Επίσης: 

  g(x) + g(2α – x) = ƒ(x – α) + ƒ(2α – x – α) = ƒ(x – α) + ƒ(α – x) 
(1)
=   

         = ƒ(x – α) – ƒ(x – α) = 0,  
 

άρα το (α, 0) είναι Κ.Σ της cg. 
 
γ) Η cg  είναι μετατόπιση της cƒ κατά α μονάδες οριζόντια και κατά β μονάδες 

κατακόρυφα. Άρα και το Κ.Σ της cƒ μετατοπίζεται με τον ίδιο τρόπο.  
Επομένως το Κ.Σ της cg είναι το (α, β). 

 
Αναλυτικά: 

Το πεδίο ορισμού της g αποτελείται από εκείνα τα x για τα οποία:  
x + α = κ∈Α, άρα x = κ – α / κ∈Α. 
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Επίσης:  
g(x) + g(2α – x) = ƒ(x – α) + β + ƒ(2α – x – α) + β =  

   = ƒ(x – α) + ƒ(α – x) + 2β
(1)
= 2β,  

 

άρα σύμφωνα με την Πρόταση 1, το (α, β) είναι κέντρο συμμετρίας της cg. 
 
Αντίστροφα: 

Πρέπει να αποδείξουμε ότι: 
 

α1)   για κάθε x∈Α ⇒  –x∈Α   και   α2)   g(–x) + g(x) = 0 
 

Πράγματι: 
x∈Α΄⇒   x = κ – α⏐κ∈Α ⇒  –x = α – κ = (2α – κ) – α = κ΄ – α∈Α΄  

αφού 2α – κ∈Α, δηλ. ισχύει η (α1). 
 

Ισχύει: ƒ(x) + ƒ(2α – x) = 2β και θέτοντας όπου x το x + α:  
 

ƒ(x + α) + ƒ(α – x) = 2β     (2),  
άρα:  

g(–x) + g(x) = ƒ(α – x) – β + ƒ(x + α) – β
(2)
= 0,  

 

άρα το (0, 0) είναι Κ.Σ της cg. 
 
Πόρισμα: 

Έστω η συνάρτηση: ƒ: Α→R. Αν Κ(x0, ψ0) είναι Κ.Σ της cƒ τότε η 
cg έχει Κ.Σ  
α)  το (x0, ψ0 + α) αν g(x) = ƒ(x) + α 
β)  το (x0 + α, ψ0) αν g(x) = ƒ(x – α) 
γ)  το (x0 + α, ψ0 + β) αν g(x) = ƒ(x – α) + β 

 
Απόδειξη: 
 

Θέτουμε h(x) = ƒ(x + x0) – ψ0  ⇒  ƒ(x + x0) = h(x) + ψ0  ⇒  ƒ(x) = h(x – x0) + ψ0 
 

Επειδή η cƒ έχει Κ.Σ το (x0, ψ0), η ch έχει Κ.Σ το (x0, ψ0), άρα 
 

α) η g(x) = ƒ(x) + α = h(x – x0) + ψ0 + α έχει Κ.Σ το (0,0),  
 

β) η g(x) = ƒ(x – α) = h(x – x0) + ψ0 έχει Κ.Σ το (x0 + α, ψ0) 
 

γ) η g(x) = ƒ(x – α) + β = h(x – x0 – α) + ψ0 + β έχει Κ.Σ το (x0 + α, ψ0 + β) 
 

 

Γεωμετρικά, η cg όπου g(x) = ƒ(x – α) + β προκύπτει με μετατόπιση της cƒ 
κατά α μονάδες οριζόντια και κατά β μονάδες κατακόρυφα, οπότε και το 
Κ.Σ της cƒ δηλ, το (x0, ψ0) μετατοπίζεται με τον ίδιο τρόπο.  
Άρα το νέο Κ.Σ είναι το (x0 + α, ψ0 + β). 
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Πρόταση 8: 
Έστω οι συναρτήσεις: ƒ: Α1→R  και  g: Α2→R,  με  A1 ∩ Α2 ≠ ∅ και 
έστω ότι οι cƒ και cg έχουν κοινό κέντρο συμμετρίας το (x0, ψ0). Τό-
τε: 
 

α) η ch όπου h(x) = ρ⋅ƒ(x), ρ∈R*, έχει Κ.Σ το (x0, ρ⋅ψ0).  
Ειδικά για ρ =  –1 η h(x) =  –ƒ(x) έχει Κ.Σ το (x0, –ψ0). 

 

β) η ch όπου h(x) = ƒ(x) + g(x) έχει Κ.Σ το (x0, 2ψ0) 
 

γ) η ch όπου h(x) = ƒ(x) – g(x) έχει Κ.Σ το (x0, 0). 
 
Απόδειξη: 

Επειδή η cƒ έχει Κ.Σ το (x0, ψ0), για κάθε x∈Α1 θα είναι:  
 

2x0∈Α1 και ƒ(x) + ƒ(2x0 – x) = 2ψ0.  Άρα: 
 

α) h(x) + h(2x0 – x) = ρ⋅ƒ(x) + ρ⋅ƒ(2x0 – x) = ρ[ƒ(x) + ƒ(2x0 – x)] = ρ⋅2ψ0,  
επομένως το (x0, ρ⋅ψ0) είναι Κ.Σ της ch. 

 

β) Το πεδίο ορισμού της h είναι το Α = 1 2A A∩ ≠ ∅  και για κάθε x 1 2A A∈ ∩  
ισχύει 2x0 – x∈Α.  

 Ακόμη,  
h(x) + h(2x0 – x) = ƒ(x) +  g(x) + ƒ(2x0 – x) + g(2x0 – x) = 2ψ0 + 2ψ0 = 2⋅2ψ0, 
άρα το (x0, 2ψ0) είναι Κ.Σ της ch. 

 

γ) h(x) + h(2x0 – x) = ƒ(x) – g(x) + ƒ(2x0 – x) – g(2x0 – x) =  
   = ƒ(x) + ƒ(2x0 – x) – [g(x) + g(2x0 – x)] = 2ψ0 – 2ψ0 = 0,  

άρα το (x0, 0) είναι Κ.Σ της ch. 
 
Πόρισμα: 

Έστω οι συναρτήσεις : ƒ: Α1→R  και  g: Α2→R, με A1 ∩ Α2 ≠ ∅, και 
έστω ότι οι cƒ και cg έχουν κοινό κέντρο συμμετρίας το (0, 0). Τότε 
οι συναρτήσεις h1, h2, h3 με h1(x) = ρ⋅ƒ(x),  ρ∈R*,  h2(x) = ƒ(x) + g(x)  
και h3(x) = ƒ(x) – g(x)  έχουν Κ.Σ το (0, 0). 

 
Με τη βοήθεια των παραπάνω προτάσεων 7 και 8 από συναρτήσεις που έχουν 
γνωστά Κ.Σ μπορούμε να κατασκευάσουμε άπειρες συναρτήσεις που να έχουν 
Κ.Σ γνωστά εκ των προτέρων.  
 

Έτσι π.χ. επειδή οι περιττές συναρτήσεις έχουν ως Κ.Σ το (0, 0), μπορούμε να 
κατασκευάσουμε με αυτές να κατασκευάσουμε νέες συναρτήσεις όπως δεί-
χνουμε στα επόμενα παραδείγματα.  
 

1) Η ƒ(x) = x3 είναι περιττή, άρα έχει Κ.Σ το σημείο (0, 0). Επομένως: 
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α) η g1(x) = 2ƒ(x) = 2x3 έχει επίσης Κ.Σ το (0, 0) 
 

β) η g2(x) =  g1(x) + 3 = 2x3 + 3 έχει Κ.Σ το σημείο (0, 3). 
 

γ) η g3(x) = ƒ(x – 1) = (x – 1)3 =   – 1 έχει Κ.Σ το (1, 0) 
 

δ) η g4(x) = g3(x) + 3 =  x3 – 3x2 + 3x + 2 έχει Κ.Σ το (1, 3) 
 

2) Με τη βοήθεια των ƒ(x) = x  και  g(x) = ημx, x∈R,  που έχουν κοινό Κ.Σ το 
(0, 0) μπορούμε να κατασκευάσουμε τις: 
α) h1(x) = 2ƒ(x) + 3g(x) = 2x + 3ημx που έχει ως Κ.Σ επίσης το (0, 0). 

β) h2(x) = h1
πx
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ 2  = 2 πx
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ 3ημ πx
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ 2 = 2x + 3συνx + π + 2 

που έχει Κ.Σ το σημείο π , 2
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
 

Μπορούμε αντίστροφα να βρούμε τα Κ.Σ μιας συνάρτησης ƒ αν τη φέρουμε 
στη μορφή ƒ(x) = g(x – α) + β, όπου g περιττή συνάρτηση, δηλ. η g έχει Κ.Σ το 
(0, 0), οπότε η ƒ έχει Κ.Σ το (α, β). 
 

Π.χ για τη συνάρτηση ƒ(x) = 2x 3
x 1
+
−

 (άσκ. 3 του 2ου τεύχους) μπορούμε να 

γράψουμε:  ƒ(x) – 2 = 2x 3 2x 3 2x 2 12
x 1 x 1 x 1
+ + − +

− = =
− − −

 ή ƒ(x) = g(x – 1) + 2 

όπου g η περιττή συνάρτηση με g(x) = 1
x

.  

Επομένως η g έχει Κ.Σ το σημείο (1, 2) όπως βρήκαμε και προηγουμένως. 
 
Πρόταση 9: 

Έστω η συνάρτηση ƒ: Α→R και έστω ότι η cƒ έχει δύο διαφορετι-
κά Κ.Σ Κ(x1, ψ1) και Λ(x2, ψ2). Τότε: 
 

α) Τα δύο κέντρα δεν μπορούν να βρίσκονται στην ίδια κατακό-
ρυφη, δηλ.  x1 ≠ x2. 

 

β) Το πεδίο ορισμού της ƒ δεν είναι ούτε άνω φραγμένο ούτε κά-
τω φραγμένο, δηλαδή για κάθε Μ, m∈R υπάρχουν x1, x2∈Α με 
x1 > Μ και x2 < m. 

 

Απόδειξη: 
 

α) Έστω x1 = x2 και ψ1 ≠ ψ2 

Για κάθε x∈Α ισχύουν: 
1 2x x

1 1
1 2

2 2

ƒ(x) ƒ(2x x) 2ψ
ψ ψ

ƒ(x) ƒ(2x x) 2ψ

=+ − = ⎫
⇒ =⎬+ − = ⎭

, άτοπο. 

Άρα είναι x1 ≠ x2 
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β) Έστω λοιπόν x1 ≠ x2 π.χ  x1 < x2. Ονομάζουμε δ = x2 – x1.  
Έστω ακόμη x0∈Α. Επειδή το (x1, ψ1) είναι Κ.Σ της cƒ θα ισχύει:  

 

2x1 – x0∈Α.  
 

Επειδή το (x2, ψ2) είναι επίσης Κ.Σ της cƒ θα ισχύει:  
 

2x2 – (2x1 – x0)∈Α ή 2δ + x0∈Α. 
 

Θα αποδείξουμε επαγωγικά ότι για κάθε ν∈N* το 2νδ + x0∈Α. 
 

• Για ν = 1 η πρόταση ισχύει όπως αποδείξαμε. 
 

• Έστω ότι η πρόταση ισχύει για ν = κ, δηλ. 2κδ + x0∈Α. 
 

• Θα αποδείξουμε ότι η πρόταση ισχύει και για ν = κ + 1 δηλαδή:  
 

2(κ + 1)δ + x0∈Α. 
 

Πράγματι: 2κδ + x0∈Α ⇒ 2x1 – (2κδ + x0) = 2x1 – 2κδ – x0∈Α ⇒  
 

⇒ 2x2 – (2x1 – 2κδ – x0) = 2(x2 – x1) + 2κδ + x0 = 2(κ + 1)δ + x0∈Α 
 

δηλαδή η πρόταση ισχύει και για ν = κ + 1 άρα ισχύει για κάθε ν∈N*. 
 

Αποδείξαμε λοιπόν ότι 2νδ + x0∈Α για κάθε ν∈N*. 
 

Έστω τώρα ότι το Α είναι φραγμένο άνω. 
  

Τότε ∃Μ∈R: x ≤  Μ για κάθε x∈Α, άρα και για το 2νδ + x0 θα είναι: 

2νδ + x0≤ Μ για κάθε ν∈N* ⇔  0Μ χν
2δ
−

≤  άτοπο,  

αφού για κάθε πραγματικό αριθμό υπάρχει φυσικός μεγαλύτερός του.  
Έτσι το Α δεν είναι άνω φραγμένο. 

 
Για να αποδείξουμε ότι το Α δεν είναι κάτω φραγμένο, ξεκινούμε από το 
x0∈Α     ⇒   2x2 – x0∈Α   ⇒   2x1 – (2x2 – x0)∈Α ⇒  – 2δ + x0∈Α  

 

και επαγωγικά πάλι καταλήγουμε ότι –2νδ + x0∈Α για κάθε ν∈N* που οδη-
γεί επίσης σε άτοπο. Έτσι το Α δεν είναι ούτε κάτω φραγμένο. 

 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει η εξής:  
 
Πρόταση 10: 

Μια συνάρτηση ƒ με πεδίο ορισμού:  
α)  το διάστημα (α, β) για να έχει περισσότερα του ενός Κ.Σ θα 

πρέπει: α = −∞ και β = +∞  
β) το διάστημα [α, β] δεν μπορεί να έχει περισσότερα του ενός 

Κ.Σ. 
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γ)  Με πεδίο ορισμού την ένωση {α1, β1}∪ {α2, β2}∪ …∪ {αν, βν} 
όπου με το σύμβολο {α, β} νοείται οποιοδήποτε διάστημα με 
άκρα τα α και β και α1 < β1 < α2 < β2 < … < αν < βν για να έχει 
περισσότερα του ενός Κ.Σ πρέπει α1 = −∞  και βν = +∞  

 
Έτσι π.χ.  
 

α) η ƒ(x) = ημx με x∈[–2π, 2π] δεν μπορεί να έχει περισσότερα του ενός Κ.Σ. 
 

β) η g(x) = 22x x−  με πεδίο ορισμού το Α = [0, 2] δεν μπορεί να έχει περισ-
σότερα του ενός Κ.Σ. 

γ) η h(x) = ex – e –x με x∈(0, +∞ ) δεν μπορεί να έχει περισσότερα του ενός Κ.Σ 
 
Πρόταση 11: 

Αν μια συνάρτηση  ƒ:Α→R  έχει Κ.Σ το (x0, ψ0) και x0∈Α τότε το 
(x0, ψ0)∈cƒ. 
Ειδικότερα, αν μια πολυωνυμική συνάρτηση ƒ:R→R έχει Κ.Σ τότε 
το Κ.Σ ανήκει στη cƒ. (Υπενθυμίζουμε ότι η πολυωνυμική συνάρ-
τηση πρέπει να είναι περιττού βαθμού). 

 
Απόδειξη: 

Επειδή το (x0, ψ0) είναι Κ.Σ της cƒ θα είναι: ƒ(x) + ƒ(2x0 – x) = 2ψ0 για κάθε 
x∈Α. Θέτοντας όπου x = x0 βρίσκουμε: ƒ(x0) + ƒ(x0) = 2ψ0 άρα ƒ(x0) = ψ0 
που σημαίνει ότι το σημείο (x0,ψ0)∈cƒ. 

 
Πρόταση 12: 

Μια πολυωνυμική συνάρτηση ƒ:R→R  βαθμού ν ≥ 2 έχει το πολύ 
ένα Κ.Σ. 

 
Απόδειξη: 

Θα κάνουμε την απόδειξη μόνο για πολυωνυμική συνάρτηση περιττού 
βαθμού αφού οι πολυωνυμικές συναρτήσεις άρτιου βαθμού δεν έχουν Κ.Σ.  

 

Έστω λοιπόν ƒ(x) = ανxν + αν – 1xν – 1 + … + α1x + α0 όπου ν ≥ 3 μια πολυω-
νυμική συνάρτηση και Κ(x1, ψ1), Λ(x2, ψ2) δύο Κ.Σ της cƒ.  
Θα ισχύουν:  

 

ƒ(x) + ƒ(2x1 – x) = 2ψ1   (1)   και  
 

ƒ(x) + ƒ(2x2 – x) = 2ψ2    (2) 
 

Η (1) ⇔ ανxν + αν – 1xν – 1 + … + α1x + α0 + αν(2x1 – x)ν +  
    + αν – 1(2x1 – x)ν – 1 + … + α1(2x1 – x) + α0 = 2ψ1 
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Ο συντελεστής του xν – 1 στην τελευταία ισότητα είναι:  
 

αν – 1 – 2νx1αν + αν – 1 = 2αν – 1 – 2νx1αν  
 

(αν – 1 από τον όρο αν – 1xν – 1,  – 2νx1αν από τον όρο αν(2x1 – x)ν και αν – 1 από 
τον όρο αν – 1(2x1 – x)ν – 1).  

 

Άρα πρέπει 2αν – 1 – 2νx1αν = 0 ⇒ αν – 1 – νx1αν = 0    (3) 
 

Από την (2) με όμοιο τρόπο βρίσκουμε: αν – 1 – νx2αν = 0   (4) 
 

Από τις (3) και (4) προκύπτει x1 = x2 οπότε και ψ1 = ψ2 άρα το Κ.Σ όταν υ-
πάρχει είναι μοναδικό. 

 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ: 
Για την πολυωνυμική συνάρτηση ƒ(x) = αx + β, α ≠ 0 του 1ου βαθμού αποδεί-
ξαμε (ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ τεύχος 2, σελ. 84) ότι υπάρχουν άπειρα Κ.Σ. 
 
Πρόταση 13: 

Αν μια συνάρτηση ƒ:(α, β)→R έχει Κ.Σ το (x0, ψ0) τότε 0
α +βx =

2
 

και ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠0
α +βψ ƒ

2
. Το ίδιο ισχύει αν  ƒ : [α, β]→R, ενώ αν το πεδίο 

ορισμού της ƒ είναι το [α, β) ή το (α, β] τότε η ƒ δεν έχει Κ.Σ. 
 
Απόδειξη: 

Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της συνάρτησης g(x) = 2x0 – x με πεδίο ορι-
σμού το (α, β). Αυτό είναι το (2x0 – β, 2x0 – α).  
Όταν το x παίρνει όλες τις τιμές του (α, β) πρέπει και η g(x) = 2x0 – x να 
παίρνει όλες τις τιμές του (α, β).  

Πρέπει λοιπόν 2x0 – β = α και 2x0 – α = β από τις οποίες προκύπτει 0
α βx

2
+

= . 

Από τη σχέση: ƒ(x) + ƒ(2x0 – x) = 2ψ0, θέτοντας όπου 0
α βx

2
+

=  και  

x = α β
2
+  βρίσκουμε ψ0 = α βƒ

2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Όμοια γίνεται η απόδειξη όταν το πεδίο ορισμού της ƒ είναι το [α, β] 
 

Όταν x∈[α, β) τότε το σύνολο τιμών είναι το (2x0 – β,  2x0 + α] που δεν 
μπορεί να ταυτίζεται με το [α, β). Άρα στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει 
Κ.Σ.  
Το ίδιο και όταν το πεδίο ορισμού είναι το (α, β]. 

 

Από την πρόταση αυτή προκύπτει η εξής:  
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Πρόταση 14: 
Αν η ƒ: Α→R όπου Α = (α, β) ή Α = [α, β] έχει Κ.Σ τότε:  

ƒ(α) + ƒ(β) = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
α +β2ƒ

2
     (1) 

Απόδειξη: 

Επειδή η ƒ έχει Κ.Σ, αυτό θα είναι το α β α β, ƒ
2 2

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

.  

Άρα για κάθε x∈Α θα ισχύει: ƒ(x) + ƒ(α + β – x) =  α β2ƒ
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Για x = α παίρνουμε: ƒ(α) + ƒ(β) = α β2ƒ
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Παρατήρηση: 
Το αντίστροφο της πρότασης αυτής δεν ισχύει. Αν δηλαδή ισχύει η (1), αυτό δε 
σημαίνει ότι η ƒ έχει Κ.Σ. 
 

Π.χ. για τη συνάρτηση ƒ:(0, 2)→R με ƒ(x) = x(x – 1)2(x – 2) ισχύει η (1), όμως 
το σημείο (1, 0) δεν είναι Κ.Σ της ƒ αφού η σχέση: ƒ(x) + ƒ(2 – x) = 0 δεν ισχύει 

π.χ. για x = 1
2

. 

 

Η πρόταση αυτή μαζί με την παρατήρηση μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να 
διαπιστώσουμε ότι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το διάστημα (α, β) ή το  
[α, β] έχει ή δεν έχει Κ.Σ.  
 

Έτσι για τη συνάρτηση ƒ:(1, 3)→R με ƒ(x) = x3 – x το μόνο πιθανό Κ.Σ είναι το 
(2, ƒ(2)) = (2, 6) το οποίο όμως τελικά δεν είναι Κ.Σ,  

αφού η σχέση: ƒ(x) + ƒ(4 – x) = 12 δεν ισχύει για x = 1
2

.  
 

Αντίθετα, η συνάρτηση ƒ:(1, 3) →R με ƒ(x) = (x – 2)3 έχει Κ.Σ το (2, ƒ(2)) = (2, 0) 
αφού η σχέση ƒ(x) + ƒ(4 – x) = 0 ισχύει για κάθε x∈(1, 3) 
 
 

 

   
   

 Ο ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ φιλοδοξεί να ικανοποιήσει όλους τους αναγνώστες του. 
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Συμμετρία  
     και  
     Ολοκληρώματα  

 

       Ιωσηφίδης Λεωνίδας 
               Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ. 

 

 
Υπενθυμίζουμε αρχικά τη βασική πρόταση των Κ.Σ. στην οποία στηρίζεται το 
παρακάτω άρθρο (βλ. ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ τ. 2, σελ. 22). 
 

Έστω συνάρτηση ƒ: Α→R. Για να είναι το σημείο ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
λ μΚ ,
2 2

 Κ.Σ. 

της Cƒ, πρέπει και αρκεί:  
 

i)  λ – x ∈Α, για κάθε x∈Α    
 

ii) ƒ(x) + ƒ(λ – x) = μ, για κάθε x∈Α    
 
Με τη βοήθεια της βασικής αυτής πρότασης θα αποδείξουμε την εξής: 
 

Πρόταση 1 
 

Έστω ƒ μια συνεχής συνάρτηση στο [α, β]. Αν η Cƒ έχει Κ.Σ., τότε: 
 

( ) ( ) ( ) ( )− ⎛ ⎞⎡ ⎤ − ⋅ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫
β

α

β α α+βƒ x dx = ƒ α + ƒ β = β α ƒ
2 2

 

 
Απόδειξη: 

 Επειδή η Cƒ έχει Κ.Σ., αυτό είναι το α β α β, ƒ
2 2

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 Επομένως, σύμφωνα με τη βασική πρόταση, ισχύει: 

ƒ(x) + ƒ(α + β – x) = 2ƒ α β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1) 

  Με ολοκλήρωση των δύο μελών της (1) από α έως β παίρνουμε: 
 

( ) ( )
β β β

α α α

α + βƒ x dx ƒ α + β x dx 2 ƒ dx
2

⎛ ⎞+ − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫   ή 

             Ι1 + Ι2 = 2(β – α) ƒ α β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2) 
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 όπου: ( ) ( )
β β

1 2α α
Ι ƒ x dx και Ι ƒ α + β x dx= = −∫ ∫   

 Με τον μετασχηματισμό u = α + β – x,  du = –dx το Ι2 γίνεται: 
 

( )( ) ( ) ( )
α β β

2 1β α α
Ι ƒ u du ƒ u du ƒ x dx I= − = = =∫ ∫ ∫  

 

 Επομένως η (2) γίνεται: 

2⋅Ι1 = 2(β – α) ƒ α β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

     ή   ( ) ( )
β

α

α + βƒ x dx β α ƒ
2

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

 και επειδή ƒ(α) + ƒ(β) = 2ƒ α β
2
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (βλ. πρόταση 14 άρθρου Γ. Ιωσηφίδη),  

 παίρνουμε τελικά:  

( ) ( ) ( ) ( )
β

α

β α α βƒ x dx ƒ α ƒ β β α ƒ
2 2
− +⎛ ⎞⎡ ⎤= + = − ⋅ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ . 

 
Με τη βοήθεια της πρότασης αυτής μπορούμε να υπολογίσουμε διάφορα ολο-
κληρώματα, όπως δείχνουμε αμέσως: 
 
 
 

   Εφαρμογή 1 

 Να υπολογιστεί το 
π

22
0
ημ xdx∫ . 

 

 
Λύση: 

 Ελέγχουμε αν το σημείο 
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

π π π 1K , ƒ K ,
4 4 4 2

 είναι Κ.Σ. της ƒ(x) = ημ2x 

στο ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

π0,
2

. 

 Είναι: ( ) ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + − = + = = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 2π π πƒ x ƒ x ημ x ημ x ημ x συν x 2 2 ƒ
2 2 4

. 
 

 Οπότε το Κ είναι Κ.Σ. της Cƒ. 
 

 Τελικά, ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫

π
22

0

π π πημ xdx 0 ƒ
2 4 4

. 

 
 

  Εφαρμογή 2 

 Να υπολογιστεί το ( )
π
4

0
ln 1 εφx dx+∫ . 
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Λύση: 
 Θέτω ƒ(x) = ln(1 + εφx).  

 Είναι ( )⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
π π 1ƒ ln 1 εφ ln 1 1 2 ln 2 ln2.
8 8 2

 

 Ελέγχω αν η Cƒ έχει Κ.Σ. το ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
π 1K , ln2
8 2

 στο διάστημα ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

π0,
4

. 

 

( ) ( )

( )

( )

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞= + + = = ⋅ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

π πƒ x ƒ x ln 1 εφx ln 1 εφ x
4 4

1 εφxln 1 εφx ln 1
1 εφx

2 πln 1 εφx ln ln2 2 ƒ
1 εφx 8

 

 

 Πράγματι, λοιπόν η Cƒ έχει Κ.Σ. το Κ. 

 Τελικά, ( )
π
4

0

π 1 πln 1 εφx dx 0 ln2 ln2
4 2 8

⎛ ⎞+ = − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

 
 
 

   Εφαρμογή 3 

 Να υπολογιστεί το 
23

21

2x 2x 2 dx
x 2x 2−

− +
− +∫ . 

 

 
Λύση: 

 Έχει ήδη αποδειχθεί ότι η ƒ(x) = 
2

2
2x 2x 2
x 2x 2

− +
− +

 έχει Κ.Σ. το Κ(1, 2) = Κ(γ, δ) 

(ΑΠΟΛΛΏΝΙΟΣ,  τ. 2ο, σελ. 86) και επειδή α βγ
2
+

=  (όπου α = 3, β = –1), 

παίρνουμε: ( )( )
23

21

2x 2x 2 dx 3 1 2 8
x 2x 2−

− +
= − − ⋅ =

− +∫ . 

 
 

   Εφαρμογή 4 

 Να υπολογιστεί το 
1

x1

1 dx
1 e− +∫ . 

 

 
Λύση: 
 

 Θέτω ( )
x

1ƒ x
1 e

=
+

. Είναι: ƒ(0) = 1
2

.  
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 Ελέγχω αν το σημείο 1K 0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι Κ.Σ.  
 

 Έχουμε: ƒ(x) + ƒ(–x) = ( )
x

x

1 1 1 2 ƒ 0
11 e 1

e

+ = = ⋅
+ +

. 

 Επομένως η Cƒ έχει Κ.Σ. το Κ και ( )( )1

x1

1 1dx 1 1 1.
21 e−

= − − ⋅ =
+∫  

 
 

   Εφαρμογή 5 

 Να υπολογιστεί το 
π
3
π 2
6

dx
1 εφ x+∫ . 

 

 
Λύση: 

 Θέτω ( )
2

1ƒ x
1 εφ x

=
+

. Είναι π 1ƒ
4 2

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Θα δείξουμε ότι το σημείο 
π 1Κ ,
4 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι Κ.Σ. της Cƒ στο διάστημα 
π π,
6 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 Είναι:  

       

( )

( )( )

( )

2 2 22

2 2

2 2

2 2

22 2

π 1 1 1 1ƒ x ƒ x
π2 1 εφ x 1 εφ x 1 σφ x1 εφ x
2

1 σφ x 1 εφ x

1 εφ x 1 σφ x

2 εφ x σφ x π1 2ƒ .
41 εφ x σφ x εφx σφx

⎛ ⎞+ − = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞+ + ++ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ + +
= =

+ +

+ + ⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + + ⋅

 

 

  Οπότε: 
π
3
π 2
6

dx π π 1 π
3 6 2 121 εφ x

⎛ ⎞= − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠+∫ . 

 
Παρατήρηση:  
 
Όμοια αποδεικνύεται ότι:  

 
π
3
π ν
6

dx π
121 εφ x

=
+∫ , ∀ν∈R    και    

π
3
π ν
6

dx π
121 σφ x

=
+∫ ∀ ν∈R. 
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Πρόταση 2 
 

Έστω ƒ, g συνεχείς συναρτήσεις στο [–α, α], (α > 0), όπου η ƒ άρτια 

και η g έχει Κ.Σ. το β0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Τότε: 

( ) ( ) ( ) ( )
α α α

α α 0

βƒ x g x dx ƒ x dx β ƒ x dx
2− −

= =∫ ∫ ∫  

 

Απόδειξη: 

 Η g έχει Κ.Σ. το β0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, οπότε ισχύει: g(x) + g(–x) = β. 

 Θέτω t = –x  ⇒  dt = –dx  και τότε: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

α α α

α α α
α α

α α

I

I ƒ x g x dx ƒ t g t dt ƒ t β g t dt

β ƒ t dt ƒ t g t dt

−

− −

− −

=

⎡ ⎤= = − − − = − =⎣ ⎦

= − ⇒

∫ ∫ ∫
∫ ∫

 

 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )
(*)α α α α

α α α 0

β β2I β ƒ t dt I ƒ t dt ƒ x dx β ƒ x dx
2 2− − −

= ⇒ = = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

Παρατήρηση: Στην περίπτωση που η g είναι περιττή, δηλαδή β = 0, ισχύει:  
 

( ) ( )
α

α
ƒ x g x dx 0

−
=∫ . 

 

(*) Για την άρτια συνάρτηση ƒ στο [–α, α] ισχύει : ( ) ( )
α α

α 0
ƒ x dx 2 ƒ x dx

−
=∫ ∫ . 

 
 
 

   Εφαρμογή 6 

 Να υπολογιστεί το 
21

x1

x dx
1 e− +∫ . 

 

 
Λύση: 

 Θέτω ƒ(x) = x2 και g(x) = x
1

1 e+
. Οι ƒ και g πληρούν τις προϋποθέσεις της 

Πρότασης 2. Η g έχει Κ.Σ. το σημείο 1K 0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (εφαρμογή 4). 

 Οπότε: 
12 31 1 12 2

x1 1 0 0

x 1 x 1dx x dx x dx
2 3 31 e− −

⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥

⎣ ⎦+∫ ∫ ∫ . 
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   Εφαρμογή 7 

 Να υπολογιστεί το ( )2 2 3

2
4 x x 5x 8 dx

−
− + +∫ . 

 

 
Λύση: 

 Θέτω ( ) 2ƒ x 4 x= −  και g(x) = x3 + 5x + 8. 
 

 Η ƒ είναι άρτια, ενώ η g έχει Κ.Σ. το σημείο Κ(0, 8) (βλέπε ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ τ. 2, 
σελ. 88-89). 

 Οπότε: ( )
2(*)2 22 3 2

2 2

24 x x 5x 8 dx 8 4 x dx 8 π 16π
2− −

− + + = − = ⋅ ⋅ =∫ ∫ . 

 
 

   Εφαρμογή 8 

 Να υπολογιστεί το ( )R 2 2 3

R
R x αx γx δ dx

−
− + +∫ , με R > 0 και α ≠ 0. 

 

 
Λύση: 

 Θέτω: ( ) 2 2ƒ x R x= −  και g(x) = αx3 + γx + δ. 
 Η ƒ είναι άρτια, ενώ η g έχει Κ.Σ. το σημείο Κ(0, δ). (βλέπε ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ τ. 2, 

σελ. 88-89). 

 Οπότε: ( )
2(*)R R2 2 3 2 2

R R

RR x αx γx δ dx δ R x dx δ π
2− −

− + + = ⋅ − = ⋅ ⋅∫ ∫ . 

 

(*) Ισχύει: 
2

R 2 2 2

R

1R x dx π R
2−

− = ⋅∫  (εμβαδόν ημικυκλίου). 

 
 

   Εφαρμογή 9 

 Να υπολογιστεί το ( )
π

32
π
2

3x 10x 2 συνxdx
−

+ +∫ . 

 

 
Λύση: 
 Θέτω ƒ(x) = συνx  και g(x) = 3x3 + 10x + 1. 
 

 Η ƒ είναι άρτια, ενώ η g έχει Κ.Σ. το σημείο Κ(0, 2). 
 

 Οπότε: ( ) [ ] ( )
π π π

32 2 2
π π π
2 2 2

3x 10x 2 συνxdx 2 συνxdx 2 ημx 2 1 1 4
− − −

+ + = = = + =∫ ∫ . 
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   Εφαρμογή 10 

 Να υπολογιστεί το ( )
π 2

24
π
4

π x εφx 1 dx
16−

− +∫ . 

 

 
Λύση: 
 

 Θέτω ƒ(x) = 
2

2π x
16

−  και  g(x) = εφx + 1. 

 

 H ƒ είναι άρτια, ενώ η g έχει Κ.Σ. το σημείο Κ(0, 1). 
 

 Οπότε: ( )

2

π π2 2 3
2 24 4

π π
4 4

π
π π π4x εφx 1 dx 1 x dx π
16 16 2 32− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− + = ⋅ − = ⋅ =∫ ∫ . 

 
Για εξάσκηση μπορείτε να λύσετε τις προτεινόμενες ασκήσεις Γ99 και  Γ100  
αυτού του τεύχους. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

       

 
Συνάδελφοι,  
διαδίδετε και προωθείτε τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ στους συναδέλφους 

 και στους μαθητές σας. 
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Χρησιμοποιώντας  
        την παράγουσα 

 
 

        Τσαπακίδης Γιώργος 
           Μαθηματικός 
 

 
 

 πρωταρχική χρήση της παράγουσας (αρχικής) μιας συνάρτησης γίνεται 
στον υπολογισμό ολοκληρωμάτων, όπως απορρέει από τις βασικές προτά-
σεις:  

 
 

 Αν η F είναι μια παράγουσα της f στο Δ, τότε:  
 

∈∫ f(x)dx = F(x) + c,   x Δ   

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και F μια παρά-
γουσα της f στο [α, β], τότε:  

 

−∫
β

α
f(x)dx = F(β) F(α)  

 
Όμως εκτός από τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων η παράγουσα μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί για την λύση θεωρητικών προβλημάτων, ιδίως «υπαρξιακών».  
Η ύπαρξη παράγουσας μιας συνεχούς συνάρτησης εξασφαλίζεται από το 

γνωστό θεμελιώδες θεώρημα:  
 

 

 Αν η f είναι συνεχής στο διάστημα Δ, τότε η συνάρτηση: 

∫
x

α
F(x) = f(t)dt , με α,x∈Δ 

είναι παραγωγίσιμη στο Δ και ισχύει ∈F΄(x) = f(x),  x Δ . 
 

Θα δούμε τώρα τη χρήση της παράγουσας σε διάφορα προβλήματα.  
 
1ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ  

 

Δείξτε ότι η εξίσωση 3 24αx + 3βx + 2γx = α +β + γ  έχει τουλάχιστο μια 
ρίζα στο (0, 1).  

 

Η 
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Κατανόηση:  
 

Υ   3 24αx 3βx 2γx α β γ+ + = + +    (1)  
Σ    Η (1) έχει ρίζα στο (0, 1)  
 
 

Ανάλυση:  
 

Ποια θεωρήματα αναφέρονται στην ύπαρξη ριζών;  
 

1ο (Θ. Bolzano): Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και 
f(α) f(β) 0⋅ < , τότε η εξίσωση f(x) 0=  έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (α, β).  

 

2ο (Θ. Rolle): Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α, 
β) και f(α) f(β)= , τότε η εξίσωση f΄(x) = 0 έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (α, 
β).  

 
Δοκιμάζουμε αν το πρόβλημά μας λύνεται με τη βοήθεια του Θ. Bolzano.  
Θεωρούμε τη συνάρτηση 3 2f(x) 4αx 3βx 2γx α β γ= + + − − − , που είναι συνε-

χής στο [0, 1] (αφού είναι πολυωνυμική) με:  
 

( ) ( )f(0) f(1) α β γ  3α 2β γ⋅ = − + + + + .  
 

Όμως το γινόμενο ( ) ( )α β γ  3α 2β γ+ + + +  δε διατηρεί σταθερό πρόσημο, γι’ 
αυτό δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το Θ. Bolzano.  

 

Δοκιμάζουμε τώρα αν μπορεί να μας βοηθήσει το Θ. Rolle.  
Επειδή το συμπέρασμα του θεωρήματος αναφέρεται στην f΄, θα πρέπει: 

 

3 2f΄(x) 4αx 3βx 2γx α β γ= + + − − − ,  
δηλαδή θα πρέπει να εφαρμόσουμε το Θ. Rolle για την παράγουσα της 

3 24αx 3βx 2γx α β γ+ + − − − .  
 

Λύση:  
 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ( )4 3 2f(x) αx βx γx α β γ x= + + − + + , που είναι παρα-
γωγίσιμη στο R, με:  

( )3 2f΄(x) 4αx 3βx 2γx α β γ= + + − + + .  
 

Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο [0,1], με f(0) 0 f(1)= =  και σύμφωνα με 
το Θ. Rolle η εξίσωση:  

3 2f΄(x) 0 4αx 3βx 2γx α β γ= ⇔ + + = + +  
έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (0,1).  
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Παρατήρηση:  
 Το πρόβλημα γενικεύεται με τη γνωστή από τη βιβλιογραφία πρόταση:  

 Αν ισχύει ν ν 1 1
0

α α α... α 0
ν 1 ν 2

−+ + + + =
+

 με ν∈N*, τότε η εξίσωση  

ν ν 1
ν ν 1 1 0α x α x ... α x α 0−

−+ + + + =   
έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (0, 1).  

 
 
2ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ  

 

Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύουν:  
α) είναι συνεχής στο [α, β]  
β) είναι παραγωγίσιμη στο (α, β)  
γ) f(α) = f(β)   

 δ) ∫
 β

 α
f(x)dx = 0   

 Δείξτε ότι η εξίσωση f(x) = f΄(x)  έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (α, β).  
 

Κατανόηση:  
 

        f συνεχής στο [α, β]  
        f παραγωγίσιμη στο (α, β)  
Υ      f(α) = f(β)  

       
 β

 α
f(x)dx 0=∫   

Σ     Η f(x) f΄(x)=  έχει ρίζα στο (α, β)  
 
Ανάλυση:  
Από τις τρεις πρώτες υποθέσεις του προβλήματος «φαίνεται» ότι πρέπει να 

εφαρμόσουμε το Θ. Rolle.  
 

Ποιας συνάρτησης η παράγωγος είναι η f΄(x) f(x)− ;  
Ποιος από τους κανόνες παραγώγισης δίνει αποτέλεσμα που να ταιριάζει με το 
f΄(x) f(x)− ;  

f(x) h(x) ΄ f΄(x) h΄(x)− = −⎡ ⎤⎣ ⎦   
Επομένως θα έπρεπε να είναι f΄(x) h΄(x) f΄(x) f(x) h΄(x) f(x)− = − ⇔ = ,  
άρα η h είναι μια παράγουσα της f.  

 

Λύση:  
Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) f(x) F(x)= − , όπου F μια παράγουσα της f στο 

[α, β].  
• Η g είναι συνεχής [α, β], ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων (η F είναι συ-
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νεχής στο [α, β], ως παραγωγίσιμη σ’ αυτό).  
• Η g είναι παραγωγίσιμη στο (α, β), αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο (α, β) 

και η F παραγωγίσιμη στο [α, β].  
( )g΄(x) f(x) F(x) ΄ f΄(x) F΄(x) f΄(x) f(x)= − = − = −   

• g(α) f(α) F(α)= −   
g(β) f(β) F(β)= −   
είναι g(α) g(β)= , γιατί f(α) f(β)=  και 

 β

 α
f(x)dx 0 F(β) F(α) 0 F(α) F(β)= ⇔ − = ⇔ =∫ .  

Έτσι ισχύει το Θ. Rolle για την g στο [α, β], άρα θα υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο, ώ-
στε g΄(ξ) 0 f΄(ξ) f(ξ) 0 f΄(ξ) f(ξ)= ⇔ − = ⇔ = .  

 
Παρατήρηση:  

 

Το προηγούμενο πρόβλημα γενικεύεται με την πρόταση:  
 

 Αν για τη συνάρτηση f ισχύουν:  
  α) είναι συνεχής στο [α, β]  

   β) είναι παραγωγίσιμη στο (α, β)  

   γ) 
 β

 α
f(x)dx f(β) f(α)= −∫   

τότε η εξίσωση f΄(x) f(x)=  έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (α, β).  
(Η λύση επιτυγχάνεται με εφαρμογή το Θ. Rolle στην g(x) F(x) f(x)= −  στο [α, 

β], όπου F μια παράγουσα της f στο [α, β] ).  
 
 
3ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ  

 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και ισχύει: 

⋅∫ ∫
α β

0 0
f(x)dx f(x)dx < 0  με 0 < α < β,  

δείξτε ότι η f έχει τουλάχιστο μια θετική ρίζα.  
 

Κατανόηση:  
 

       0 < α < β  

Υ    
 α  β

 0  0
 f(x)dx f(x)dx 0<∫ ∫   

Σ      Η f(x) = 0 έχει θετική ρίζα  
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Ανάλυση:  

Η υπόθεση παραπέμπει στο Θ. Bolzano για τη συνάρτηση 
 x

 0
F(x)  f(t)dt= ∫ , 

που είναι η παράγουσα της f ( )F΄(x) f(x)= , αλλά το συμπέρασμα του Θ. 

Bolzano είναι ότι υπάρχει ( )0x α, β∈  με 0F(x ) 0= .  

Είναι όμως F΄(x) f(x)=  έτσι αν υπάρχει ( )0x α,β∈  με 0F΄(x ) 0= , θα είναι και 

0f(x ) 0= , δηλαδή θα πρέπει να εφαρμόσουμε και το Θ. Rolle στην F.  
 

Σε ποιο διάστημα;  
 Είναι 0F(x ) 0 F(0)= = .  
 

Λύση:  

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
 x

 0
F(x)  f(t)dt= ∫  με x > 0 που είναι παραγωγίσιμη στο 

R, αφού η f είναι συνεχής στο R. Επομένως η F είναι και συνεχής στο R, 

επομένως και στο [α, β] με 
α β

0 0
F(α) F(β) f(t)dt f(t)dt 0⋅ = ⋅ <∫ ∫ .  

Έτσι, σύμφωνα με το Θ. Bolzano, θα υπάρχει ( )0x α,β∈  τέτοιο ώστε 

0F(x ) 0= .  
Η F είναι παραγωγίσιμη στο R, με F΄(x) f(x)= , επομένως θα είναι παραγωγί-

σιμη και στο [α, xo] με 
 0

0 0
F(0)  f(t)dt 0 F(x )= = =∫  και έτσι από το Θ. Rolle η 

F΄(x) 0 f(x) 0= ⇔ =  θα έχει τουλάχιστο μια ρίζα στο (0, xo).  
 
 
4ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ  
 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β], παραγωγίσιμη στο (α,β) 
με f(α) = 0 = f(β), δείξτε ότι υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο, ώστε: 

2f΄(ξ) = f (ξ)   
 
Κατανόηση:  
 
        f συνεχής στο [α, β]  
Υ      f παραγωγίσιμη στο (α, β)  
        f(α) = 0 = f(β)  

Σ     Υπάρχει ( )ξ α,β∈  με 2f΄(ξ) f (ξ)=   
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Ανάλυση: 
 

Τόσο οι υποθέσεις όσο και το συμπέρασμα του προβλήματος μας παραπέ-
μπουν στο Θ. Rolle.  

Αλλά σε ποια συνάρτηση θα εφαρμόσουμε το Θεώρημα;  
  Δηλαδή:  
Ποιας συνάρτησης η παράγωγος είναι η 2f΄(x) f (x)− ;  
 

Διερευνούμε:  
• f(x) h(x) ΄ f΄(x) h΄(x)− = −⎡ ⎤⎣ ⎦ , έτσι θα πρέπει 2h΄(x) f (x)= , δηλαδή: 

 
 x 2

 α
h(x) f (t)dt= ∫ .  

Θεωρούμε τη συνάρτηση:   
 x 2

 α
g(x) f(x) h(x) f(x) f (t)dt= − = − ∫   

Είναι:  
 α 2

 β
g(α) f(α) f (t)dt 0 0 0= − = − =∫   

  
 β  β  β2 2 2

 α  α  α
g(β) f(β) f (t)dt 0 f (t)dt f (t)dt= − = − = −∫ ∫ ∫   

Για να ισχύει το Θ. Bolzano για την g στο [α, β] πρέπει: 
 β 2

 α
g(α) g(β) f (t)dt 0= ⇔ =∫ ,  

που δεν δίνεται στο πρόβλημά μας.  
 
Σε ποια άλλη περίπτωση εμφανίζεται το  – (πλην) σε παραγώγιση;  

 

Στην παράγωγο πηλίκου.  
 

Υπάρχει αλγεβρική έκφραση του f(x) που η παράγωγός της να έχει αριθμητή 
2f΄(x) f (x)− ;  

2
f(x) f΄(x) h(x) f(x) h΄(x)
h(x) h (x)

′⎛ ⎞ ⋅ − ⋅
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  

όπου h(x) κάποια αλγεβρική παράσταση του f(x).  
 
 

Όμως, τότε h΄(x) f(x)=  και 21h(x) f (x)
2

= , οπότε:  

22

f(x) f(x) 2 2 f΄(x)και 2
1h(x) f(x) f(x) f (x)f (x)
2

′⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

Η προσπάθειά μας απέτυχε!!  
 

• Πάλι από την αρχή:  
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Σε ποιες άλλες περιπτώσεις εμφανίζεται το (–) στην παραγώγιση;  

Δοκιμάσαμε την f(x) h(x) f΄(x) h΄(x)′− = −⎡ ⎤⎣ ⎦ , αποτύχαμε.  

Δοκιμάσαμε την 2
f(x) f΄(x) h(x) f(x) h΄(x)
h(x) h (x)

′⎛ ⎞ ⋅ − ⋅
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
, αποτύχαμε.  

Μένει να δοκιμάσουμε την ( )f(x) h(x) ΄ f΄(x) h(x) f(x) h΄(x)⋅ = ⋅ + ⋅ .  
Το δεύτερο μέλος της προηγούμενης πρέπει να ταιριάξει με το: 

2f΄(x) f (x)− , φαίνεται δύσκολο.  
Ας συμβιβαστούμε προς στιγμή με το πιο εύκολο f΄(x) f(x)− .  

Θέλουμε 2f΄(ξ) f (ξ) 0− = , συμβιβαστήκαμε, προς στιγμήν, με το: 
 f΄(ξ) f(ξ) 0− = .  

 

Πώς εμπλέκεται το h(ξ);  
f΄(ξ) f(ξ) 0 f΄(ξ) h(ξ) f(ξ) h(ξ) 0− = ⇔ ⋅ − ⋅ = , δηλαδή αναζητούμε μια συνάρ-
τηση h(x) έτσι ώστε η f΄(x) h(x) f(ξ) h(x)⋅ − ⋅  να είναι το αποτέλεσμα της 

( )f(x) h(x) ΄⋅ , αλλά τότε h(x) h΄(x)= − .  
 

Ποιας γνωστή συνάρτηση είναι ίση με το αντίθετο της παραγώγου της;  
Κάτι ποιο εύκολο:  
 

Για ποια συνάρτηση είναι h(x) h΄(x)= ;  
Μα για την ex.  
 

Για ποια συνάρτηση είναι h(x) h΄(x)= − ;  
Για την e-x.  

Έτσι ( ) ( )x x x x xf(x) e f΄(x) e f(x) e f΄(x) e ( x)́ f(x) e− − − − −′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + − ⋅ ⋅ =   

           xe f΄(x) ( x)́ f(x)−= ⋅ + − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦   
Στη θέση του –x της προηγούμενης χρειαζόμαστε μια συνάρτηση h με 
h΄(x) f(x)= −  (για να πάρουμε την 2f΄(x) f (x)− ).  

 

Ποια πρέπει να είναι η h;  
Μα η –F(x), όπου F μια παράγουσα της f.  
Άρα, αρκεί να εφαρμόσουμε το Θ. Rolle για την F(x)g(x) f(x) e−= ⋅ .  
 

Λύση:  
Θεωρούμε τη συνάρτηση F(x)g(x) f(x)e−= , όπου F μια παράγουσα της f στο [α, 

β].  
• Η g είναι συνεχής στο [α, β], ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων.  
• Η g είναι παραγωγίσιμη στο (α, β), με:  
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( ) ( )
( )

F(x) F(x) F(x)

F(x) F(x)

F(x) F(x)

F(x) 2

g΄(x) f(x) e f΄(x) e f(x) e

f΄(x) e f(x) F(x) e

f΄(x) e f(x) f(x) e

e f (x) f (x)

− − −

− −

− −

−

′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅ =

′= ⋅ + ⋅ − =

= ⋅ − ⋅ ⋅ =

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ −⎣ ⎦

    

 

F(α) F(α)

F(β) F(β)

g(α) f(α)e 0 e 0

g(β) f(β)e 0 e 0

− −

− −

= = ⋅ =

= = ⋅ =
     άρα g(α) g(β)= .  

Έτσι ισχύει το Θ. Rolle για την g στο [α, β], άρα θα υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο, 
ώστε: 2 2g΄(ξ) 0 f΄(ξ) f (ξ) 0 f΄(ξ) f (ξ)= ⇔ − = ⇔ = .  

 

Γενίκευση:  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο (α, β), με 
f(α) 0 f(β)= = , δείξτε ότι υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο, ώστε 2f΄(ξ) κ f (ξ)= ⋅ , για 
κάθε κ∈R.  

 
5ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ  
 

Δίνεται η συνάρτηση f, για την οποία ισχύουν:  
α) είναι συνεχής στο [α, β]  
β) η f δεν είναι η μηδενική συνάρτηση στο [α, β]  

γ) ∫
β

α
f(x)dx = 0   

Δείξτε ότι υπάρχουν ∈⎡ ⎤⎣ ⎦1 2x ,x α, β  τέτοια, ώστε ⋅1 2f(x ) f(x ) < 0   
 

Κατανόηση:  
 
       Η f είναι συνεχής στο [α, β]  
       Η f δεν είναι η μηδενική συνάρτηση  

Υ    
 β

 α
f(x)dx 0=∫   

Σ     Υπάρχουν 1 2x ,x [α, β]∈  με 1 2f(x ) f(x ) 0⋅ <   
 

Ανάλυση:  
 

Τα συμπεράσματα των προηγουμένων προβλημάτων είχαν τη γενική μορ-
φή «Υπάρχει + Ισότητα», ενώ το συμπέρασμά μας τώρα είναι της μορφής 
«Υπάρχει + Ανισότητα». Τα θέματα της μορφής αυτής τα αντιμετωπίζουμε 
συνήθως με την «εις άτοπο απαγωγή».  
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Αν δεν ισχύει το συμπέρασμα τότε τι θα ισχύει;  
Για κάθε 1 2x ,x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦  είναι 1 2f(x ) f(x ) 0⋅ ≥ , δηλαδή f(x1), f(x2) ομόσημοι.  

Δεν βλάπτουμε τη γενικότητα αν υποθέσουμε 1f(x ) 0≥  και 2f(x ) 0≥  για 

κάθε 1 2x ,x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦  δηλαδή f(x) 0≥  για κάθε x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦ . Έτσι για την παρά-
γουσα F της f έχουμε F΄(x) f(x) 0= ≥  δηλαδή η F είναι αύξουσα.  

 

Λύση:  
Αν δεν υπήρχαν 1 2x ,x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦  με 1 2f(x ) f(x ) 0⋅ < , θα είχαμε 1 2f(x ) f(x ) 0⋅ ≥  

για κάθε 1 2x ,x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦ , δηλαδή όλες οι τιμές της f στο [α, β] θα είχαν το ίδιο 
πρόσημο.  
Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι f(x) 0≥  για κάθε x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦ .  

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
 x

 α
F(x) f(t)dt= ∫ .  

Για κάθε x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦  είναι F΄(x) f(x) 0= ≥ , έτσι η F είναι αύξουσα στο [α, β], 

άρα F(α) F(x) F(β)≤ ≤ , αλλά 
α

α
F(α)  f(t)dt 0= =∫  και 

 β

 α
F(β) f(x)dx 0= =∫ , 

δηλαδή 0 F(x) 0≤ ≤ , άρα F(x)=0 για κάθε x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦ , επομένως F΄(x) 0=  

έτσι f(x) = 0 για κάθε x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦ , άτοπο, γιατί η f δεν είναι η μηδενική συνάρ-

τηση στο [α, β]. Άρα υπάρχουν 1 2x ,x α,β∈⎡ ⎤⎣ ⎦  με 1 2f(x ) f(x ) 0⋅ < , 
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ΠΛΕΓΜΑΤΑ  

(2o μέρος) 

 
   Ιωσηφίδης Νίκος 

   Μαθηματικός, Βέροια 

 
 

υνεχίζουμε τη θεωρία των πλεγμάτων που ξεκινήσαμε στο 3ο τεύχος του 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ (σελ. 81 – 96). Για την κατανόηση των ορισμών και των 

προτάσεων που ακολουθούν, ο αναγνώστης θα πρέπει να διαβάσει πρώτα 
το 1ο μέρος του άρθρου. 
 
Ορισμός: 
 

Έστω η ν-λωρίδα Α0ΑνΒνΒ0. Φέρνουμε τις διαγώνιες Α0Β1, Α1Β2, 
Α2Β3, ..., Αν – 1Βν. Σχηματίζουμε έτσι δύο ομάδες στ3. Τα σκιασμέ-
να (σχ. 19α) με βάσεις τις Β0Β1, Β1Β2, Β2Β3, ..., Βν – 1Βν και κορυφές 
αντίστοιχα τα Α0, Α1, Α2, ..., Αν – 1 και τα λευκά με βάσεις τις Α0Α1, 
Α1Α2, ..., Αν – 1Αν και κορυφές αντίστοιχα τα σημεία Β1, Β2, ..., Βν. 
Φέρνοντας τις άλλες διαγώνιες Α1Β0, Α2Β1, Α3Β2, ..., ΑνΒν – 1 (σχ. 
19β) σχηματίζονται δύο νέες ομάδες στ3. Τα σκιασμένα και τα 
λευκά. 
 Κάθε μία από τις παραπάνω 4 ομάδες θα λέγεται ομάδα δια-
δοχικών στοιχειωδών τριγώνων (δ.στ3). Αντίστοιχα ο συμβολι-
σμός δ.στ4 θα σημαίνει διαδοχικά στ4. 

 

Á 0 Á1 Á2
Áí-1 Áí

Â0

Â1

Â 2

Âí-1

Âí

Ó÷. 19á  
Á0 Á1 Á2

Áí-1 Áí

Â0

Â1

Â2

Âí-1

Âí

Ó÷. 19â  
 

Σ 
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Π3. 
 α) Σε κάθε ν-λωρίδα τα εμβαδά κάθε ομάδας δ. στ3 αποτελούν αριθμ. 

πρόοδο. 
 β)  Και οι 4 αριθμητικές πρόοδοι έχουν την ίδια διαφορά ω. 
 γ)  Τα εμβαδά των στ4 αποτελούν επίσης αριθμ. πρόοδο με διαφορά 
2ω.  
 
Απόδειξη: 
α)  Αρκεί να αποδείξουμε ότι η πρόταση ισχύει για 3 δ. στ3 οπότε ισχύει και για 

τα ν δ.στ3. 
 

Á0
Á 1 Á2 Á3

Â0

Â1

Â2

Â3

Ã1

Ã2

Ã3

å1

å 2

å3

æ1 æ2 æ3

Ó÷. 20á  

Á 0 Á1 Á2
Á3

Â0

Â1

Â 2

Â3

ç1 ç2 ç3

è1 è 2 è 3

Ó÷. 20â  
 

Στο σχ. 20α έχουμε τρία δ.στ3 μια ομάδας (σκιασμένα). Φέρνουμε τα ύψη 
Α1Γ1 = υ1, Α2Γ2 = υ2 και Α3Γ3 = υ3.  
Επειδή τα τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις Β0Β1 = Β1Β2 = Β2Β3, αρκεί να αποδεί-
ξουμε ότι για τα ύψη τους ισχύει 2υ2 = υ1 + υ3, που ισχύει λόγω του τραπε-
ζίου Α1Α3Γ3Γ1 με διάμεσο την Α2Γ2 = υ2. 

 

 Όμοια αποδεικνύεται η πρόταση και για τις 3 άλλες ομάδες δ. στ3. 
 

β) Ονομάζουμε: 
    ε1 = (Α1Β0Β1),  ε2 = (Α2Β1Β2),  ε3 = (Α3Β2Β3) 
    ζ1 = (Β0Α0Α1),  ζ2 = (Β1Α1Α2),  ζ3 = (Β2Α2Α3) (σχ. 20α) 
    η1 = (Α0Β0Β1),  η2 = (Α1Β1Β2),  η3 = (Α2Β2Β3) 
    θ1 = (Β1Α0Α1),  θ2 = (Β2Α1Α2),  θ3 = (Β3Α2Α3) (σχ. 20β) 
 

 Θα αποδείξουμε ότι ω1 = ω2 = ω3 = ω4, όπου:  
 ω1 = ε2 – ε1,  ω2 = ζ2 – ζ1,  ω3 = η2 – η1,  ω4 = θ2 – θ1 

 
Σύμφωνα με την Π.2 είναι:  

 

ζ1 + ε3 = ε1 + ζ3 ή ε3 – ε1 = ζ3 – ζ1 ⇒ 2ω1 = 2ω2 ⇒ ω1 = ω2 
 

 Όμοια, ισχύει ω3 = ω4 
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 Θα αποδείξουμε τώρα ότι ω1 = ω3 
 

 Είναι (Α0Α1Β1Β0) = ε1 + ζ1 = η1 + θ1 και (Α1Α2Β2Β1) = ε2 + ζ2 = η2 + θ2 
και με αφαίρεση κατά μέλη: 
(ε2 – ε1) + (ζ2 – ζ1) = (η2 – η1) + (θ2 – θ1)     ⇔   ω1 + ω2 = ω3 + ω4     ⇔  
          2ω1 = 2ω3     ⇔  ω1 = ω3  

 Άρα ω1 = ω2 = ω3 = ω4 
 
γ)  Ονομάζουμε ω την κοινή διαφορά των 4 αριθμητικών προόδων.  
 Ονομάζουμε επίσης κ1, κ2, κ3 τα εμβαδά των στ4 Α0Α1Β1 Β0, Α1Α2Β2Β1 και 

Α2Α3Β3Β2. Σύμφωνα με την Π2 (β, γ) θα είναι κ1 + κ3 = 2
3
Ε3 και κ2 = 1

3
Ε3 

οπότε κ1 + κ3 = 2κ2 δηλ. τα εμβαδά κ1, κ2, κ3 αποτελούν αριθμ. πρόοδο. 
 Η διαφορά της προόδου αυτής είναι:  

λ = κ2 – κ1 = (ε2 + ζ2) – (ε1 + ζ1) = (ε2 – ε1) + (ζ2 – ζ1) = ω + ω = 2ω 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 
 Από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης και του Λ2 προκύπτει ότι για 

τις 4 ομάδες των εμβαδών των δ. στ3 και των στ4 μια λωρίδας ισχύουν 
ταυτόχρονα οι παρακάτω σχέσεις: 

        ε1 ≤ ε2 ≤ ε3 ≤ … ≤ εν 
       ζ1 ≤ ζ2 ≤ ζ3 ≤ … ≤ ζν 
       η1 ≤ η2 ≤ η3 ≤ … ≤ ην 
       θ1 ≤ θ2 ≤ θ3 ≤ … ≤ θν 
       κ1 ≤ κ2 ≤ κ3 ≤ … ≤ κν 

 

όπου η αρίθμηση των δεικτών ξεκινά από την ίδια πλευρά του πλαισίου και 
για τις 5 ομάδες. 

 
 
Άμεση συνέπεια του θεωρήματος αυτού και του Λ2 είναι η παρακάτω πρόταση: 
 

Π4. 
Σε κάθε ν-λωρίδα. για τα εμβαδά των δ. στ3 και των δ. στ4 ισχύει 
μία μόνο ομάδα σχέσεων από τις Α, Β, Γ. 

 

 

⎫
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪⎭

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε = ε = ε =...= ε
ζ = ζ = ζ =...= ζ
η = η = η =...= η
θ = θ = θ =...= θ
κ = κ = κ =...= κ

(Α)   

⎫
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪⎭

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε < ε < ε <...< ε
ζ < ζ < ζ <...< ζ
η <η <η <...<η
θ < θ < θ <...< θ
κ < κ < κ <...< κ

(Β)    

⎫
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪⎭

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

1 2 3 ν

ε > ε > ε >...> ε
ζ > ζ > ζ >...> ζ
η >η >η >...>η
θ > θ > θ >...> θ
κ > κ > κ >...> κ

(Γ) 

 

 Το = στις σχέσεις (Α) ισχύει σύμφωνα με το Λ2 όταν Α0Αν // Β0Βν 
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 Θα αποδείξουμε τώρα ότι οι σχέσεις (Β) ισχύουν όταν οι ευθείες Α0Αν και 
Β0Βν τέμνονται προς το μέρος του Α0 (σχ. 21) ενώ οι σχέσεις (Γ) ισχύουν 
όταν οι ευθείες Α0Αν και Β0Βν τέμνονται προς το μέρος του Αν. 

 

Ñ Á0
Á1

Á2

Â0

Â1

Â2

Ã1
Ã2

å1
å2

Ó÷. 21  
 

 Αρκεί να αποδείξουμε ότι αν για την 2-λωρίδα Α0Α2Β2Β0 οι Α0Α2 και Β0Β2 
τέμνονται σε σημείο Ρ προς το μέρος του Α0, τότε ε1<ε2 δηλαδή: 

(Β1Α0Α1) < (Β2Α1Α2). 
 

 Φέρνουμε τα ύψη Β1Γ1, Β2Γ2. 
 Επειδή ΡΒ1 < ΡΒ2 από τα όμοια τρίγωνα ΡΒ1Γ1 και ΡΒ2Γ2: 
 

1 1 1
1 1 2 2

2 2 2

Β Γ ΡΒ 1 Β Γ Β Γ
Β Γ ΡΒ

= < ⇒ <  

 

 Τα τρίγωνα Β1Α0Α1 και Β2Α1Α2 έχουν ίσες βάσεις Α0Α1 = Α1Α2 και ύψη:  
 

Β1Γ1 < Β2Γ2 άρα ε1 < ε2. 
 

 
Ορισμός: 

Ονομάζουμε γωνιακά τετράπλευρα ενός πλέγματος (ΑΒΓΔ)ν×κ τα 4 
στ4 που έχουν μια κορυφή ένα από τα σημεία Α, Β, Γ, Δ. 

 

 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει η εξής γενικότερη πρόταση: 
 
Π5. 
 α) Σε κάθε πλέγμα τα εμβαδά των δ. στ3 (και των 4 ομάδων) κατά 

μήκος οποιασδήποτε ορ.λ αποτελούν αριθμ. πρόοδο. Όλες οι 
πρόοδοι, κατά μήκος της ίδιας ή διαφορετικών ορ.λ έχουν την ί-
δια διαφορά ω. 

 β) Τα εμβαδά των δ. στ4 κατά μήκος οποιασδήποτε ορ.λ αποτελούν 
αριθμ. πρόοδο. Όλες οι πρόοδοι έχουν την ίδια διαφορά λ = 2ω. 



 ΠΛΕΓΜΑΤΑ (2ο μέρος)  141 

Όλα τα παραπάνω ισχύουν βέβαια και για τις κατακόρυφες λωρίδες. Η 
αντίστοιχη όμως διαφορά ω΄ δεν είναι γενικά ίση με την ω. 
 
Απόδειξη: 
 

α) Αρκεί να αποδείξουμε την πρόταση για δύο διαδοχικές λωρίδες (σχ. 22). 
 

Â
Á Å

Ã
Ä

Ç

Æ

È

Ê

å1

å2

ç1
ç2

æ1
æ 2

è1

è2

Ó÷. 22  
 
 Έστω ω = ε2 – ε1 = ζ2 – ζ1 η διαφορά στη μια λωρίδα και ω΄ = η2 – η1 = θ2 – θ1 η 

διαφορά στην άλλη λωρίδα.  
 

 Σύμφωνα με το Λ3 ισχύει: 
 

     (ΑΕΚΘ) + (ΓΗΚΖ) = (ΒΖΚΕ) + (ΔΘΚΗ)   ⇔  
 

    (η1 + θ1) + (ε2 + ζ2) = (η2 + θ2) + (ε1 + ζ1)   ⇔ 
 

     (ε2 – ε1) + (ζ2 – ζ1) = (η2 – η1) + (θ2 – θ1)  ⇔  
 

         2ω = 2ω΄ ⇔ ω = ω΄. 
 
β) Αρκεί να αποδειχθεί η πρόταση για τα εμβαδά δύο διαδοχικών στ4 δηλ. αν  
 

κ1 = (ΔΘΚΗ), κ2 = (ΓΗΚΖ) τότε κ2 – κ1 = 2ω. 
 

Πράγματι: κ2 – κ1 = (ε2 + ζ2) – (ε1 + ζ1) = (ε2 – ε1) + (ζ2 – ζ1) = ω + ω = 2ω 
 
 
Η ίδια πρόταση ισχύει βέβαια και για τις κατ.λ. 
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Ορισμοί: 
 

α) Έστω ένα πλέγμα (ΑΒΓΔ)ν×κ. Τα ευθ. τμήματα ΑΓ και ΒΔ θα λέγονται κύ-
ριες διαγώνιες του πλέγματος. Συντομογραφικά κ.δ. 

 

β)  Οι τεθλασμένες που αποτελούνται από διαγώνιες στ4 και έχουν τα άκρα 
τους στο πλαίσιο ενός πλέγματος, λέγονται δευτερεύουσες διαγώνιες του 
πλέγματος. Έτσι στο σχ. 23α οι τεθλασμένες ΕΖΗΘΙ και ΚΛΜΡΠΔ είναι 
δευτερεύουσες διαγώνιες. Συντομογραφικά δ.δ. Σ’ ένα πλέγμα νχν δευτε-
ρεύουσες διαγώνιες είναι και οι τεθλασμένες που συνδέουν το Α με το Γ ή 
το Β με το Δ. 

 
γ)  Κάθε διαγώνιος που έχει τον προσανατολισμό της ΕΖΗΘΙ θα λέγεται σχε-

δόν παράλληλη προς την κ.δ ΑΓ. Αντίστοιχα, κάθε δ.δ που έχει τον προ-
σανατολισμό της ΚΛΜΡΠΔ θα λέγεται σχεδόν παράλληλη προς την κ.δ ΒΔ. 
Τη «σχεδόν παραλληλία» των διαγωνίων θα συμβολίζουμε πάλι με το σύμ-
βολο /σχ/. Έτσι γράφουμε ΕΖΗΘΙ/σχ/ΑΓ. Τις δ.δ που είναι /σχ/ προς μία κ.δ 
θα τις ονομάζουμε επίσης /σχ/. 
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È
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δ)  Διαγώνια τετράπλευρα θα λέγονται τα στ4 που έχουν διαγώνιες τα διαδο-

χικά τμήματα μιας δ.δ. Π.χ τα σκιασμένα στ4 του σχ. 23β είναι διαγώνια τε-
τράπλευρα. 
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Ó÷. 23â  
 
ε)  Διαγώνια τρίγωνα ονομάζονται τα τρίγωνα στα οποία διαιρούνται τα δια-

γώνια τετράπλευρα από ομόλογες διαγώνιες και έχουν τον ίδιο προσανατο-
λισμό. Π.χ. στο σχ. 23α τα σκιασμένα τρίγωνα 1, 2, 3, 4, 5 είναι διαγώνια. 
Διαγώνια είναι επίσης και τα σκιασμένα τρίγωνα 6, 7, 8, 9 του ίδιου σχήμα-
τος.  

 
Αν ονομάσουμε ω τη διαφορά (της προόδου των εμβαδών των στ3) των ορ.λ 
και ω΄ τη διαφορά των κατ.λ, θα αποδείξουμε την επόμενη πρόταση: 
 
Π6. 

α) Τα διαγώνια τρίγωνα κατά μήκος οποιασδήποτε δ.δ είναι δια-
δοχικοί όροι αριθμ. προόδου με διαφορά ω + ω΄ ή ω – ω΄ αναλό-
γως του αν η δ.δ είναι /σχ/ προς τη μια ή την άλλη κ.δ του πλέγ-
ματος. 
 

β) Τα διαγώνια στ4 κατά μήκος οποιασδήποτε δ.δ είναι διαδοχι-
κοί όροι αριθμ. προόδου με διαφορά 2(ω + ω΄) ή 2(ω – ω΄) αναλό-
γως του αν η δ.δ είναι /σχ/ προς τη μία ή την άλλη κ.δ του πλέγ-
ματος. 

 
Απόδειξη: 
 

 Για ευκολότερη κατανόηση στα σχ 24α και 24β που ακολουθούν, σχεδιά-
σαμε ένα πλέγμα 6×7. Στο σχ. (α) ονομάσαμε α το ελάχιστο εμβαδό ενός 
στ3 που βρίσκεται σε ένα γωνιακό τετράπλευρο και ω, ω΄ τις διαφορές των 
προόδων όπως ορίσαμε παραπάνω. 
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Σύμφωνα με την Π5, σημειώσαμε τα εμβαδά των δ.στ3. Από το σχήμα αυτό 
βλέπουμε ότι κατά μήκος της δ.δ ΑΒΓΔΕΖ τα εμβαδά των διαγωνίων στ3 είναι:  

α + 2ω΄,  α + 3ω΄ + ω,  α + 4ω΄ + 2ω,  α + 5ω΄ + 3ω,  α + 6ω΄ + 4ω,  
που αποτελούν αριθμ. πρόοδο με διαφορά ω΄ + ω. 
 

Στο σχ. 24β τα εμβαδά κατά μήκος της δ.δ ΑΒΓΔΕ είναι: 
 

α + 3ω΄,  α + 2ω΄ + ω,  α + ω΄ + 2ω,  α + 3ω,  
 

που αποτελούν αριθμ. πρόοδο με διαφορά ω – ω΄. 
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Γενικεύομε τώρα την απόδειξη. 
 
 

α) Έστω το πλέγμα (Α0ΑνΒνΒ0)ν×κ, (σχ. 25α και 25β), ΘΚΙ ένα στ3 που βρί-
σκεται στην ρη ορ.λ και στην λη κατ.λ με την αρίθμηση του σχήματος και 
ΛΜΡ ένα στ3 που βρίσκεται στην (ρ + 1)η ορ.λ και (λ + 1)η κατ.λ.  

 

 Θα αποδείξουμε ότι για την περίπτωση αυτού του σχήματος ισχύει: 
 

(ΛΜΡ) – (ΘΚΙ) = ω΄ + ω. 
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 Σχηματίζουμε τα ομόλογα στ3 Β0Β1Γ1, (1η ορ.λ, 1η κατ.λ) και Γρ – 1ΓρΖ (ρη 
ορ., 1η κατ). Σύμφωνα με τους συμβολισμούς που ορίσαμε, θα είναι:  

 

(Γρ – 1ΓρΖ) = α + (ρ – 1)ω΄ 
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Το εμβαδό (ΘΚΙ) είναι ο λος όρος της αριθμ. προόδου με 1ο όρο:  
 

Α1 = (Γρ – 1ΓρΖ) και διαφορά ω.  
 

Άρα (ΘΚΙ) = Α1 + (λ – 1)ω = α + (ρ – 1)ω΄ + (λ – 1)ω (1) 
 

 Επομένως το εμβαδό του τριγώνου ΛΜΡ που ανήκει στην (ρ + 1)η ορ.λ και 
(λ + 1)η κατ. λ είναι (ΛΜΡ) = α + ρω΄ + λω  (2) 

 

 Με αφαίρεση των (1) και (2) βρίσκουμε: (ΛΜΡ) – (ΘΚΙ) = ω΄ + ω, άρα τα 
εμβαδά των διαγωνίων τριγώνων αυτού του είδους αποτελούν αριθμ. πρό-
οδο με διαφορά ω΄ + ω. 

 
 Στη περίπτωση του σχ. 25β θα αποδείξουμε ότι: (ΛΜΡ) – (ΘΚΙ) = ω – ω΄. 
 

 Πράγματι για το τρίγωνο ΛΜΡ που βρίσκεται στην ρη ορ. λ και (λ + 1)η κατ. 
λ σύμφωνα με την (1) θα είναι:  

 

(ΛΜΡ) = α + (ρ – 1)ω΄ + λω (1)  
 

 και για το τρίγωνο ΘΚΙ που βρίσκεται στην (ρ + 1)η ορ.λ και λη κατ. λ, είναι:  
 

(ΘΚΙ) = α + ρω΄ + (λ – 1)ω (2). 
 

 Με αφαίρεση των (1) και (2) βρίσκουμε: (ΛΜΡ) – (ΘΚΙ) = ω – ω΄. 
 
β) Έστω τα διαγώνια στ4 ΑΒΓΔ και ΕΖΗΒ (σχ. 25γ)με αντίστοιχα εμβαδά κ1 

και κ2 που αποτελούνται από δύο διαγώνια τρίγωνα ισχύει: 
 

 κ2 – κ1 = (ε2 + ζ2) –(ε1 + ζ1) = (ε2 – ε1) + (ζ2 – ζ1) = (ω + ω΄) + (ω + ω΄) = 2(ω + ω΄). 
 

Για τα διαγώνια στ4 (ΑΘΕΒ) και (ΓΒΗΙ) (σχ. 25γ) με αντίστοιχα εμβαδά λ1 
και λ2 ισχύει όμοια:  

λ2 – λ1 = 2(ω – ω΄). 
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Π7. 
Σε κάθε πλέγμα ν×κ εμβαδού Ε 
 α) Το άθροισμα των εμβαδών δύο συμμετρικών στ3 είναι σταθερό και 

ίσο με 1
νκ

Ε 

 β) Το άθροισμα των εμβαδών δύο συμμετρικών στ4 είναι σταθερό και 

όσο με 2
νκ

Ε 
 

Θα δώσουμε δύο αποδείξεις. Μια καθαρά γεωμετρική και μια αλγεβρική με τη 
βοήθεια της Π6 και των τύπων των αριθμ. προόδων. 
 

Απόδειξη Α΄ (Γεωμετρική). 
 Έστω το πλέγμα (Α0ΑνΒνΒ0)ν×κ 
 

α) Αποδεικνύουμε πρώτα την πρόταση για δύο γωνιακά τρίγωνα. Υπάρχουν 2 
ειδών τέτοια τρίγωνα. Τα τρίγωνα Α0Α1Γ και ΒνΒν – 1Δκ – 1 του σχ. 26α και τα 
Α0Α1Ε και ΒνΒν – 1Ζ του σχ. 26β. 

 

 Για τα τρίγωνα του σχ. (α) φέρνουμε τη διαγώνιο ΑνΒ0.  
 

 Έστω (Α0Α1Γ1) = ε1, (ΒνΒν – 1Δκ – 1) = ε2, (Α0ΑνΒ0) = Ε1 και (ΒνΒ0Αν) = Ε2 
 Τα τρίγωνα Α0Α1Γ1 και Α0ΑνΒ0 έχουν τη γωνία Α0 κοινή.  

 Άρα 
0 ν 0 0

0 1 0 11

1 0 ν 0 0 0 ν 0 0

1 1(Α Α ) (Α Β )(Α Α ).(Α Γ )ε 1ν κ
Ε (Α Α ).(Α Β ) (Α Α ).(Α Β ) νκ

= = =  άρα 1 1
1ε Ε
νκ

=  

 Όμοια: 2 2
1ε Ε
νκ

= , άρα 1 2 1 2
1 1ε ε (Ε Ε ) Ε
νκ ν

+ = + = . 
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Αποδεικνύουμε τώρα την πρόταση για τα τρίγωνα Α0Α1Ε και ΒνΒν – 1Ζ του σχ. β 
 

 Έστω (Α0Α1Ε) = ζ1, (ΒνΒν – 1Ζ) = ζ2. Σχηματίζουμε και τα γωνιακά τρίγωνα 
του σχήματος με εμβαδά (Β0Β1Γκ – 1) = η1 και (ΑνΑν – 1Δ1) = η2.  

 Όπως αποδείξαμε μόλις (για τα τρίγωνα του σχ. α) ισχύει:  

η1 + η2 = 1 Ε
νκ

  (1). 

 Όμως σύμφωνα με την Π2 ισχύει: 

ζ1 + η1 = 1
κ

(Α0Α1Β1Β0)  και   ζ2 + η2 = 1
κ

(Αν – 1ΑνΒνΒν – 1) 

 άρα (ζ1 + ζ2) + (η1 + η2) = 1
κ

[(Α0Α1Β1Β0) + (Αν – 1ΑνΒνΒν – 1)]  (2) 

 Θεωρώντας το ν×κ πλέγμα ως ν-λωρίδα, σύμφωνα πάλι με την Π2 θα είναι: 

(Α0Α1Β1Β0) + (Αν – 1ΑνΒνΒν – 1) = 2Ε
ν

 

 άρα η (2) γίνεται: (ζ1 + ζ2) + (η1 + η2) = 2 Ε
νκ

και λόγω της (1): ζ1 + ζ2 = 1 Ε
νκ

 

 
 

Αποδεικνύουμε τώρα την πρόταση για οποιαδήποτε συμμετρικά στ3. 
 

 Υπάρχουν δύο ειδών συμμετρικά στ3. Αυτά που έχουν τον προσανατολι-
σμό του σχ. 26γ και αυτά που έχουν τον προσανατολισμό του σχ. 26δ. 
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Αποδεικνύουμε πρώτα την πρόταση για τα τρίγωνα του α΄ είδους. 
 

 Σχηματίζουμε το «περιγεγραμμένο πλαίσιο» με οδηγούς τα τρίγωνα ΕΖΗ 
και ΘΙΚ που ονομάζουμε για ευκολία τ1 και τ2.  

 

 Έστω ότι το τ1 ανήκει στην ρη ορ.λ και λη κατ. λ. Το περιγεγραμμένο πλαί-
σιο Π1 αφήνει «ελεύθερες» 2(λ – 1) κατ.λ από τις δύο κατακόρυφες πλευ-
ρές του και 2(κ – 1) ορ.λ. 

 

 Θεωρούμε το ν×κ πλέγμα ως ν-λωρίδα.  
 

 Τότε σύμφωνα με την Π2 το άθροισμα των 2(λ – 1) συμμετρικών κατακ. 

λωρίδων θα είναι ίσο με 2(λ 1)Ε
ν
− .  

 Επομένως το εμβαδό του τετραπλεύρου ΡΣΤΥ που απομένει αν από το 
αρχικό πλέγμα ν×κ διαγράψουμε τις 2(λ – 1) λωρίδες είναι ίσο με:  

 

2(λ 1) 2λ 2Ε΄ Ε Ε (1 )Ε
ν ν
− −

= − = −      (1) 

 Το ΡΣΤΥ μπορούμε να το θεωρήσουμε ως κ-λωρίδα.  
 

 Το πλαίσιο Π1 αφήνει «ελεύθερες» 2(ρ – 1) ορ.λ που σύμφωνα με την Π2 

έχουν άθροισμα εμβαδών ίσο με 2(ρ 1)Ε΄
κ
− .  
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Επομένως το εμβαδό του Π1 έιναι: 
 

Ε΄΄ = 
(1)2(ρ 1) 2ρ 2 2ρ 2 2λ 2Ε΄ Ε΄ (1 )Ε΄ (1 )(1 )Ε

κ κ κ ν
− − − −

− = − = − −  =  

     (κ 2ρ 2)(ν 2λ 2)Ε
νκ

− + − +
=  (2) 

 

 Το πλαίσιο του Π1 είναι πλέγμα (ν – 2λ + 2)χ(κ – 2ρ + 2), άρα σύμφωνα με 
το πρώτο μέρος της απόδειξης θα είναι: 

 
(2)

1 2
1 1ε ε Ε΄΄ Ε

(ν 2λ 2)(κ 2ρ 2) νκ
+ = =

− + − +
 

 

Η απόδειξη τώρα για τα τρίγωνα του σχ. 26δ που έχουν διαφορετικό προ-
σανατολισμό είναι όμοια. Σχηματίζουμε δηλ. το περιγεγραμμένο πλαίσιο 
όπως φαίνεται στο σχήμα και ακολουθούμε την ίδια ακριβώς διαδικασία. 
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β) Δύο συμμετρικά στ4 χωρίζονται από μία διαγώνιο σε δύο ζεύγη συμμετρι-

κών τριγώνων (σχ. 26δ), επομένως το άθροισμα των εμβαδών των στ4 εί-

ναι σύμφωνα με το (α):  1 Ε
νκ

 + 1 Ε
νκ

 = 2 Ε
νκ
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Απόδειξη Β΄ (Αλγεβρική) 
 

Έστω πάλι τα τρίγωνα τ1 και τ2 (σχ. 26ε) όπως και στο σχ. 26γ. Σχηματί-
ζουμε τα ομόλογα γωνιακά τρίγωνα του σχήματος και έστω α και β τα εμ-
βαδά τους, ω η διαφορά κατά μήκος των ορ.λ και ω΄ κατά μήκος των κατ.λ. 
 

Αριθμούμε τις ορ.λ του σχήματος από πάνω προς τα κάτω και τις κατακ. 
από αριστερά προς τα δεξιά.  
Έστω ότι το τ1 βρίσκεται στην ρη ορ. και λη κατ. λ.  
Τότε το συμμετρικά του τ2 θα βρίσκεται στην (κ + 1 – ρ)η ορ. και (ν + 1 – λ)η 
κατ. λ.  
Το εμβαδό Α1 του στ3 που βρίσκεται στην ρη ορ.λ και 1η κατ.λ είναι:  

 

Α1 = α + (ρ – 1)ω΄.  
 

Το εμβαδό αυτό είναι ο 1ος όρος της αριθμ. προόδου στην ρη γραμμή.  
Επομένως ο λος όρος της (δηλ. το εμβαδό ε1) είναι: 

 

ε1 = Α1 + (λ – 1)ω   ή  
 

ε1 = α + (ρ – 1)ω΄ + (λ – 1)ω   (1) 
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Θέτοντας λ = 1, 2, 3, …, βρίσκουμε ότι τα εμβαδά των στ3 της ρης λωρίδας 
που είναι ομόλογα με το τ1 είναι: 
α + (ρ – 1)ω΄, α + (ρ – 1)ω΄ + ω, α +(ρ – 1)ω΄ + 2ω, … , α +(ρ – 1)ω΄ +(ν – 1)ω  

με άθροισμα:  ρ
νΣ [2α 2(ρ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

= + − + −   (2) 

Θέτοντας στην (2) όπου ρ = 1,2,3, … , κ, βρίσκουμε ότι τα εμβαδά των στ3 
κάθε ορ.λ που είναι ομόλογα με το τ1 είναι: 
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     Σ1 = ν [2α (ν 1)ω]
2

+ −  

     Σ2 = ν [2α 2ω΄ (ν 1)ω]
2

+ + −  

       …………………………… 

     Σκ = ν [2α 2(κ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

+ − + −  

με άθροισμα: 

 S = Σ1 + Σ2 + … + Σκ = ν [2κα 2(1 2 ... (κ 1))ω΄ κ(ν 1)ω]
2

+ + + + − + −  = 

    = ν [2κα κ(κ 1)ω΄ κ(ν 1)ω]
2

+ − + −  = κν [2α (κ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

+ − + −  

Όμοια βρίσκουμε ότι το άθροισμα των εμβαδών όλων των στ3 που είναι 

ομόλογα με το τ2 είναι: S΄ = κν [2β (κ 1)ω΄ (ν 1)ω]
2

+ − + −  

Επομένως το εμβαδό ολόκληρου του πλέγματος είναι: 

Ε = S + S΄ = κν [2α 2β 2(κ 1)ω΄ 2(ν 1)ω]
2

+ + − + −    ή  

Ε = νκ[α + β + (κ – 1)ω΄ + (ν – 1)ω]  (3) 
 

Για το εμβαδό τώρα του στ3 που βρίσκεται στην ρη ορ. και λη κατ. βρήκαμε ότι:  
ε1 = α + (ρ – 1)ω΄ + (λ – 1)ω 

 

Το συμμετρικό στ3 βρίσκεται στην (κ – ρ + 1)η ορ.λ και (ν – λ + 1)η κατ.λ, 
επομένως σύμφωνα με τον ίδιο τύπο (1) είναι:  

ε2 = β + (κ – ρ)ω΄ + (ν – λ)ω,  
 

άρα    ε1 + ε2 = α + β + (κ – 1)ω΄ + (ν – 1)ω   (4) 

Από τις (3) και (4) βρίσκουμε ότι ε1 + ε2 = 1 Ε
νκ

 και η πρόταση αποδείχθηκε. 

β)  Η απόδειξη για τα στ4 γίνεται όπως και στη γεωμετρική απόδειξη. 
 

Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ως πόρισμα η εξής πρόταση: 
 

Π8. 
Έστω πλέγμα ν×κ εμβαδού Ε. Αν ν και κ περιττοί (οπότε υπάρ-
χουν κεντρική ορ.λ και κατ.λ) το εμβαδό του κεντρικού στ4 είναι 

ίσο με 1 Ε
νκ

. 

Απόδειξη: 
Το κεντρικό στ4 αποτελείται από δύο συμμετρικά στ3. 

 
Συνεχίζεται, στο επόμενο τεύχος του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
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Μια άλλη απόδειξη  
του Θεωρήματος κ. Ν. Ιωσηφίδη 
και μερικές από τις εφαρμογές του.(*)  

 

             Κυριαζής Νίκος 
            Θεσσαλονίκη 

 
1. Γενικά 
 

Πιστεύω ότι είμαι ο πρώτος ή από τους πρώτους που ο κ. Νίκος Ιωσηφίδης 
μου έκανε γνωστή τηλεφωνικά, την Πρότασή του που δημοσιεύεται στο 3ο τεύ-
χος του περιοδικού «ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ», σελ.88 (Λήμμα Λ1). 

Η Πρόταση αυτή με εντυπωσίασε και όταν μου δόθηκε ευκαιρία ασχολήθη-
κα μαζί της, με αποτέλεσμα να επιτύχω μια άλλη απόδειξή της  και να την ε-
φαρμόσω για την απόδειξη σε διάφορες γνωστές ή νέες Προτάσεις, συμβάλλο-
ντας έτσι στην προσπάθεια του κ. Ν. Ιωσηφίδη. Τα αποτελέσματα είναι αξιόλο-
γα και αναφέρονται παρακάτω.  

Ακόμη, η Πρόταση αυτή έγινε αφορμή για την ανακάλυψη νέων σημαντικών 
προτάσεων που τις έχω καταχωρήσει στο βιβλίο (1) παρ/φοι 8i(173) – 8i(177), 
και που αφορούν τα εξάπλευρα. 

Η παραπάνω Πρόταση του κ. Ν. Ιωσηφίδη είναι σπουδαία, έχει πολλές ε-
φαρμογές και από όσα μέχρι τώρα γνωρίζουμε είναι καινούρια. Έτσι της έδωσα 
και την ονομασία που πρέπει και με τον τρόπο αυτό θα την συναντούμε στο 
εξής παρακάτω.  
 

2. Μια άλλη απόδειξη του Θεωρήματος κ. Ν. Ιωσηφίδη 
 

 Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ τετράπλευρου ΑΒΓΔ θεωρούμε σημεία 
Ε, Ζ, Η, Θ (1) αντίστοιχα, τέτοια ώστε:  

  ΑΕ ΔΗ ΑΘ ΒΖ= = κ, = = λ.
ΕΒ ΗΓ ΘΔ ΖΓ

 (1). 

 Αν ∩ ≡ΕΗ ΘΖ Μ , να δειχθεί ότι είναι και: 

  ΘΜ ΕΜ= κ, = λ.
ΜΖ ΜΗ

 (2). 

                                                  
 (*)Μας είναι δύσκολο να δεχτούμε τον όρο που υιοθέτησε ο Νίκος Κυριαζής «Θεώρημα Ιω-
σηφίδη» για την βασική πρόταση που δώσαμε στο προηγούμενο τεύχος. Δεν μπορούμε 
όμως να παραποιήσουμε το άρθρο και το παραθέτουμε όπως ακριβώς το λάβαμε. 
(1) Τα ζεύγη των σημείων των απέναντι πλευρών του τετ/ρου, μπορεί να είναι εσωτερικά ή 
εξωτερικά τους σημεία, κατά ζεύγη.  
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Απόδειξη (Σχήμα 1α) 
 

Από τα Ε, Β, Η, Γ φέρουμε 
παράλληλες στην ΑΔ οι ο-
ποίες τέμνουν την ΘΖ στα 
σημεία Ι, Λ, Κ, Ν αντίστοι-
χα. 
Τα τρίγωνα ΖΒΛ, ΖΓΝ είναι 
όμοια, αφού ΒΛ // ΓΝ:  

 

ΖΒΛ ΖΓΝ, ΖΛΒ ΖΝΓ= = , 
οπότε: 

       ΒΖ ΒΛ λ.
ΖΓ ΓΝ

= =          (3). 

 
Επομένως, η 2η  των (1) 
λόγω της (3), γίνεται: 
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  ΑΘ ΒΛ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛλ .
ΘΔ ΓΝ ΕΒ ΘΔ ΑΕ ΓΝ ΕΒ ΔΘ ΑΕ ΓΝ

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
= = = = =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
 (4). 

 

Από το τραπέζιο ΑΒΛΘ, σύμφωνα με γνωστή μας Πρόταση ([1] άσκηση 264), 
θα είναι: 

  ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛΕΙ .
ΑΕ ΕΒ

⋅ + ⋅
=

+
 (5). 

 

Από το τραπέζιο ΓΔΘΝ, με όμοιο τρόπο παίρνουμε: 
 

  ΗΓ ΘΔ ΔΗ ΓΝΗΚ .
ΔΗ ΗΓ

⋅ + ⋅
=

+
 (6). 

 

Έτσι, η (6), αν ληφθεί υπόψη η πρώτη των (1), γίνεται: 
 

  ΕΒ ΔΘ ΑΕ ΓΝΗΚ .
ΑΕ ΕΒ

⋅ + ⋅
=

+
 (7). 

 

Άρα από τις  (5), (7)   ⇒     ΕΙ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛ .
ΗΚ ΕΒ ΔΘ ΑΕ ΓΝ

⋅ + ⋅
=

⋅ + ⋅
 (8). 

 

Επομένως, από τις (4), (8)   ⇒   ΑΘ ΕΙλ
ΘΔ ΗΚ

= = , και επειδή τα τρίγωνα ΜΕΙ, 

ΜΗΚ είναι όμοια (ΕΙ//ΚΗ), θα είναι ΕΙ ΕΜλ
ΗΚ ΜΗ

= =  ή ΕΜλ
ΜΗ

= . 

Όμοια βρίσκουμε και ότι ΘΜκ
ΜΖ

= , αν από τα Θ, Δ, Γ, Ζ φέρουμε παράλληλες 

στην ΑΒ, οι οποίες τέμνουν την ΕΗ στα σημεία Ι΄, Λ΄, Ν΄, Κ΄, αντίστοιχα.  
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Παρατηρήσεις: 
 

α. Στο ίδιο αποτέλεσμα φθάνουμε αν αντί των παραλλήλων στην ΑΔ, φέρουμε 
από τα Α, Ε, Β, Δ, Η, Γ κάθετες στην ΖΘ και εργασθούμε με ανάλογο τρό-
πο, που εργασθήκαμε παραπάνω.  

 

β. Η Πρόταση αληθεύει και όταν π.χ. τα ζεύγη των σημείων Ε, Η ή Θ, Ζ είναι 
κατά ζεύγη εξωτερικά σημεία των πλευρών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. Στις 
περιπτώσεις αυτές, η απόδειξη γίνεται όπως παραπάνω, αλλά τα σημεία 
των τμημάτων ΑΕ, ΕΒ και ΔΗ, ΗΓ ή ΑΘ, ΘΔ και ΒΖ, ΖΓ, στις σχέσεις (4) – 
(8), πρέπει να προσαρμόζονται κατάλληλα, ανάλογα με την περίπτωση, 
όπως φαίνεται και παρακάτω στην παρατήρηση γ.  

 

γ. Η Πρόταση αληθεύει και σε μη κυρτά τετράπλευρα. Τούτο αποδεικνύεται 
όπως ακριβώς έγινε και με κυρτά τετράπλευρα, αλλά με τις εξής διαφορές 
[σχήμα 1(β)]. 
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 Η σχέση (4), γίνεται: 

  ΑΘ ΒΛ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛλ .
ΘΔ ΓΝ ΕΒ ΘΔ ΑΕ ΓΝ ΕΒ ΔΘ ΑΕ ΓΝ

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
= = = = =

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
 (4). 

  

 Για το μη κυρτό τραπέζιο ΑΒΛΘ, αν εργασθούμε όπως στην Πρόταση 264 
του βιβλίου [1], εύκολα βρίσκουμε ότι: 

 

  ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛΕΙ .
ΑΕ ΕΒ

⋅ − ⋅
=

+
 (5). 

 

 Όμοια βρίσκουμε  και για το μη κυρτό τραπέζιο ΓΔΘΝ, ότι είναι: 
  

  ΔΘ ΗΓ ΓΝ ΗΔΗΚ .
ΔΗ ΗΓ
⋅ − ⋅

=
+

 (6). 
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 (6), (1)           ⇒   
ΔΘ ΕΒ ΓΝ ΑΕΗΚ .

ΑΕ ΕΒ
⋅ − ⋅

=
+

 (7). 
  

 (5), (7)          ⇒   
ΕΙ ΕΒ ΑΘ ΑΕ ΒΛ .
ΗΚ ΕΒ ΔΘ ΑΕ ΓΝ

⋅ − ⋅
=

⋅ − ⋅
 (8). 

  

 (4), (8)          ⇒  
ΑΘ ΕΙλ
ΘΔ ΗΚ

= =  ή ΕΙ ΕΜλ
ΗΚ ΜΗ

= =  ή ΕΜλ
ΜΗ

= , κ.ο.κ. 

 Στη συνέχεια βρίσκουμε εύκολα και ότι ΘΜκ
ΜΖ

= , αν από τα Θ, Δ, Γ, Ζ φέ-

ρουμε παράλληλες στην ΑΒ, που τέμνουν την ΕΗ στα Ι΄, Λ΄, Ν΄, Κ΄ αντί-
στοιχα.  

 

δ. Σχετική είναι και η Πρόταση 8i(166) του βιβλίου [2]. 
 

ε. Εύκολα μπορούμε να διακρίνουμε τις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις του 
παραπάνω θεωρήματος, οι οποίες δίνονται με την μορφή πορισμάτων: 

 
Πόρισμα 1o 
 Σε κάθε τετράπλευρο οι τρεις ευθείες που συνδέουν τα μέσα των 

ζευγών των απέναντι πλευρών και διαγωνίων του αλληλοδιχοτο-
μούνται. 

 
Απόδειξη (Σχήμα 2) 
 

Θεωρούμε το τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ (κυρτό ή μη) και τα μέσα 
Μ1, Μ2, … , Μ6 των ΑΒ, ΒΓ, … , 
ΒΔ. Θα δείξουμε ότι Μ1Μ3, 

Μ2Μ4, Μ5Μ6 αλληλοδιχοτομού-
νται. 
 

Σύμφωνα με το θ. Ν. Ιωσηφίδη, 
για το κυρτό τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ, αν Μ είναι το σημείο το-
μής των Μ1Μ3, Μ2Μ4, τότε η 
Μ1Μ3 θα τέμνει την Μ2Μ4 στο 
μέσον της. Δηλαδή, η τομή Μ 
είναι μέσον της Μ2Μ4. Αντί-
στροφα, για τον ίδιο λόγο και η 
Μ2Μ4 θα τέμνει την Μ1Μ3 στο 
μέσον της.  
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Δηλαδή, το Μ είναι μέσον και της Μ1Μ3, οπότε οι Μ1Μ3, Μ2Μ4 αλληλοδιχοτο-
μούνται. 

Επίσης, σύμφωνα με τα προηγούμενα και οι Μ5Μ6, Μ2Μ4, στο μη κυρτό τετρά-
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πλευρο ΑΓΒΔ, θα αλληλοδιχοτομούνται. Δηλαδή και η Μ5Μ6 θα περνά από το 
μέσον Μ της Μ2Μ4, που είναι και μέσον της Μ1Μ3 και θα διχοτομείται απ’ αυτό 
(Άρα είναι και 1 3 2 4 5 6ΜΜ Μ Μ Μ Μ Μ∩ ∩ ≡ ). 
 

Πόρισμα 2o 

 

Σε κάθε τετράπλευρο ΑΒΓΔ (κυρτό ή μη), για το οποίο τα Μ1, Μ3 
είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα και τα Ζ,Θ είναι 

σημεία των ΒΓ, ΑΔ για τα οποία είναι ΑΘ ΒΖ= = λ
ΘΔ ΖΓ

, τότε θα είναι 

και:   ΖΜ = ΜΘ, 1

3

Μ Μ = λ
ΜΜ

. 
 

Απόδειξη (Σχήμα 3) 
 
 
 
 
Τούτο είναι άμεση συνέπεια 
του Θ. Ν. Ιωσηφίδη. 
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Πόρισμα 3o 
 

Αν σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ (Σχήμα 4), δίνονται σημεία Θ, Ζ 
στις πλευρές ΑΔ, ΒΓ αντίστοιχα, τα μέσα Μ5, Μ6 των διαγωνίων 

του ΑΓ, ΒΔ, αν ≡ ∩ 5 6Μ ΘΖ Μ Μ , και ΔΘ ΒΖ= = κ
ΘΑ ΖΓ

, τότε θα είναι και 

6

5

Μ Μ = κ
ΜΜ

, ΜΘ = ΜΖ.                  (1) 

Απόδειξη 
 

Το πόρισμα τούτο πραγματικά αληθεύει, καθώς αν θεωρήσουμε το μη κυρτό 

τετράπλευρο ΑΓΒΔ στο οποίο είναι ΔΘ ΒΖ κ
ΘΑ ΖΓ

= =  και τα Μ5, Μ6 είναι τα μέσα 

των ΑΓ, ΒΔ, σύμφωνα με το παραπάνω πόρισμα 2, θα αληθεύει η σχέση (1). 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Το πόρισμα 3 είναι άσκηση γνωστή και αναφέρεται στο περιοδι-
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κό [3] τεύχος 5/1999 σελ. 35, όπου όμως η απόδειξη γίνεται με άλλο τρόπο 
αναλυτικά. 

 

Πόρισμα 4o 
 

Αν σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ (Σχήμα 4), δίνονται σημεία Θ, Ζ 
στις πλευρές του ΑΔ, ΒΓ και σημεία α, δ στις διαγώνιές του ΑΓ, ΒΔ 

αντίστοιχα και αν ≡ ∩1Μ ΘΖ αδ  και ΔΘ ΒΖ= = κ
ΘΑ ΖΓ

, Αα Δδ= = λ
αΓ δΒ

, 

τότε θα είναι: 1 1

1 1

δΜ ΘΜ= κ, = λ.
Μ α Μ Ζ

    (1). 
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Απόδειξη 
 

Και τούτο πραγματικά αληθεύει, καθώς αν θεωρήσουμε το μη κυρτό τετρά-
πλευρο ΑΓΒΔ, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, θα αληθεύει η (1). 
 
(Όμοια, αν β, γ είναι σημεία των  ΒΔ, ΑΓ αντίστοιχα,  

2Μ ΖΘ βγ≡ ∩    και   Δβ Aγ μ
βΒ γΓ

= = , βρίσκουμε και ότι  2

2

βΜ κ
Μ γ

= , 2

2

θΜ μ
Μ Ζ

= ). 

 

Πόρισμα 5ο 
 

Αν σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ (Σχήμα 5), δίνονται σημεία α, β 

στις ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα, για τα οποία είναι Δα Αβ= = κ
αβ βΓ

, Μ1, Μ2 εί-

ναι τα μέσα των ΑΔ, ΒΓ αντίστοιχα και ≡ ∩1 2Μ Μ Μ αβ , τότε είναι:  

αΜ = βΜ  και  1

2

Μ Μ = κ
ΜΜ

.           (1). 
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Απόδειξη 
 
Πραγματικά αν θεωρή-
σουμε το μη κυρτό τετρά-
πλευρο ΑΓΒΔ τότε θα έ-
χουμε προφανώς την ει-
δική περίπτωση του Πο-
ρίσματος 2 παραπάνω, ο-
πότε θα αληθεύουν οι ι-
σότητες της (1). 
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3. Εφαρμογές 
 
Παρακάτω δίνουμε μερικές εφαρμογές του θεωρήματος κ. Ν. Ιωσηφίδη. 
 
Εφαρμογή 1η 
 

Σε τετράπλευρο ΑΒΓΔ, αν τα Μ1, Μ2 είναι τα μέσα των πλευρών 
ΒΓ, ΔΑ αντίστοιχα, Ε είναι το σημείο τομής της ΓΔ και της συμμε-
τρικής ευθείας (ε) της ΑΒ, ως προς την Μ1Μ2, και αν η κάθετη 
στην Μ1Μ2 από το Ε τέμνει την Μ1Μ2 στο Μ και την ΑΒ στο Ζ, να 

δειχθεί ότι ΕΜ = ΜΖ και 2

2

Μ ΜΑΖ ΔΕ= = .
ΖΒ ΕΓ ΜΜ

 (1). 

Απόδειξη (Σχήμα 6) 
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Επειδή η ευθεία (ε) είναι συμμετρική της ΑΒ ως προς την Μ1Μ2 και η 
1 2ΕΖ ΜΜ⊥ , θα είναι πραγματικά ΕΜ = ΜΖ. 

Αν Κ είναι η τομή των καθέτων στις ΓΔ, ΑΒ, στα Ε, Ζ αντίστοιχα, τότε σύμφωνα 
με την Πρόταση 8i(133) του βιβλίου [2], τα τρίγωνα ΚΑΒ, ΚΔΓ  είναι όμοια και 
επειδή τα ΚΖ, ΚΕ είναι τα ομόλογα ύψη τους, θα είναι: 
 

  ΑΖ ΒΖ
ΔΕ ΓΕ

=    ⇒  
ΑΖ ΔΕ .
ΖΒ ΕΓ

=  (2). 

 

Άρα, σύμφωνα με το παραπάνω Πόρισμα 2, θα αληθεύει και η ζητούμενη σχέ-
ση (1). 

 
Εφαρμογή 2η (Γνωστή Πρόταση 321 του [1]) 
 

Θεωρούμε πλήρες τετράπλευρο ΑΒΓΔ Α1 Β1 ( ≡ ∩1Α ΑΒ ΓΔ , 
≡ ∩1Β ΑΔ ΒΓ ) του οποίου το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμ-

μένο, σε κύκλο Ο. Αν οι διχοτόμοι των γωνιών Α1, Β1 τέμνουν τα 
ζεύγη των πλευρών ΑΔ – ΒΓ, ΑΒ – ΓΔ στα ζεύγη ων σημείων Θ – Ζ, 
Ε – Η, αντίστοιχα και Μ1, Μ2 είναι τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ 
αντίστοιχα, να δειχτεί ότι η τομή Κ των ΕΗ, ΘΖ ανήκει στην Μ1Μ2, 
ενώ το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο. 

 
 
Απόδειξη (Σχήμα 7) 
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Από τα όμοια τρίγωνα Α1ΑΓ, Α1ΔΒ, παίρνουμε: 
 

  1 1

1 1

ΑΑ ΓΑ ΑΓ .
Α Δ A B ΒΔ

= =  (1). 

 

Ακόμη, σύμφωνα με το θεώρημα της διχοτόμου, για τα τρίγωνα Α1ΑΔ, Α1ΓΒ, θα 
είναι: 

  1 1

1 1

ΑΑ ΓΑΑΘ ΓΖ,
Α Δ ΘΔ Α Β ΖΒ

= = . (2). 

 

  (1), (2)   ⇒     
ΑΘ ΓΖ ΑΓ
ΘΔ ΖΒ ΒΔ

= = . (3). 

Έτσι, αφού είναι ΑΘ ΓΖ
ΘΔ ΖΒ

=  και τα Μ1, Μ2 είναι τα μέσα των ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα, 

σύμφωνα με το Πόρισμα 3 παραπάνω, για το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ, θα 
είναι: 

  ΘΚ ΚΖ= ,   1

2

ΜΚ ΑΘ ΓΖ
ΚΜ ΘΔ ΖΒ

= = . (4). 

  (3), (4)    ⇒    1

2

ΜΚ ΑΓ
ΚΜ ΒΔ

= , ΘΚ ΚΖ=  (5). 

 

Αν η Β1ΗΕ τέμνει την Μ1Μ2 στο Κ΄, τότε βρίσκουμε όπως παραπάνω και ότι:  
 

  ΕΚ΄ ΚΉ= , 1

2

ΜΚ΄ ΑΓ
Κ΄Μ ΒΔ

= . (6). 

 

Από τις (5), (6)   ⇒   1 1

2 2

ΜΚ ΜΚ΄
ΚΜ Κ΄Μ

=    ⇒   Κ Κ΄≡
(6)
⇒ , ΕΚ = ΚΗ,             (7). 

ενώ το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο, καθώς οι διαγώνιες του 
διχοτομούνται [Σχέσεις (4), (7)]. 
 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Επειδή, σύμφωνα με την πρόταση 1β (24), η ΕΗ⊥ ΘΖ το πα-
ραλληλόγραμμο ΕΖΗΘ, θα είναι ρόμβος. [Πρόταση 1β (25) του [2].  

 
Εφαρμογή 3η (Νέος τρόπος εύρεσης γνωστού γεωμετρικού τόπου, [4] 
Πρότ. 372α) 
 

Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ και εγγεγραμμένο σ’ αυτό παραλ-
ληλόγραμμο ΕΖΗΘ (Ε∈ΑΒ, Ζ∈ΒΓ, Η∈ΓΔ, Θ∈ΔΑ), του οποίου οι 
απέναντι πλευρές είναι παράλληλες στις αντίστοιχες διαγώνιες 
του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ (ΕΘ//ΒΔ//ΖΗ, ΕΖ//ΑΓ//ΗΘ). Να βρεθεί ο 
γ.τ. της τομής Μ των διαγωνίων όλων των παραλληλογράμμων 
των εγγεγραμμένων στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ, όπως το παραπά-
νω ΕΖΗΘ. 
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Λύση (Σχήμα 8). 
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α. Ανάλυση 
Αν ΕΖΗΘ είναι ένα από τα παραλληλόγραμμα αυτά, τότε θα είναι: 
  

  ΑΕ ΑΘ ΓΖ ΓΗ κ.
ΕΒ ΘΔ ΖΒ ΗΔ

= = = =  (1). 

Δηλαδή είναι: ΑΘ ΓΖ κ.
ΘΔ ΖΒ

= =  (2). 
 

Η σχέση (2) σημαίνει ότι η ΘΖ τέμνει την ευθεία Μ1Μ2 που ενώνει τα μέσα Μ1, 
Μ2 των διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα, σε σημείο Μ που είναι μέσον της ΘΖ και 

που 1

2

ΜΜ κ
ΜΜ

=  (Πόρισμα 3 παραπάνω). 

 

Όμοια βρίσκουμε ότι και το μέσον Μ΄της ΕΗ, ανήκει στην Μ1Μ2 και είναι 
1

2

ΜΜ΄ κ
Μ΄Μ

= . Τούτο σημαίνει ότι το Μ Μ΄≡  (είναι φανερό ότι η απόδειξη τούτου 

δεν είναι αναγκαία, καθώς είναι γνωστό, αφού το ΕΖΗΘ παραλληλόγραμμο). 
Δηλαδή, η τομή Μ των διαγωνίων του παραλληλογράμμου ανήκει στην σταθε-
ρή ευθεία Μ1Μ2. 
 
 
β. Αντίστροφο 
 

Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ της Μ1Μ2. Θα δείξουμε ότι το Μ είναι σημείο τομής 
διαγωνίων παραλληλογράμμου ΕΖΗΘ εγγεγραμμένου στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ, 
με ΕΘ//ΗΖ//ΒΔ, ΕΖ//ΗΘ//ΑΓ. 
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Στις ΑΔ, ΓΒ ορίζουμε σημεία Θ, Ζ αντίστοιχα, για τα οποία να είναι:  

  1

2

ΜΜΑΘ ΓΖ .
ΘΔ ΖΒ ΜΜ

= =  (3). 

 

Έτσι, σύμφωνα με το Πόρισμα 3 παραπάνω η ΘΖ, θα τέμνει την Μ1Μ2, σε ση-
μείο Μ΄ το οποίο είναι μέσον της ΘΖ και: 
 

  1

2

ΜΜ΄ ΑΘ ΓΖ
Μ΄Μ ΘΔ ΖΒ

= = . (4). 

  

  (3), (4) 1 1

2 2

ΜΜ΄ ΜΜ Μ΄ Μ
Μ΄Μ ΜΜ

⇒ = ⇒ ≡ .  

 

Όμοια ορίζουμε σημεία Ε, Η στις ΑΒ, ΓΔ για τα οποία να είναι: 

  1

2

ΜΜΑΕ ΓΗ
ΕΒ ΗΔ ΜΜ

= =  (5). 

 

και αποδεικνύουμε όπως παραπάνω, ότι το μέσον Μ1΄ της ΕΗ συμπίπτει με το Μ. 
 

γ. Απόδειξη 
 

Έχουμε λοιπόν το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΕΖΗΘ στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ 
του οποίου η τομή των διαγωνίων Μ συμπίπτει με το Μ που είναι μέσον των 
ΑΓ, ΒΔ. Άρα το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι και παραλληλόγραμμο, καθώς η τομή 
των διαγωνίων του τις διχοτομεί. 
 

Εφαρμογή 4η (Ανάλογο θεώρημα Brianchon) 
 

Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ και στις πλευρές του ΑΒ, ΒΓ ,ΓΔ, 
ΔΑ σημεία Ε, Ζ, Η, Θ αντίστοιχα, για τα οποία είναι: 

ΑΕ ΔΗ ΑΘ ΒΖ= = κ, = = λ
ΕΒ ΗΓ ΘΔ ΖΓ

                        (1). 

Αν ≡ ∩ ≡ ∩Μ ΕΗ ΖΘ, Κ ΒΗ ΔΖ , να δειχθεί ότι η ΑΜΚ είναι ευθεία, ή 
ότι ∩ ∩ ≡ΑΜ ΒΗ ΔΖ Κ . 

 

Απόδειξη (Σχήμα 9) 
 

Αν ληφθεί ότι Κ΄ ΑΜ ΒΗ≡ ∩ , τότε σύμφωνα με το θεώρημα Μενελάου, από το 
τρίγωνο ΑΕΜ και διατέμνουσα την ΒΗ, παίρνουμε: 
 

  ΑΒ ΕΗ ΜΚ΄ 1.
ΒΕ ΗΜ Κ΄Α

⋅ ⋅ =  (2). 
 

Αν ληφθεί ότι Κ΄΄ ΑΜ ΔΖ≡ ∩ , τότε όμοια, από το τρίγ. ΑΘΜ και διατέμνουσα 
την ΔΖ, παίρνουμε: 

  ΑΔ ΘΖ ΜΚ΄΄ 1
ΔΘ ΖΜ Κ΄΄Α

⋅ ⋅ = . (3). 
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ê
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Σύμφωνα με το θεώρ. Ιωσηφίδη, οι (1) γίνονται: 
 

  ΑΕ ΔΗ ΘΜ κ
ΕΒ ΗΓ ΜΖ

= = = , ΑΘ ΒΖ ΕΜ λ.
ΘΔ ΖΓ ΜΗ

= = =  (4). 

   

  (4)    ⇒    
ΑΕ ΕΒ ΘΜ ΜΖ ΑΒ ΘΖ
ΒΕ ΖΜ ΒΕ ΖΜ
+ +

= ⇒ = . (5). 

 

  (4)   ⇒  
ΑΘ ΘΔ ΕΜ ΜΗ ΑΔ ΕΗ

ΔΘ ΗΜ ΔΘ ΗΜ
+ +

= ⇒ = . (6). 

 
Έτσι, η (3) λόγω των (5) και (6), γίνεται: 
 

  ΕΗ ΑΒ ΜΚ΄΄ 1
ΗΜ ΒΕ Κ΄΄Α

⋅ ⋅ =  (7). 

 

Από τις (2) και (7), προκύπτει ότι: 
 

  ΜΚ΄ ΜΚ΄΄ Κ΄ Κ΄΄
Κ΄Α Κ΄΄Α

= ⇒ ≡ . 

 
Τούτο σημαίνει ότι οι ΒΗ και ΔΖ περνούν από το ίδιο σημείο της προέκτασης 
της ΑΜ, οπότε και η τομή Κ των ΒΗ, ΔΖ συμπίπτει με το σημείο αυτό της ΑΜ.  
 

Δηλαδή, είναι Κ΄ Κ΄΄ Κ≡ ≡  και επομένως η ΑΜΚ είναι πραγματικά ευθεία, ή ότι 
ΑΜ ΒΗ ΔΖ Κ∩ ∩ ≡ . 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:  
 

α. Η εφαρμογή 4, αποτελεί ένα καινούριο θεώρημα, ανάλογο με εκείνο του 
θεωρήματος Brianchon για το εξάπλευρο ΑΒΖΜΗΔ ([5] θεώρημα 494), το 
οποίο μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 

 
“Κάθε εξάπλευρο ΑΒΖΜΗΔ, του οποίου τα ζεύγη των απέναντι πλευρών ΑΒ- 
ΜΗ, ΒΖ –ΔΗ, ΔΑ – ΖΜ, τέμνονται στα σημεία Ε, Γ, Θ, και για το οποίο στο τε-

τράπλευρο ΑΒΓΔ, είναι: ΑΕ ΔΗ κ
ΕΒ ΗΓ

= = , ΑΘ ΒΖ λ
ΘΔ ΖΓ

= = , έχει συντρέχουσες δια-

γώνιες (Δηλ. ΑΜ ΒΗ ΔΖ Κ∩ ∩ ≡ ).” 
 

Την γενίκευση του θεωρήματος αυτού, δίνουμε στο βιβλίο [2] παρ/φος 8i(173), 
όπου η απόδειξή του γίνεται με άλλο τρόπο. 
 

β. Αν εργασθούμε όπως παραπάνω στην εφαρμογή 4 , αποδεικνύουμε ότι και 
ΓΜ περνά από το 1Κ ΒΘ ΔΕ≡ ∩ , η ΔΜ από το 2Κ ΑΖ ΓΕ≡ ∩  και η ΒΜ από 
το 3Κ ΑΗ ΓΘ≡ ∩ . Δηλαδή, αποδείξαμε μια ειδική περίπτωση της Πρότασης 
2δ(2) του βιβλ. [2], με άλλο τρόπο. 

 

γ. Σχετικές είναι και οι Προτάσεις: 
 1α(47), 1α(71), 2δ(2), 8i(173) – 8i(177) του βιβλίου [2]. 
 
 
4. Σχόλια 
 
α. Το παραπάνω θεώρ. του Ν. Ιωσηφίδη και κυρίως η εφαρμογή 4 παραπά-

νω, έγινε αφορμή για την επινόηση των θεωρημάτων μου (173) – 8i(177) 
του βιβλίου [2], που αναφέρονται σε εξάγωνα και τα οποία μελλοντικά, θα 
αποτελέσουν ιδιαίτερο άρθρο μου, προκειμένου να δημοσιευθεί στον “Α-
ΠΟΛΛΩΝΙΟ”. 

 

β. Με βάση το ίδιο θεώρημα έχουν προκύψει και πολλές ασκήσεις, τις οποίες 
θα προτείνω μελλοντικά για λύση στο ίδιο περιοδικό. 

 

 
Βιβλιογραφία 
 

[1] Γεωμετρία του Γ. Τσίντσιφα. 
 

[2] Νέα Στοιχεία Γεωμετρίας του Νίκου Κυριαζή. 
 

[3] Περιοδικό, “Τα Μαθηματικα στο Ενιαίο Λύκειο” του Ευθ. Κωστόγιαννου. 
 

[4] Θεωρήματα και προβλήματα Γεωμετρίας του Ν. Κισκύρα. 
 

[5] Γεωμετρία, Μαθηματικές Ολυμπιάδες του Δ. Κοντογιάννη. 
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 Ευθείας ΝS, συνέχεια... 

 

              Βήττας Κωνσταντίνος 
                   Αρχιτέκτων Ε.Μ.Π. 
                   Μαρούσι, Αθήνα 
 

 

 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ της ΣΥΝΤΑΚΤΙΚΗΣ ΕΠΙΤΡΟΠΗΣ του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ: 
 

Στο τεύχος 2 του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ δημοσιεύσαμε απόδειξη της πρότασης:  
 

Σε κάθε τρίγωνο το σημείο Steiner, το σημείο Μ. Ναπολέοντα και 
το περίκεντρο είναι συνευθειακά. 

 

Η απόδειξη που παραθέσαμε ανήκει στον συνεργάτη του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ Νί-
κο Κυριαζή1 και ίσως είναι η πρώτη γεωμετρική απόδειξη που έχει δημοσιευθεί. 
Στο τεύχος 3 του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ δημοσιεύσαμε δύο ακόμη αποδείξεις που ανή-
κουν στον αρχιτέκτονα από την Αθήνα Κώστα Βήττα και μια απόδειξη που α-
νήκει στο συνάδελφο από τη Βέροια Θεόφιλο Χρυσοστομίδη. 
 Όπως έχουμε γράψει, τα θέματα στον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ δεν κλείνουν με τη δη-
μοσίευση κάποιας πρότασης, αλλά είναι ανοιχτά για όλους εσάς που θέλετε να 
δώσετε συνέχεια. Ο ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ επίσης ενδιαφέρεται περισσότερο για νέες 
προτάσεις και ασκήσεις και ειδικά για εκείνες που δεν έχουν ξαναδημοσιευθεί. 
Με τη λογική αυτή η παραπάνω πρόταση για τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ έχει μέγιστη ση-
μασία, αν και σαν πρόταση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας δε νομίζουμε ότι μπο-
ρεί να χρησιμοποιηθεί για την απόδειξη άλλων προτάσεων, εκτός και αν κά-
ποιοι αναγνώστες μας αποδείξουν το αντίθετο, πράγμα όχι απίθανο. 

Ο εκλεκτός συνεργάτης μας Κώστας Βήττας δε σταμάτησε εκεί, αλλά μας 
έκανε μια ευχάριστη έκπληξη στέλνοντάς μας μια γενίκευση της παραπάνω 
πρότασης. Θέλουμε να πιστεύουμε ότι η επέκταση της πρότασης αυτής δημο-
σιεύεται για πρώτη φορά, εκτός και αν κάποιος αναγνώστης, μας πληροφορή-
σει για το αντίθετο. Παραθέτουμε την πρόταση στη γενική της μορφή καθώς και 
την απόδειξή της. 
ΘΕΩΡΗΜΑ 

                                                  
1 Παραλείπουμε τη λέξη κύριος μπροστά από τα ονόματα ως αυτονόητη. 
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Με βάσεις τις πλευρές ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ, τριγώνου ΑΒΓ και προς το ε-
ξωτερικό (ή το εσωτερικό) μέρος αυτού, κατασκευάζουμε τα ό-
μοια ισοσκελή τρίγωνα ΒΑ΄Γ, ΑΒ΄Γ, ΑΓ΄Β αντιστοίχως 
(ΒΆ Γ = ΑΒ΄Γ = ΑΓ΄Β = 2ω ).  
Εάν Α΄΄, Β΄΄, Γ΄΄, είναι τα ορθόκεντρα των ως άνω τριγώνων, απο-
δείξτε ότι: 
α) Οι ευθείες ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, τέμνονται στο ίδιο σημείο, έστω το Σ. 
β) Οι ευθείες ΑΑ΄΄, ΒΒ΄΄, ΓΓ΄΄, τέμνονται στο ίδιο σημείο, έστω το Ν.  
γ) Η ευθεία ΣΝ διέρχεται δια του περικέντρου Κ του τριγώνου ΑΒΓ. 

 
Απόδειξη: 

 

Το (α) και το (β) ζητούμενο του θεωρήματος αποδεικνύονται με τον ίδιο α-
κριβώς τρόπο σύμφωνα με τη βοηθητική πρόταση 1, γιατί τα: 
ΒΑ Γ, ΓΒ Α, ΑΓ Β′′ ′′ ′′  είναι επίσης όμοια ισοσκελή τρίγωνα.   
Το (γ) ζητούμενο αποδεικνύεται με τον ίδιο τρόπο, όπως και στην περί-

σχ. 1 
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πτωση των ισόπλευρων τριγώνων (βλέπε σελίδα 152 του τρίτου τεύχους 
του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ), εφαρμόζοντας εδώ την πρώτη (ισχύει και η δεύτερη) α-
πόδειξη. 

 
Πράγματι στο σχ.1 αν Η, Θ είναι αντιστοίχως τα αντιδιαμετρικά των Β, Γ 

στον κύκλο (κ), τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΑΗ ( )BAH 90= °  έχουμε:  

ΑBH 90 ΑHB= ° −  και επειδή ΑHB Γ=  ⇒ 

⇒ ΑBH 90 Γ ΚΒΓ 90 Γ ω′′= ° − ⇒ = ° − +  (1) 
 

Έστω Ι  το σημείο τομής των ΒΓ′ και ΓΒ′.  
 

Επειδή ΑΓΒ 90 ω ΒΓΙ 90 Γ ω′ = ° − ⇒ = ° − +     (2)    σχ. 1 

Από (1), (2) ⇒  ΚΒΓ ΒΓΙ φ′′ = =     (3) 
 

Ομοίως, ισχύει: ΚΓΒ ΓΒΙ ρ′′ = =     (4) 
 
•  Συγκρίνουμε τις δέσμες Β.ΙΔΚΓ′′  και Γ.Β ΚΔΙ.′′  Έχουν τις γωνίες των ομoλό-

γων ακτίνων τους ίσες και άρα έχουν ίσους διπλούς λόγους.  
 

Άρα:   (Β.ΙΔΚΓ ) (Γ.Β ΚΔΙ)′′ ′′=     (5) 
 

Έστω Ε′, Ζ′ αντιστοίχως, τα σημεία τομής της ΒΓ  από τις Β Κ′  και Γ Κ.′   
Η ευθεία Γ′Ζ′ τέμνει τη δέσμη Β.ΙΔΚΓ′′  και άρα:  

(Β.ΙΔΚΓ ) (Γ ,Ζ ,Κ,Γ )′′ ′ ′ ′′=   (6) 
 

Ομοίως η ευθεία Β′Ε′ τέμνει τη δέσμη Γ.Β ΚΔΙ′′  και άρα:  
(Γ.Β ΚΔΙ) (Β ,Κ,Ε ,Β )′′ ′′ ′ ′=   (7) 

 

 (5), (6), (7) ⇒  (Γ ,Ζ ,Κ,Γ ) (Β ,Κ,Ε ,Β ) (Ε ,Β ,Β ,Κ) (Β ,Ε ,Κ,Β )′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′= = =   (8) 
 

Αλλά (Γ ,Ζ ,Κ,Γ ) (Γ.Γ Ζ ΚΓ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=     (9)    και (Β ,Ε ,Κ,Β ) (Β.Β Ε ΚΒ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=   (10) 
 

(8), (9), (10) ⇒  (Β.Β Ε ΚΒ ) (Γ.Γ Ζ ΚΓ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=    (11) 
 

Από την ισότητα (11) συμπεραίνουμε ότι επειδή οι δέσμες Β.Β Ε ΚΒ′ ′ ′′  και 
Γ.Γ Ζ ΚΓ ,′ ′ ′′  έχουν ίσους διπλούς λόγους και κοινή μία ομόλογη ακτίνα τους, 
την ΒΕ ΓΖ ΒΓ,′ ′≡ ≡  θα έχουν τα σημεία τομής των υπολοίπων ομόλογων 
ακτίνων τους, κείμενα επί ευθείας. 

 

Τα σημεία επομένως Κ ΒΚ ΓΚ,≡ ∩  Ν ΒΒ ΓΓ′′ ′′≡ ∩  και Σ ΒΒ ΓΓ ,′ ′≡ ∩  ανή-
κουν στην ίδια ευθεία και η πρόταση έχει αποδειχθεί. 

 
Θα δώσουμε τώρα την απόδειξη της πρότασης, για την περίπτωση των όμοιων 
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ισοσκελών τριγώνων, προς το εσωτερικό μέρος του τριγώνου ΑΒΓ.  

 
Στο σχ. 1α ορίζουμε τα ορθόκεντρα Β ,′′ Γ ,′′  των ισοσκελών τριγώνων ΑΒ′Γ, 

ΑΓ′Β αντιστοίχως (άρα Β ΑΓ ω και Γ ΑΒ ω′′ ′′= = ), και συγκρίνουμε τις δέ-
σμες Α.Β Ε ΚΒ ,′ ′ ′′  Α.Γ ΚΖ Γ .′′ ′ ′  Θα αποδείξουμε ότι έχουν ίσες τις γωνίες των ομό-
λογων ακτίνων τους. 
 
• Από ορθογώνιο τρίγωνοΑΕΒ′ έχουμε:  Β ΑΕ 90 ω Γ′ ′ = ° − −    (1) 

  (γιατί είναι Ε ΑΕ Γ′ = ). 

 Από ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΚ  έχουμε: Γ ΑΚ 90 Γ ω′′ = ° − −    (2) 

 (γιατί είναι ΑΚΖ Γ= ). 
 

 (1), (2)  ⇒ Β ΑΕ Γ ΑΚ φ′ ′ ′′= =    (3) 
 

• Το τετράπλευρο ΑΚΕ′Β είναι εγγράψιμο γιατί ΑΚΒ ΑΕ Β 2Γ′= =  και άρα 

Ε ΑΚ Ε ΒΚ′ ′=    (4)  
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 Επίσης το τετράπλευρο ΑΚΖ′Γ είναι εγγράψιμο γιατί ΑΚΓ ΑΖ Γ 2Β′= =  και 

άρα ΚΑΖ Ζ ΓΚ′ ′=   (5)  
 

 (4), (5) ⇒  Ε ΑΚ ΚΑΖ ρ′ ′= =   (γιατί είναι Ε ΒΚ Ζ ΓΚ′ ′= )   (6)  
 

• Από ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΚ έχουμε:  
    ΚΑΒ 90 Β ω′′ = ° − −  (γιατί ΑΚΕ Β= )   (7) 
  Από ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΓ′ έχουμε:  
    Ζ ΑΓ 90 ω Β′ ′ = ° − −  (γιατί ΖΑΖ Β′ = )   (8) 
 

 (7), (8)  ⇒ ΚΑΒ Ζ ΑΓ ψ′′ ′ ′= =    (9) 
 

 Από (3), (6), (9) προκύπτει ότι οι δέσμες Α.Β Ε ΚΒ ,′ ′ ′′  Α.Γ ΚΖ Γ′′ ′ ′  έχουν τις 
γωνίες των ομόλογων ακτίνων τους ίσες και άρα έχουν ίσους διπλούς λό-
γους. Άρα (Α.Β Ε ΚΒ ) (Α.Γ ΚΖ Γ )′ ′ ′′ ′′ ′ ′=    (10) 

 

(10)   ⇒ (Β ,Ε ,Κ,Β ) (Γ ,Κ,Ζ ,Γ ) (Ζ ,Γ ,Γ ,Κ) (Γ ,Ζ ,Κ,Γ )′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′= = =    (11) 
 

Αλλά (Β ,Ε ,Κ,Β ) (Β.Β Ε ΚΒ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=   (12)   και   (Γ ,Ζ ,Κ,Γ ) (Γ.Γ Ζ ΚΓ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=  (13) 
 

(11), (12), (13)   ⇒ (Β.Β Ε ΚΒ ) (Γ.Γ Ζ ΚΓ )′ ′ ′′ ′ ′ ′′=   (14)  
 

Από την ισότητα (14) συμπεραίνουμε ότι επειδή οι δέσμες Β.Β Ε ΚΒ′ ′ ′′  και 
Γ.Γ Ζ ΚΓ′ ′ ′′  έχουν ίσους διπλούς λόγους και κοινή μία ομόλογη ακτίνα τους, 
την ΒΕ ΓΖ ΒΓ,′ ′≡ ≡  θα έχουν τα σημεία τομής των υπολοίπων ομόλογων 
ακτίνων τους, κείμενα επί ευθείας. 
Τα σημεία επομένως Σ ΒΒ ΓΓ ,′ ′≡ ∩  Κ ΒΚ ΓΚ,≡ ∩ Ν ΒΒ ΓΓ′′ ′′≡ ∩ ανήκουν 
στην ίδια ευθεία και η πρόταση έχει αποδειχθεί.  

 

• Όπως και στην περίπτωση των ισοπλεύρων τριγώνων, έτσι και εδώ (όμοια 
ισοσκελή τρίγωνα), ονομάζουμε το σημείο Σ ΒΒ ΓΓ′ ′≡ ∩  σημείο του Steiner 
και το Ν ΒΒ ΓΓ ,′′ ′′≡ ∩  σημείο του Ναπολέοντα. Επίσης ονομάζουμε την 
ευθεία ΣΚΝ: ευθεία Steiner – Ναπολέοντα.  

 
ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 1 
 Με βάσεις τις πλευρές ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ, τριγώνου ΑΒΓ και προς το ε-

ξωτερικό ( ή προς το εσωτερικό ) μέρος αυτού, κατασκευάζουμε 
τα όμοια ισοσκελή τρίγωνα ΒΑ΄Γ, ΑΒ΄Γ, ΑΓ΄Β. αντιστοίχως. Απο-
δείξτε ότι οι ευθείες ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, τέμνονται στο ίδιο σημείο.  

 

Απόδειξη 
 

Η πρόταση αυτή είναι γνωστή από τη βιβλιογραφία και ο αναγνώστης θα βρει 
την απόδειξή της σε παλαιότερα βιβλία, όπως: 
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(α) Μ. & Π. ΓΕΩΡΓΙΑΚΑΚΗΣ, Με-
θοδολογία ασκήσεων Γε-
ωμετρίας, Αθήνα 1975, σελ. 
170. 

 

(β) Γ. Α. ΝΤΑΝΗΣ, Μεθοδολογία 
ασκήσεων Γεωμετρίας, Α-
θήνα (1975;), σελ. 263. 

 

Παρακάτω η απόδειξη γίνεται 
σύμφωνα με την βοηθητική 
πρόταση 2, θεωρουμένων ως 
τυχαίων των ισοσκελών τριγώ-
νων που οι πλευρές των οι 
προσκείμενες σε κάθε κορυφή 
του ΑΒΓ,  είναι ισογώνιες ως 
προς την αντίστοιχη γωνία (οι 
ΑΒ′ , ΑΓ ,′  σχ. 2  είναι ισογώνι-

ες ως προς τη γωνία A , κ.ο.κ. ).  
 
ΒΟΗΘΗΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 2 

Από κάθε κορυφή ενός τριγώνου, φέρνουμε δύο ισογώνιες ευθεί-
ες ως προς την αντίστοιχη γωνία. Αποδείξτε ότι οι ευθείες που 
συνδέουν τις κορυφές του τριγώνου με τα σημεία τομής των ισο-
γώνιων ευθειών που πρόσκεινται στις απένατι πλευρές, τέμνο-
νται στο ίδιο σημείο. 

 

Η πρόταση αυτή είναι δυσεύρετη στην Ελληνική βιβλιογραφία και μέχρι τώρα 
έχω εντοπίσει εκφώνησή της σε δύο μόνο βιβλία, όπου όμως ορίζεται ότι οι 
ισογώνιες ευθείες θα λαμβάνονται όλες προς το αυτό (εξωτερικό ή εσωτερικό) 
μέρος του τριγώνου. 
α) Ι. Γ. ΙΩΑΝΝΙΔΗΣ, Επίπεδος Γεωμετρία I, Εκδόσεις Γρηγορόπουλου, Αθήνα 

(1970;), σελ. 344. Δίδεται μόνο ως εκφώνηση στις προτεινόμενες για λύση 
ασκήσεις.  

β) Ν. ΚΥΡΙΑΖΗΣ, Νέα στοιχεία Γεωμετρίας, τεύχος 3, σελ. 258, Αυτοέκδοση, 
Θεσσαλονίκη 1997. Εδώ ο αναγνώστης θα βρεί την απόδειξη της πρότα-
σης καθώς και τις αποδείξεις γνωστών “επώνυμων” θεωρημάτων ως α-
πλών εφαρμογών της. 
 

Παρακάτω δίνεται μία διαφορετική απόδειξη της πρότασης και στη γενική 
της μορφή ως άνω, το πρώτο μέρος της οποίας αρκεί, για την αυτοτελή από-
δειξη της βοηθητικής πρότασης 1. 
 

Απόδειξη 
 

 

 
                              
                                σχ. 2 
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Έστω (σχ.3) Δ, Ε και Ζ τα 
σημεία τομής των πλευρών 
ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ του τριγώνου 
ΑΒΓ από τις ευθείες ΑΑ′, 
ΒΒ′ και ΓΓ′ αντιστοίχως. 
Για να συντρέχουν αυτές οι 
ευθείες αρκεί να αποδειχθεί 
ότι ισχύει η ισότητα: 
 

ΔΒ ΕΓ ΖΑ 1
ΔΓ ΕΑ ΖΒ

⋅ ⋅ =     

(θεώρημα Ceva).  
 

Δια των Α′, Β′, Γ′ φέρνουμε 
παράλληλες ευθείες προς 
τις πλευρές ΒΓ, ΑΓ  και ΑΒ αντιστοίχως και ορίζουμε τα σημεία τομής των, 
με τις προεκτάσεις των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ που περιέχουν τις γω-
νίες Α, Β και Γ  (σχ. 3). 

 Από Δ Δ ΒΓ′ ′′    ⇒  ΔΒ Α Δ
ΔΓ Α Δ

′ ′
=

′ ′′
  (1) 

Από Ε Ε ΑΓ′ ′′   ⇒  ΕΓ Β Ε
ΕΑ Β Ε

′ ′
=

′ ′′
  (2)  

Από Ζ Ζ ΑΒ′ ′′   ⇒  ΖΑ Γ Ζ
ΖΒ Γ Ζ

′ ′
=

′ ′′
  (3) 

 (1), (2), (3)    ⇒  ΔΒ ΕΓ ΖΑ Α Δ Β Ε Γ Ζ
ΔΓ ΕΑ ΖΒ Α Δ Β Ε Γ Ζ

′ ′ ′ ′ ′ ′
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′
    

 (4)  
 

• Τα τρίγωνα Α ΒΔ′ ′  και Γ ΒΖ′ ′′  είναι όμοια και επομένως Α Δ Α Β
Γ Ζ Γ Β
′ ′ ′

=
′ ′′ ′

  (5) 
 

Ομοίως από Β ΓΕ Α ΓΔ′ ′ ′ ′′≈   ⇒   Β Ε Β Γ
Α Δ Α Γ
′ ′ ′

=
′ ′′ ′

  (6)  

και από Γ ΑΖ Β ΑΕ′ ′ ′ ′′≈    ⇒   Γ Ζ Γ Α
Β Ε Β Α
′ ′ ′

=
′ ′′ ′

  (7) 
 

 

(5), (6), (7) ⇒ Α Δ Β Ε Γ Ζ Α Β Β Γ Γ Α
Α Δ Β Ε Γ Ζ Α Γ Β Α Γ Β
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′

  (8),  
 

(4), (8)  ⇒ ΔΒ ΕΓ ΖΑ Α Β Β Γ Γ Α
ΔΓ ΕΑ ΖΒ Α Γ Β Α Γ Β

′ ′ ′
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

′ ′ ′
   (9) 

• Έστω Α , Β , Γ′′ ′′ ′′  οι προβολές των Α′, Β′, Γ′ αντιστοίχως, στίς πλευρές ΒΓ, 
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ΑΓ και ΑΒ. Τα ορθογώνια τρίγωνα Α Α Β′ ′′  και Γ Γ Β′ ′′  είναι όμοια και άρα έ-

χουμε:  Α Β Α Α
Γ Β Γ Γ
′ ′ ′′

=
′ ′ ′′

    (10) 

Ομοίως από Β Β Γ Α Α Γ′ ′′ ′ ′′≈   ⇒   Β Γ Β Β
Α Γ Α Α
′ ′ ′′

=
′ ′ ′′

  (11)  

και από Γ Γ Α Β Β Α′ ′′ ′ ′′≈    ⇒   Γ Α Γ Γ
Β Α Β Β
′ ′ ′′

=
′ ′ ′′

  (12) 

(10), (11), (12)     ⇒  Α Β Β Γ Γ Α 1
Α Γ Β Α Γ Β
′ ′ ′
⋅ ⋅ =

′ ′ ′
   (13)  

και από (9), (13)   ⇒    ΔΒ ΕΓ ΖΑ 1
ΔΓ ΕΑ ΖΒ

⋅ ⋅ =    (14) 
 

• Από την ισότητα (14), σύμφωνα με το αντίστροφο του θεωρήματος Ceva, 
συμπεραίνουμε ότι οι ευθείες ΑΑ′, ΒΒ′ και ΓΓ′ τέμνονται στο ίδιο σημείο και 
η πρόταση έχει αποδειχθεί. 

 
Σημειώσεις: 

Για ευκολία ανάγνωσης της απόδει-
ξης στο σχ.3, οι ισογώνιες ευθείες που 
πρόσκεινται στις πλευρές του ΑΒΓ,  θεω-
ρήθηκαν όλες προς το αυτό (εξωτερικό) 
μέρος του τριγώνου. 

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται η 
πρόταση, όταν οι ισογώνιες ευθείες βρί-
σκονται άλλες στο εξωτερικό και αλλες 
στο εσωτερικό μέρος αυτού, όπως π.χ. 
στην περίπτωση του σχ. 4.  

 
 
 
 
 
Η πρόταση ισχύει όπως και εάν ληφθούν 

τα σημεία τομής των ισογώνιων ευθειών που 
πρόσκεινται στις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ 
(π.χ. μία άλλη περίπτωση στο σχ. 4α). 
 
Με την ισότητα (9) ολοκληρώνεται η από-
δειξη όταν τα ΒΑ′Γ, ΓΒ′Α και ΑΓ′Β είναι 
όμοια ισοσκελή τρίγωνα, αφού το δεύτερο 
μέλος της ισούται με 1.  
 

Ας δούμε τώρα πως μεταβάλλεται η 
ευθεία Steiner – Ναπολέοντα, όταν μεταβάλλεται η γωνία ω  των ομοίων ισο-
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σκελών τριγώνων, που κατασκευάζονται με βάσεις τις πλευρές ενός τριγώνου.  
 

α) Εάν ω  = 45°, τότε τα ως άνω τρί-
γωνα είναι και ορθογώνια και επο-
μένως τα ορθόκεντρα συμπίπτουν 
με τις κορυφές των και άρα τα ση-
μεία Σ και Ν συμπίπτουν.  
Συγκεκριμένα ταυτίζονται με ένα 
άλλο γνωστό σημείο, το σημείο 
Vecten του τριγώνου ΑΒΓ (σχ. 6).  

 

β) Όταν η γωνία ω  μικραίνει είναι 
προφανές ότι τα ορθόκεντρα των 
ομοίων ισοσκελών τριγώνων, 
πλησιάζουν προς τις πλευρές του 
ΑΒΓ ενώ οι κορυφές των απόμα-
κρύνονται από αυτές (και αντι-
στρόφως). 

Στην οριακή περίπτωση όπου  
ω  = 0° τότε το σημείο Steiner ταυ-
τίζεται με το ορθόκεντρο του ΑΒΓ  
και το σημείο του Ναπολέοντα με 
το βαρύκεντρο (σχ. 7). 

  

 Αποδεικνύεται δηλαδή ότι η ευθεία 
Euler ενός τριγώνου, είναι η ειδική 
περίπτωση της ευθείας Steiner - 
Ναπολέοντα, όταν στα όμοια ι-
σοσκελή τρίγωνα, οι κορυφές των 
ταυτίζονται με τα σε άπειρη από-
σταση σημεία (κατά εκδοχή ση-
μεία), των μεσοκαθέτων των πλευ-
ρών του τριγώνου ΑΒΓ.  

 
 

 
 

Ενδιαφέρον θέμα για παραπέρα μελέτη, είναι η μεταβολή του λόγου των 
αποστάσεων των σημείων Steiner και Ναπολέοντα από το περίκεντρο του 
τριγώνου ΑΒΓ όταν μεταβάλλεται η γωνία ω . 
 

 Επίσης στην περίπτωση του σχ. 3, υπάρχουν για να ονομάσουμε, αντίστοι-
χα σημεία και ευθεία Steiner - Ναπολέοντα; 
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Η απόδειξη που χάθηκε...

ΣΤΗ ΜΝΗΜΗ ΤΟΥ ΘΕΟΦΙΛΟΥ ΧΡΥΣΟΣΤΟΜΙΔΗ

 

 
 

 

 
Σχόλιο συντάκτη Νικ. Ιωσηφίδη: 
Στο 3ο τεύχος του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, στη σελίδα 159, φιλοξενήσαμε ένα άρθρο του 
συναδέλφου μας Θεόφιλου Χρυσοστομίδη (συντ. ΘΧ) με τίτλο: «Ο ΓΟΡΔΙΟΣ ΔΕ-
ΣΜΟΣ ΚΑΙ Η ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ». 

Στο άρθρο αυτό ο ΘΧ απέδειξε την πρόταση που προτείναμε στο τεύχος 2 
και ονομάσαμε Ευθεία SN, ότι δηλαδή: 
 

Το περίκεντρο, το σημείο Steiner και το σημείο Μ. Ναπολέοντα κά-
θε τριγώνου είναι συνευθειακά. 

 

Όταν ο ΘΧ μου έφερε το άρθρο του αυτό για δημοσίευση, μου ανέφερε μια 
πρόταση που απέδειξε και η οποία είναι η εξής: 
 

Αν εξωτερικά ενός τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάσουμε τα ισόπλευρα 
τρίγωνα Α΄ΒΓ, Β΄ΓΑ, Γ΄ΑΒ τότε οι κάθετες από τις κορυφές Α, Β, Γ 
στις Β΄Γ΄, Γ΄Α΄, Α΄Β΄ αντίστοιχα, διέρχονται από το ίδιο σημείο.  

 

Δεν ξέρω αν για την ανακάλυψη της παραπάνω πρότασης ο ΘΧ πήρε α-
φορμή από την απόδειξη της ευθείας SN ή το έκανε ανεξάρτητα, πάντως το 
σχήμα της σχετίζεται με το σχήμα της ευθείας SN και χρονικά τα δύο γεγονότα 
συμπίπτουν. 

Κατά τη συνάντησή μας, μου ζήτησε να την συμπεριλάβουμε στις προτει-
νόμενες ασκήσεις του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. Του είπα ότι για να γίνει αυτό πρέπει να 
μου δώσει και την απόδειξή της. Αστειευόμενος τότε μου είπε: «Έχω κάνει μια 
υπέροχη απόδειξη, αλλά δε θα σου τη δώσω. Να παιδευτείτε και εσείς (η Σ.Ε. 
του "Α"), όπως παιδεύτηκα και εγώ για να τη βρείτε». 

Του πρότεινα λοιπόν την παρακάτω λύση που στηρίζεται σε κάποια βοηθη-
τική πρόταση, όχι πολύ γνωστή. 
 

Αν από ένα σημείο Ο εντός ή εκτός τρι-
γώνου ΑΒΓ φέρουμε τις ΟΔ⊥ΒΓ, Ο-
Ε⊥ΓΑ και ΟΖ⊥ΑΒ, τότε:  

 ΒΔ2
 – ΔΓ2

 – ΓΕ2 – ΕΑ2 + ΑΖ2 – ΖΒ2
 = 0   (1).  

Αντίστροφα, αν ισχύει η (1) τότε οι κά-
θετες στις πλευρές του τριγώνου στα 
σημεία Δ, Ε, Ζ διέρχονται από το ίδιο 
σημείο. 
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Με τη βοήθεια της πρότασης αυτής η απόδειξη μπορεί να γίνει ως εξής: 
 

 
 
 Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ΄ και ΑΔΓ΄ έχουμε: 

 

Β΄Δ2 = β2 – ΑΔ2  και  ΔΓ΄2 = γ2 – ΑΔ2  
 

 Με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει: 
 

Β΄Δ2 – ΔΓ΄2 = β2 – γ2 
 Όμοια βρίσκουμε: 

ΓΈ2 – ΕΑ΄2 = γ2 – α2   και   Α΄Ζ2 – ΖΒ΄2 = α2 – β2,  
 επομένως 

(Β΄Δ2 – ΔΓ΄2) + (ΓΈ2 – ΕΑ΄2) + (Α΄Ζ2 – ΖΒ΄2) = 0 
 

 Επομένως σύμφωνα με τη βοηθητική  πρόταση, οι κάθετες στα σημεία Δ, 
Ε, Ζ των πλευρών του τριγώνου Α΄Β΄Γ΄ διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 
Ο ΘΧ μου είπε ότι ο ίδιος δεν έκανε χρήση της πρότασης που αναφέραμε και 
προκάλεσε να βρούμε τη δική του απόδειξη. Περίμενα να μου φέρει κάποτε την 
απόδειξη που έκανε για να προτείνουμε την άσκηση μέσα από τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ. 
Ο ξαφνικός θάνατός του όμως μας στέρησε αυτήν τη δυνατότητα. 
 Με αφορμή το γεγονός αυτό και για να τιμήσουμε τον εκλεκτό συνάδελφο 
και συνεργάτη μας, ζητούμε από τους αναγνώστες του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ να μας 
στείλουν και άλλες αποδείξεις, διαφορετικές από αυτήν που παραθέσαμε, για 
να τις δημοσιεύσουμε στα επόμενα τεύχη. Κάποια απ’ αυτές είναι πιθανό να 
είναι και η απόδειξη του ΘΧ. Όμως αυτό δεν θα το μάθουμε ποτέ. Ίσως αυτή η 
υπέροχη απόδειξη, που μου υποσχέθηκε να χάθηκε μαζί του για πάντα. 
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ΜΕ ΑΦΟΡΜΗ ΕΝΑ ΘΕΜΑ 
 

    Κουφός Θεόδωρος 
      Σχολικός Σύμβουλος ΠΕ3 

 
 
 

το τεύχος 3 του Απολλώνιου ο συνάδελφος Απλακίδης Γιάννης πρότεινε 
για προβληματισμό το παρακάτω θέμα το οποίο παραθέτω αυτούσιο για 
διευκόλυνση των αναγνωστών(*): 

 

Έστω ƒ: (0, +∞)→R μια συνάρτηση παραγωγίσιμη με παρά-
γωγο συνεχή. Αν ( )

→+∞x
lim ƒ x  = 0  ν.δ.ο. ( )

→+∞
′

x
lim ƒ x   = 0 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 
 

 Εφαρμόζουμε το Θεώρημα της Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογι-
σμού (Langrange) στο διάστημα [x, x+1].  

  

Θα υπάρχει ξ∈(x, x + 1) τέτοιο ώστε ƒ′(ξ) = (x + 1) – ƒ(x) 
  

 Τότε 
x
lim
→+∞

[ƒ(x + 1) – ƒ(x)] = 0. Καθώς x→+∞ τότε και ξ→+∞  

 και λόγω της συνέχειας της ƒ′ παίρνουμε  
x
lim
→+∞

ƒ′(x) = 0. 
 

ΑΝΤΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: 
 

 ( )
2ημxF x

x
= ορισμένη στο (0, +∞) ικανοποιεί τις συνθήκες της υπόθε-

σης και όμως 
x
lim
→+∞

ƒ′(x) δεν υπάρχει. 

 

Πιστεύω ότι το λάθος στην παραπάνω απόδειξη βρίσκεται στο ότι ταυτίζεται η 
συνάρτηση ƒ′(x) με την ƒ′(ξ), όπου ( )ξ x, x 1∈ + . Η συνάρτηση ƒ′(ξ) είναι προ-

φανώς ο περιορισμός της ƒ′ στο σύνολο ( ){ }ξ / ξ x, x 1 , x 0∈ + > . 

Χρησιμοποιώντας το κριτήριο της παρεμβολής μπορούμε να αποδείξουμε την 
παρακάτω πρόταση (η απόδειξη είναι προφανής) που αποτελεί μια πρώτη 
προσέγγιση του θέματος. 
 

                                                  
(*)  Το θέμα παρατίθεται όπως ακριβώς παρουσιάστηκε στο περιοδικό «ΘΕΑΙΤΗΤΟΣ» τεύ-
χος 2-3 1990 κεφ. 12 "Αδόκητα Μαθηματικά Σφάλματα",  θέμα 13. 

Σ 
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Πρόταση 1:  
 

Έστω ƒ:(0, +∞)→R  μια συνάρτηση παραγωγίσιμη τέτοια ώστε: 

( ) ( )ƒ x ƒ x′ ≤  για κάθε x > M0  όπου M0 > 0, σταθερός αριθμός.  

Αν ( )
x
lim ƒ x 0
→∞

= , τότε και ( )
x
lim ƒ x 0
→∞

′ = . 

 
Η συνθήκη που θέσαμε είναι αρκετά ισχυρή και όχι αναγκαία, όπως φαίνεται 
από το επόμενο παράδειγμα: 
Η συνάρτηση ( ) 2xƒ x e−= , x > 0 είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο: 

( ) 2xƒ ' x 2x e−= − ⋅ .  

Έχουμε ακόμη ( ) ( )
x x
lim ƒ x lim ƒ x 0
→∞ →∞

′ = = , ενώ ισχύει:  

( ) ( )ƒ x ƒ x′ >  για κάθε 1x
2

> . 

 
Δίνουμε στη συνέχεια μια βελτίωση της Πρότασης 1  με την παρακάτω πρόταση: 
 
Πρόταση 2: 
 

Έστω ƒ:(0, +∞)→R μια συνάρτηση παραγωγίσιμη. Αν ισχύει 
( )

x
lim ƒ x 0
→∞

=  και υπάρχει το ( )
x
lim ƒ x
→∞

′ , τότε ( )
x
lim ƒ x 0
→∞

′ = . 

 
Απόδειξη: 
 

Έστω ότι ( )
x
lim ƒ x , 0
→∞

′ = ≠ . Χωρίς να περιορίζεται η γενικότητα θεωρούμε 

0> . Θέτουμε ε 0
2

= > .  

Θα υπάρχει επομένως M1 > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x > M1 να ισχύει:  
 

( ) ( ) ( ) ( )3ƒ x ƒ x ƒ x 1
2 2 2 2 2

′ ′ ′− < ⇔ − < − < ⇔ < <  

 
Για κάθε x > M1 εφαρμόζουμε για τη συνάρτηση ƒ το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα  
[x, x + 1]. Θα υπάρχει ( )xξ x, x 1∈ +  τέτοιο ώστε να ισχύει: 

( ) ( ) ( )xƒ ξ ƒ x 1 ƒ x′ = + −  
 

Περιοριζόμαστε στο σύνολο { }x 1Α ξ / x Μ= > .  
 

Το +∞ είναι σημείο συσσώρευσης του συνόλου Α, γιατί σε κάθε διάστημα της 
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μορφής (α, +∞) υπάρχουν άπειρα σημεία του συνόλου Α.  
 

Τότε ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
x x

xξ ξ x
lim ƒ ξ lim ƒ x 1 ƒ x lim ƒ x 1 ƒ x 0
→∞ →∞ →∞

′ = + − = + − = ,  

(αυτό ισχύει γιατί xx ξ x 1< < + ) δηλαδή ( )
x

xξ
lim ƒ ξ 0
→∞

′ = , οπότε για lε
2

=  θα 

υπάρχει 2Μ 0>  τέτοιο ώστε για κάθε x 2ξ Μ>  να ισχύει: 
 

( ) ( ) ( )x x
l l lƒ ξ ƒ ξ 2
2 2 2

′ ′< ⇔ − < <  

 
Θέτουμε { }0 1 2Μ max Μ ,Μ= . Τότε για κάθε 0x Μ>  θα έχουμε 1x Μ>  και επειδή 

xξ x>  θα ισχύει x 1ξ Μ>  οπότε από την (1) θα έχουμε: ( ) ( )x
l 3ƒ ξ 3
2 2

′< < .  

Όμως και x 2ξ Μ>  οπότε ισχύει και η σχέση (2) δηλαδή:  ( ) ( )xƒ ξ 4
2 2

′− < < .  

 

Η αντίφαση των σχέσεων ( )3  και ( )4  αποδεικνύει την πρόταση. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

                   

    Απολλώνιος  

 Περιοδική έκδοση του Παραρτήματος Ν. Ημαθίας  
 της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΣ,  
    ΜΕ ΑΦΟΡΜΗ ΜΙΑ ΑΣΚΗΣΗ 

 

        Τσόπελας Γιάννης 
    Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 

 
Δημοσιεύουμε παρακάτω τη λύση και τα σχόλια που μας έστειλε ο συνάδελφος 
Γιάννης Τσόπελας στην άσκηση που προτάθηκε στον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ 3, στη 
σελίδα 169. 
Η λύση που ακολουθεί στηρίζεται στην ύλη του σχολικού βιβλίου εκτός από την 
απόδειξη της συνέχειας (γ ερώτημα) που γίνεται με τη βοήθεια θεωρήματος 
που δεν υπάρχει στο σχολικό βιβλίο. Θέλουμε να διαβεβαιώσουμε τους ανα-
γνώστες μας ότι και η απόδειξη του ερωτήματος αυτού μπορεί να γίνει με παρό-
μοιο τρόπο με αυτόν που αποδεικνύεται η παραγωγισιμότητα (δ ερώτημα).  
 Στην απόδειξη που ακολουθεί υπάρχουν εύστοχα σχόλια πέραν εκείνων 
που ζητά η άσκηση. 
 Ευχαριστούμε το συνάδελφο Γιάννη Τσόπελα για τη λύση που μας έστειλε. 
Περιμένουμε και άλλες λύσεις για να τις δημοσιεύσουμε στα επόμενα τεύχη του 
ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 
 

Άσκηση 
 

α) Αποδείξτε ότι υπάρχει συνάρτηση ƒ: R→R με την ιδιότητα:  
ƒ(x) = ex – ƒ(x) 

β)  Αποδείξτε ότι ƒ(1) = 1. 
γ)  Αποδείξτε ότι η ƒ είναι συνεχής στο R. 
δ)  Αποδείξτε ότι η ƒ είναι παραγωγίσιμη στο R. 
ε)  Δείξτε ότι υπάρχει r∈(0,1) με ƒ(r) = 2e – ƒ(r) 
ζ) Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x) = ƒ(x) – x, x ≥  1. Βρείτε τη μονοτονία 

της g στο [1,+∞ ) 

η)  Αποδείξτε ότι ∫
k+1

k

1f(t)dt < k +
2

, k > 1 
 

Τσιτούρης Αλέξανδρος, Μαθηματικός, Νέα Σμύρνη, ΑΘΗΝΑ 
 
ΛΥΣΗ: 
 

α) Θεωρούμε τη συνάρτηση φ: (0, +∞)→R με φ(x) = x + lnx. 

 Επειδή φ΄(x) = 1 + 1
x

 > 0 για κάθε x∈(0, +∞)  ⇒ φ ↑ στο (0, +∞)  ⇒  
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⇒ η φ αντιστρέφεται    ⇒   υπάρχει φ–1: R→(0, +∞) και ισχύει: 
 

( ) ( )−⇔ 1φ x = y φ y = x  
 

 φ(x) = lnx + x  ⇒ lnx = y – x   ⇒   x = ey – x    ⇒   ( ) ( )−−− 1y φ y1φ y = e  
  
 Αν λοιπόν θεωρήσουμε ως  ƒ: R→(0, +∞) με ƒ = φ–1, τότε: ƒ(y) = ey – ƒ(y),  
 οπότε η συνάρτηση ƒ, που ικανοποιεί τον τύπο: ƒ(x) = ex – ƒ(x), είναι υπαρ-

κτή και είναι η αντίστροφη της φ. 
 Δηλαδή, ƒ: R→(0, +∞) με ƒ: φ–1 και ισχύει ότι:  
 

( ) ( )⇔ ∈φ x = y x = ƒ y , y , x > 0R  
 

1ο σχόλιο: 
 Επειδή η φ είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (0, +∞), θα έχει σύνολο 

τιμών το (Α, Β), όπου:  x 0 x 0

x x

A limφ(x) lim(x lnx)

B lim φ(x) lim (x lnx)
→ →

→+∞ →+∞

= = + = −∞

= = + = +∞
 

 άρα το σύνολο τιμών της φ είναι το (–∞, +∞), δηλαδή το R. 
 
 

2ο σχόλιο: 
 Η ƒ είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. 
 

Απόδειξη: 
 Έστω y1, y2∈R και ƒ(y1) = x1, ƒ(y2) = x2, οπότε y1 = φ(x1), y2 = φ(x2)  
 και ας υποθέσουμε ότι y1 < y2. Θα αποδείξουμε ότι ƒ(y1) < ƒ(y2). 
 

 •   Αν ήταν ƒ(y1) = ƒ(y2)   ⇒  x1 = x2   ⇒  φ(x1) = φ(x2)   ⇒ y1 = y2, άτοπο. 
 

 •   Αν ήταν ƒ(y1) > ƒ(y2)   ⇒  x1 = x2   
φ↑
⇒   φ(x1) > φ(x2)   ⇒ y1 > y2, άτοπο. 

 

   Άρα με y1 < y2  ⇒ ƒ(y1) < ƒ(y2).   Δηλαδή ƒ στο↑ R  
 
β) φ(1) = 1 + ln1 = 1 + 0 = 1   ⇒   ( )ƒ 1 1=  
 
γ) Σύμφωνα με γνωστό θεώρημα, αν μια συνάρτηση ƒ είναι συνεχής και γνη-

σίως μονότονη, τότε και η αντίστροφή της είναι συνεχής υπό την προϋπό-
θεση ότι η ƒ είναι ορισμένη σε ένα διάστημα Δ.(*)  

                                                  
(*) Το θεώρημα αυτό υπήρχε στο σχολικό βιβλίο της 1ης Δέσμης (Βαρουχάκης, Αδαμόπου-
λος, Γιαννίκος, Μπέτσης, Νοταράς, Σολδάτος, Φωτόπουλος) και για την απόδειξή του (Θεώ-
ρημα 10.14, Απειροστικός Λογισμός τ. Ι, Νεγρεπόντης, Γιαννακούλιας, Γιωτόπουλος, σελ. 
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δ) Θεωρούμε τη γνωστή ανισότητα: lnx x 1≤ −  και θέτουμε όπου x το 1
x

, 

οπότε: 1 1 1 xln 1 lnx
x x x

−⎛ ⎞ ≤ − ⇒ − ≤ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

   
x 1lnx

x
−

≥  
 

 Επομένως: 
x 1αν x 0 ισχύει lnx x 1

x
−

> ≤ ≤ −  

 Έστω x0∈R και x ≠ x0.   

 Όπου x θέτουμε: 
( )
( )0

ƒ x
ƒ x

:   

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0

0 0

0

ƒ x 1
ƒ x ƒ x ƒ xln 1

ƒ x ƒ x ƒ x
ƒ x

−
≤ ≤ −   ⇒ 

 

   
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0
0

0

ƒ x ƒ x ƒ x ƒ x
lnƒ x lnƒ x

ƒ x ƒ x
− −

≤ − ≤     (1) 

 

 (i) Αν 0x x+→   ⇒  ƒ(x) > ƒ(x0)  ⇒ ƒ(x) – ƒ(x0) > 0   άρα η (1) γίνεται: 
  

       ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 0

lnƒ x lnƒ x1 1
ƒ x ƒ x ƒ x ƒ x

−
≤ ≤

−
        ⇒ 

 

     ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0 0

0

x x x x x x0 0

lnƒ x lnƒ x1 1lim lim lim
ƒ x ƒ x ƒ x ƒ x+ + +→ → →

−
≤ ≤

−
  ⇒ 

      
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

x x0 0 0

lnƒ x lnƒ x1 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x ƒ x+→

−
≤ ≤

−
   ⇒ 

 

         
( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

x x 0 0

lnƒ x lnƒ x 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x+→

−
=

−
    (2) 

 

 (ii)   Αν Αν 0x x−→   ⇒  ƒ(x) < ƒ(x0)  ⇒ ƒ(x) – ƒ(x0) < 0    
(1)
⇒  

 

             ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 0

lnƒ x lnƒ x1 1
ƒ x ƒ x ƒ x ƒ x

−
≥ ≥

−
    ⇒   ........ ⇒ 

 

         
( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

x x 0 0

lnƒ x lnƒ x 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x−→

−
=

−
    (3) 

                                                                                                                               
178) χρησιμοποιείται o κατά Cauchy ορισμός της συνέχειας και βάσει αυτού αποδεικνύεται η 
συνέχεια της αντίστροφης. 

ƒ συνεχής στο x0 
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 (2), (3)   ⇒     
( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0

x x 0 0

lnƒ x lnƒ x 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x→

−
=

−
 

 

 αλλά ƒ(x) = ex – ƒ(x)   ⇒   lnƒ(x) = x – ƒ(x)    άρα: 
 

 

     
( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0 0

x x 0 0

x ƒ x x ƒ x 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x→

⎡ ⎤⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =
−

 ⇒ 

 

     
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0

0 0

x x 0 0

x x ƒ x ƒ x 1lim
ƒ x ƒ x ƒ x→

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ =
−

 ⇒ 

     
( ) ( ) ( )0

0
x x 0 0

x x 1lim 1
ƒ x ƒ x ƒ x→

−⎡ ⎤− =⎢ ⎥−⎣ ⎦
   ⇒ 

 

        
( ) ( ) ( )0

0
x x 0 0

x x 1lim 1
ƒ x ƒ x ƒ x→

−
= +

−
  ⇒ 

 

        ( ) ( )
( )

( )0

00
x x 0 0

1 ƒ xx xlim
ƒ x ƒ x ƒ x→

+−
=

−
  ⇒ 

 

        
( ) ( ) ( )

( )0

0 0

x x 0 0

ƒ x ƒ x ƒ x
lim

x x 1+ƒ x→

−
=

−
, 

 άρα υπάρχει η παράγωγος της ƒ σε κάθε x0∈R και είναι: ( ) ( )
( )

0
0

0

ƒ x
ƒ΄ x

1+ƒ x
= . 

 

(ε) Θεωρούμε την h: [0, 1]→R, h(x) = ex – 2. 
 

 Η h είναι συνεχής στο [0, 1] και  h(0) = e0 – 2 = –1 < 0,  h(1) = e – 2 > 0,  
 άρα, από Θ. Bolzano, υπάρχει r∈(0, 1):  
 

 h(r) = 0   ⇒  er = 2  ⇒  er⋅e–ƒ (r) = 2e–ƒ(r)  ⇒ er – ƒ(r) = 2e–ƒ(r)  ⇒  
( ) ( )ƒ rƒ r 2e−=  

 
(ζ) g(x) = ƒ(x) – x, x ≥ 1. 
 Επειδή ƒ(x) = ex – ƒ(x) ⇒ ƒ(x) = e–g(x) ⇒  lnƒ(x) = – g(x)  ⇒  ( ) ( )g x lnƒ x= −  
 

 Έστω x1, x2∈[1, +∞) με x1 < x2  ⇒    1 ≤ x1 < x2  
ƒ↑
⇒  ƒ(1) ≤ ƒ(x1) < ƒ(x2)  ⇒ 

 

             ⇒ 1 ≤ ƒ(x1) < ƒ(x2)    ⇒ 

             
ln↑
⇒   ln1≤ lnƒ(x1) < lnƒ(x2)   ⇒ 
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             ⇒     0 ≤ lnƒ(x1) < lnƒ(x2)    ⇒ 
 

             ⇒    0 ≥ –lnƒ(x1) > –lnƒ(x2)   ⇒ 
 

             ⇒    0 ≥ g(x1) > g(x2), άρα  g ↓ στο [1, +∞). 
3ο σχόλιο: 
(α) Αν κ > 1, τότε g(κ) < g(1)   ⇒  ƒ(κ) – κ < ƒ(1) – 1  ⇒ ( )ƒ κ κ<  
 

(β) Επίσης κ < κ + 1   ⇒ g(κ) > g(κ + 1)   ⇒  ƒ(κ) – κ > ƒ(κ + 1) – (κ + 1)   ⇒ 
 

 ƒ(κ) > ƒ(κ + 1) – 1  ⇒  ( ) ( )ƒ κ+1 ƒ κ 1< +   

(γ) ƒ ↑ στο R, άρα για κ < κ + 1   ⇒ ( ) ( )ƒ κ ƒ κ+1<  
 

(δ) Όλα τα παραπάνω συνοψίζονται στο εξής: 
 

( ) ( ) ( )ƒ κ ƒ κ+1 ƒ κ 1 κ 1< < + < +  
 

η) ƒ(t) < t,   t > 1  ⇒ ( )
κ 1 κ 1

κ κ
ƒ t dt t dt

+ +
<∫ ∫ ,  κ > 1   ⇒ 

      ⇒ ( ) ( )
κ 1 22 2κ 1

κ κ

t κ 1 κ 2κ 1 1ƒ t dt κ
2 2 2 2 2

+
+ ⎡ ⎤ + +

< = − = = +⎢ ⎥
⎣ ⎦∫ . 

 Άρα, ( )
κ 1

κ

1ƒ t dt κ
2

+
< +∫ . 

 
Γεωμετρική ερμηνεία της ανισότητας 
 

Η ƒ στο [κ, κ+1] είναι θετική συνάρτηση και 
επιπλέον  ƒ(κ) < κ, ƒ(κ + 1) < κ + 1, 
ενώ η ƒ είναι ↑ στο [κ, κ + 1]. 
 

Αυτό σημαίνει ότι το ολοκλήρωμα: 

( )
κ 1

κ
ƒ t dt

+

∫  είναι ίσο με το εμβαδόν του χω-

ρίου Ε. 
Αλλά, το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓΔ με: 
Α(κ, κ), Β(κ + 1, κ + 1), Γ(κ + 1, 0), Δ(κ, 0) εί-
ναι μεγαλύτερο του Ε, διότι η Cƒ είναι "κάτω" 
από το ΑΒ, άρα: 

 

Ε < ΕΑΒΓΔ   ⇒  Ε < 
( ) ( )[ ]Β β κ 1 κ 2κ 1υ Ε κ 1 κ Ε

2 2 2
+ + + +

⋅ ⇒ < ⋅ + − ⇒ <    ⇒ 
 

1Ε κ
2

< +  

O x

y

1
Δ Γ
κ κ+1

κ

κ+1

ƒ(κ)

ƒ(κ+1)

Ε

Α

Β

Cƒ

υ  
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Μια παρατήρηση στην άσκηση αυτή στο ερώτημα (η) 
 

Σύμφωνα με γνωστή άσκηση, αν ƒ: [α, β]→R συνεχής στο [α, β] και m, M η 
ελάχιστη και η μέγιστη τιμή της αντίστοιχα (στο [α, β]), τότε ισχύει: 
 

( ) ( ) ( )
β

α
m β α ƒ t dt Μ β α− ≤ ≤ −∫  

 

Στην προκειμένη περίπτωση όλες οι προϋποθέσεις ικανοποιούνται στο [κ, κ + 1] 
και επειδή η ƒ ↑ στο [κ, κ + 1]  ⇒ Μ = ƒ(κ + 1), m = ƒ(κ), άρα: 
 

( ) ( ) ( )[ ]κ+1

κ
ƒ t dt ƒ κ+ 1 κ 1 κ≤ ⋅ + −∫     ⇔     ( ) ( )

κ+1

κ
ƒ t dt ƒ κ+ 1≤∫  

 

Σκεφτόμαστε λοιπόν ότι αν ίσχυε ƒ(κ + 1) < κ + 1
2

, για κάθε κ > 1, τότε θα 

μπορούσαμε και έτσι να δείξουμε το ερώτημα (η). 
 

Τίθεται, λοιπόν, το εξής ερώτημα:  

"Να λυθεί η ανίσωση ƒ(κ + 1) < κ + 1
2

" 

ως ένα ανεξάρτητο ερώτημα της άσκησης. 
 
Λύση: 
 

 ƒ(x) = ex – ƒ(x)   ⇒   x = ex – ƒ(x)  + x  – ƒ(x)   ⇒   ( ) ( )− −g xx = e g x  
 

 Έστω θ(x) = e–x – x.  
 

 Τότε η θ είναι η αντίστροφη της g και μάλιστα η θ είναι ↓ στο R. 
 

 ƒ(κ + 1) < κ + 1
2

    ⇒          ƒ(κ + 1) – (κ + 1)  < 1κ
2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – (κ + 1)     ⇒ 

 g(κ + 1) < – 1
2

    ⇒   ( )( ) 1θ g κ 1 θ
2

⎛ ⎞+ > −⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ⇒  κ + 1 > 
1
2 1e

2
+  ⇒ 

 

       ⇒  
1
2 1κ e

2
> −      ⇒  κ 1,14>  

 
Από τα παραπάνω προκύπτει πως δεν μπορούσαμε τελικά να αποδείξουμε το 
ερώτημα (η) με τη μέθοδο αυτή. Μας μένει, όμως, η λύση της ανίσωσης: 

ƒ(κ + 1) < κ + 1
2

  

ως ένα ανεξάρτητο ερώτημα. 
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ΕΒΔΟΜΗ ΒΑΛΚΑΝΙΚΗ  
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  
ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15,5 ΕΤΩΝ ( JBMO ) 

 

(2o μέρος) 

 
 
 

Κυπριακή Μαθηματική Εταιρεία είχε την 
ευγενή καλοσύνη να μας στείλει τα θέμα-
τα που προτάθηκαν στην 7η Μαθηματική 

Ολυμπιάδα για μαθητές κάτω των 15,5 ετών  
που έλαβε χώρα στη Σμύρνη από 20-25 Ιου-
νίου 2003. 

Από τα 19 θέματα που προτάθηκαν θα δη-
μοσιεύσαμε στο 3ο τεύχος τα 10 πρώτα με τις 
λύσεις τους. Τα υπόλοιπα θέματα θα δημο-
σιεύονται σ' αυτό το τεύχος του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 

 Η Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ ευχαριστεί θερμά την Κυπριακή Μαθηματική 
Εταιρεία και τον πρόεδρό της Dr Μακρίδη Γρηγόρη και της εύχεται καλή επι-
τυχία στο δύσκολο έργο της. Το Παράρτημα της Ημαθίας επιζητεί τη συνερ-
γασία και ανταλλαγή απόψεων στα διάφορα μαθηματικά θέματα με όλα τα 
μαθηματικά σωματεία του κόσμου και ευελπιστεί στη συνεργασία τους.   
 
Οι λύσεις που ακολουθούν ανήκουν στους μαθηματικούς και μέλη του Διοι-
κητικού Συμβουλίου της Κυπριακής Μαθηματικής Εταιρείας: Σάββα Ιωαν-
νίδη, Ανδρέα Σαββίδη, Ευθύβουλο Λιασίδη καθώς και στον Αναστάσιο 
Ευαγόρου, που είχε τη γενική επιμέλεια της έκδοσης των λύσεων. 
 
 
 

 
ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  
Λόγω του μεγάλου ενδιαφέροντος των θεμάτων και της δυσκολίας 
λύσης τους, ζητούμε από τους αναγνώστες του "Α" να μας στείλουν 
και άλλες λύσεις τις οποίες και θα δημοσιεύσουμε στα επόμενα τεύχη. 

Η 
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ΕΒΔΟΜΗ ΒΑΛΚΑΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 
(ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15,5 ΕΤΩΝ) 

 

SEVENTH JUNIOR BALKAN MATHIMATICAL OLYMPIAD 
ΣΜΥΡΝΗ 20-25 Ιουνίου 2003 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΠΟΥ ΠΡΟΤΑΘΗΚΑΝ  (συνέχεια από το 3ο τεύχος) 
 

11.  Να δείξετε ότι από σύνολο 29 φυσικών αριθμών υπάρχουν 15 τέ-
τοιοι ώστε το άθροισμα τους να είναι πολλαπλάσιο του 15. 

 
ΛΥΣΗ: 
 

Μεταξύ πέντε φυσικών αριθμών υπάρχουν τρεις που το άθροισμά τους είναι 
πολλαπλάσιο του 3. 
 

Πράγματι,  
 αν τρεις από τους 5 αριθμούς διαιρούμενοι δια 3 αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο, 
το άθροισμά τους διαιρείται δια 3. 
Αν π.χ. α = 3κ + υ, β = 3λ + υ, γ = 3μ + υ, τότε α + β + γ = 3(κ + λ + μ + υ). 
 

Υποθέτουμε, λοιπόν, ότι δεν υπάρχουν τρία ίσα υπόλοιπα. 
 

Οι δυνατές περιπτώσεις, τότε, για τα 5 υπόλοιπα είναι οι εξής: 
 

{0, 0, 1, 1, 2}, {0, 0, 1, 2, 2}, {0, 1, 1, 2, 2}  
 

Διακρίνουμε, λοιπόν, τις εξής τρεις περιπτώσεις: 
 

•  α = 3κ, β = 3λ, γ = 3μ + 1, δ = 3ν + 1, ε = 3ρ + 2 
Τότε α + γ + ε = 3(κ + μ + ρ + 1) 

 

•  α = 3κ, β = 3λ, γ = 3μ + 1, δ = 3ν + 2, ε = 3ρ + 2 
Τότε α + γ + ε = 3(κ + μ + ρ + 1) 

 

•  α = 3κ, β = 3λ + 1, γ = 3μ + 1, δ = 3ν + 2, ε = 3ρ + 2 
Τότε α + β + δ = 3(κ + λ + ν + 1) 

 

Σε κάθε περίπτωση ο ισχυρισμός μας ισχύει. 
  

Μεταξύ 29 φυσικών αριθμών μπορούμε να επιλέξουμε 9 ομάδες των 3 αριθ-
μών που το άθροισμα των αριθμών στην κάθε ομάδα να είναι πολλαπλάσιο 
του 3. Έτσι έχουμε 9 αριθμούς που όλοι διαιρούνται δια του 3.  
Μεταξύ 9 φυσικών αριθμών όμως υπάρχουν 5 που το άθροισμα τους είναι 
πολλαπλάσιο του 5. Η απόδειξη γίνεται με την αναφορά όλων των περιπτώ-
σεων όπως έγινε προηγουμένως με το 3. 
Εφ’ όσον έχουμε 9 αριθμούς που όλοι είναι πολλαπλάσια του 3, υπάρχουν 5 
που το άθροισμά τους είναι πολλαπλάσιο του 15. 
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12.  Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ν σημεία σε ένα επίπεδο, που ανά 
τρία βρίσκονται στην ίδια ευθεία, με την ακόλουθη ιδιότητα: Αν 
συμβολίσουμε τα σημεία αυτά με Α1 , Α2 , . . . Αν , με οποιαδήποτε 
σειρά, η τεθλασμένη γραμμή Α1 Α2 . . . Αν δεν τέμνει τον εαυτό της. 
Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή πουν μπορεί να πάρει το ν. 

 
ΛΥΣΗ: 
 

Παρατηρούμε ότι οι συνθήκες του προβλήματος ικανοποιούνται για 3 μη συ-
νευθειακά σημεία. 
 

Αν στο επίπεδο των τριών σημείων ορίσουμε και τέταρτο σημείο θα έχουμε τις 
εξής περιπτώσεις: 
 
Ι) Τα τέσσερα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι κορυφές κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 

Τότε όμως οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΔ θα τέμνονται, αυτό όμως αντίκειται στην 
υπόθεση.  

 

ΙΙ) Τα τέσσερα σημεία Α, Β, Γ, Δ είναι κορυφές μη κυρτού τετραπλεύρου. Τότε 
μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι οι συνθήκες του προβλήματος ικανοποι-
ούνται με όποια σειρά και αν φέρουμε την τεθλασμένη γραμμή που συνδέει 
τα 4 σημεία. 

 
 

α)   

Α Β

Δ

Γ
 

ΑΒΓΔ

 β) 

 

Δ

Γ

 

Α Β

ΑΒΔΓ

 
 

γ) 

 

Δ

Γ

 

Α Β

ΑΓΒΔ

 

 

δ) 

 

 Δ

Γ

Α Β

ΑΓΔΒ
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ε) Δ

Γ

Α Β

ΑΔΒΓ

 στ) 

Γ  
Α

Δ

 
Β

ΑΔΓΒ

 

 

Είναι αρκετό τώρα να δείξουμε ότι αν έχουμε πέντε σημεία στο ίδιο επίπεδο 
τότε τα τέσσερα θα είναι κορυφές κυρτού τετραπλεύρου οπότε σύμφωνα με την 
παρατήρηση (Ι) δεν θα ικανοποιούνται οι συνθήκες του προβλήματος. 
 

Στο εσωτερικό τριγώνου ΑΔΒ λαμβάνουμε σημείο Γ και φέρουμε τις ευθείες ΑΓ, 
ΒΓ και ΔΓ 

 

Δ

Γ 

Β

Α  

Ε9  

Ε7  

Ε8  Ε10 

       

Ε11 
Ε12  

Ε2  

Ε1   

  

Ε5  

Ε6 

      

Ε

Ε

3  
 

 
 

Ένα πέμπτο σημείο Ε μπορεί να ορισθεί σε μια από τις 12 περιοχές που έχει 
χωρισθεί το επίπεδο του τριγώνου ΑΔΒ.  
 

Τότε θα έχουμε τα ακόλουθα 12 κυρτά τετράπλεύρα:  
 

Ε1ΑΓΒ,  Ε2ΔΓΑ,  Ε3ΔΓΑ,  Ε4ΒΓΔ,  Ε5ΒΓΔ,  Ε6ΑΓΒ,  
Ε7ΑΔΓ,  Ε8ΓΒΑ,  Ε9ΔΒΓ,  Ε10ΓΑΔ,  Ε11ΒΑΓ,  Ε12ΓΔΒ. 
 

Επομένως το n δεν μπορεί να πάρει μεγαλύτερη τιμή από το 4. 
 

13.  Να εξετάσετε αν υπάρχει κυρτό τετράπλευρο που να χωρίζεται 
από τις διαγωνίους του σε τέσσερα τρίγωνα που τα εμβαδά τους 
να είναι τέσσερις διαφορετικοί μεταξύ τους πρώτοι αριθμοί.   

 
ΛΥΣΗ: 
 

Φέρουμε τις διαγωνίους ΑΓ και ΒΔ του κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. 
Είναι ΑΓ∩ΒΔ = Ε 
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Τότε 1 2 3 4
(ΒΕ) υ (ΒΕ) h (ΕΔ) h (ΕΔ) υΕ , Ε , Ε , Ε

2 2 2 2
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = = =  

Ε

Ε3 

Α

Β 

Γ

Δ

Ε4

Ε2

Ε1 

h 

υ 

 
 

Τότε   
1 3

2 4

(ΒΕ) (ΕΔ) υ hΕ Ε
4

(ΒΕ) (ΕΔ) υ hΕ Ε
4

⋅ ⋅ ⋅
⋅ =

⋅ ⋅ ⋅
⋅ =

 ⇒  Ε1⋅Ε3 = Ε2⋅Ε4  

 
Αυτή η ισότητα αποκλείεται να ισχύει για αριθμούς Ε1, Ε2, Ε3, Ε4 που είναι 
πρώτοι και διαφορετικοί μεταξύ τους. 
 

14.  Να εξετάσετε κατά πόσο υπάρχει τρίγωνο με εμβαδόν ίσο με 12 
cm2 και περίμετρο ίση με 12 cm. 

 
ΛΥΣΗ: 
 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου δίδεται από τον τύπο Ε = τ. ρ όπου τ είναι η ημιπε-
ρίμετρος του τριγώνου και ρ η ακτίνα του εγγεγραμμένου εις το τρίγωνο κύ-
κλου. Έτσι 12 = 6⋅ρ  ⇒  ρ = 2 cm 
 

Τότε το εμβαδόν του εγγεγραμμένου εις το τρίγωνο κύκλου θα είναι:  
 

π⋅ρ2 = π⋅22 = 4π.  
 

Αλλά 4π > 12. Δηλαδή το εμβαδόν του εγγεγραμμένου εις το τρίγωνο κύκλου 
θα είναι μεγαλύτερο από το εμβαδόν του τριγώνου. 
Αυτό είναι άτοπο. Άρα δεν υπάρχει τρίγωνο με εμβαδόν ίσο με 12cm2 και περί-
μετρο ίση με 12 cm. 
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15.  Έστω G το κέντρο βάρους τριγώνου ΑΒΓ. Βρίσκουμε το συμμε-
τρικό Α΄ της κορυφής Α ως προς κέντρο συμμετρίας την κορυφή 
Γ. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο GΒΑ΄Γ είναι εγγράψιμο σε κύκλο 
αν και μόνο αν η GA είναι κάθετη στην GΓ. 

 
ΛΥΣΗ: 

Α

Β 

Γ

Α΄

Μ

   Ε 
 

 
 

ΓΕ = μγ

ΑΜ = μα
ΒΝ = μβ

Ν

G

 
 

Παρατηρούμε ότι η διάμεσος ΓΕ είναι το διάμεσο τμήμα του τριγώνου ΑΒΑ΄. 
Άρα ΓΕ // ΒΑ΄. Έτσι το τετράπλευρο GΒΑ΄Γ είναι τραπέζιο. 
Αν λοιπόν είναι εγγράψιμο σε κύκλο θα είναι ισοσκελές, δηλαδή:  

 

BG = ΓΑ΄= ΑΓ = β 
 

Από το πρώτο θεώρημα των διαμέσων έχουμε: 
 

      (ΑΒ)2 + (ΑΓ)2 = 2⋅(ΑΜ)2 + 2⋅(ΒΜ)2 ⇒  

     
2

2 22 2 2 2 2
α α

αγ β 2μ 2 2γ 2β 4μ α
4

+ = + ⇒ + = +  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2, ,
4 4 4α β γ

γ + β −α α + γ −β α + β − γ
⇒ μ = μ = μ =  

Τότε 2 22 2
α γ

4 4(GA) (GΓ) μ μ
9 9

+ = +  

        
2 2 2 2 2 2 2 2 24 2γ 2β α 4 2α 2β γ α γ 4β

9 4 9 4 9
+ − + − + +

= ⋅ + ⋅ =  

        

2 22 22 2 3 ββ 2 (ΒG) 4β2 (ΒΝ) 2 4β 2 24
9 9

⎡ ⎤⋅ + +⋅ + ⋅ + ⎢ ⎥⎣ ⎦= =  

        

2
2 2

2
2

9 ββ 4β 9β2 2 β
9 9

⋅ + +
= = =   
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Άρα το τρίγωνο AGΓ είναι ορθογώνιο και AG = GΓ. 
Οι πράξεις είναι όλες αντιστρεπτές οπότε αν AGΓ είναι ορθογώνιο τρίγωνο θα 
είναι ΒG = β άρα το GΒΑ΄Γ θα είναι ισοσκελές τραπέζιο δηλαδή θα είναι εγ-
γράψιμο σε κύκλο. 
 
Μια δεύτερη προσέγγιση: 
 

Α

Β

Γ
 

Α΄

Μ  

   Ε G

N

 
 
ΓΕ // ΒΑ΄ (ΓΕ διάμεσο τμήμα του τριγώνου ΑΒΑ΄), άρα τα τρίγωνα NGΓ και 
NΒΑ΄ είναι όμοια. 
 

Αν GΑ ⊥  GΓ τότε GΝ = ΑΓ
2

= ΝΓ (διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου) 
 

Άλλά 
ΝG ΝΓ ΓΑ΄ GB
GB ΓΑ΄

= ⇒ =  
 

Άρα το τραπέζιο GBA΄Γ είναι ισοσκελές και άρα εγγράψιμο. 
 

16.  Ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο κ. Τα σημεία Δ, Ε 
και Φ είναι τα μέσα των τόξων του κύκλου κ, ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ αντί-
στοιχα, ∉ ∉ ∉Α ΒΓ, Β ΓΑ, Γ ΑΒ . Το ευθύγραμμο τμήμα ΔΕ τέμνει 
τις πλευρές ΓΒ και ΓΑ στα σημεία Ζ και Η αντίστοιχα και το ευθύ-
γραμμο τμήμα ΔΦ τέμνει τις πλευρές ΒΓ και ΒΑ στα σημεία Ι και 
Τ αντίστοιχα. Συμβολίζουμε με Μ το μέσο του ευθύγραμμου τμή-
ματος ΖΗ και με Ν το μέσο του Ι Τ. 

 

   α) Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου ΔΜΝ συναρτήσει των 
γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ.  

 

   β) Αν Ο είναι το κέντρο του περιγεγραμμένου περί το τρίγωνο 
ΔΜΝ κύκλου και Ρ το σημείο τομής της ΑΔ και ΕΦ να δείξετε 
ότι τα σημεία Ο, Ρ, Μ και Ν είναι ομοκυκλικά. 
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ΛΥΣΗ: 

B

Ä

Á

Å

Ö

Ê

É

ê

ÆÌÇ

Ë

Ñ

Í

ê1

Ã

Ô

 

 

Στη λύση ˆ(ΒΔ), (Α).......  φανερώνει το μέτρο του τόξου ή της γωνίας…. 

α) Έχουμε 
= =

= =

= =

ˆ(ΒΔ) (ΔΓ) (Α)
ˆ(ΓΕ) (ΕΑ) (Β)
ˆ(ΑΦ) (ΦΒ) (Γ)

 

 

( ) ( ) ( ) ⎛ ⎞
= ⋅ + = ° − = ° − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

ˆ1 1 Αˆ ˆ ˆ ˆΕΔΦ Β Γ 180 Α 90
2 2 2

 
 

ˆ ˆΒ Γˆˆ(ΦΕΔ) 90 , (ΔΦΕ) 90
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ° − = ° −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

Επίσης ˆ ˆ ˆΕΗΑ ΗΔΑ ΗΑΔ= + , (εξωτερική γωνιά του τριγώνου ΑΔΗ) 
  

 ⇒ = ⋅ + = + = + =
1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ(ΕΗΑ) (AE ΓΔ) (Α Β) (ΒΔ ΓΕ) (ΓΖΕ)
2 2 2

 
 

Άρα το τρίγωνο ΓΗΖ είναι ισοσκελές, (ΓΗ = ΓΖ). 
 
 

Εφόσον ΓΦ διχοτόμος της γωνιάς Γ το μέσο Μ της ΗΖ βρίσκεται πάνω στη 
ΓΦ. Είναι δε ΓΜ⊥ΗΖ, άρα ˆ(ΕΜΦ) 90= ° .  

Κατά τον ίδιο ακριβώς τρόπο θα έχουμε ˆ(ΦΝΕ) 90= ° .  
 

Έτσι τα σημεία Ε, Φ, Ν, Μ βρίσκονται πάνω σε κύκλο κ, με διάμετρο ΕΦ. 

.Ο 
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Άρα Β̂ˆ ˆ(ΔΝΜ) (ΔΕΦ) 90
2

⎛ ⎞
= = ° − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και  Γ̂ˆˆ(ΔΜΝ) (ΔΦΕ) 90

2
⎛ ⎞

= = ° − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

(εξωτερικές γωνιές του εγγεγραμμένου ΕΦΝΜ) 
 
β) Έχουμε ΑΒ∩ΕΦ = Κ και ΑΓ∩ΕΦ = Λ 
 

Όπως προηγουμένως στο μέρος (α) θα έχουμε: 

ˆ ˆ(ΑΡΚ) (ΑΡΛ) 90= = °  και 
ˆ ˆΑ Αˆ ˆ(ΦΡΝ) 90 , (ΕΡΜ) 90
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ° − = ° −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Άλλα Α̂ˆ ˆ(ΑΚΡ) (ΑΛΡ) 90
2

⎛ ⎞
= = ° − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε ΑΓ//ΡΜ και ΑΒ // ΡΝ,  

άρα ˆ ˆ ˆ(ΜΡΝ) (ΒΑΓ) (Α)= =  
 

 Το τρίγωνο ΔΜΝ είναι οξυγώνιο και έτσι το κέντρο Ο του περιγεγραμμένου 
περί αυτό κύκλου βρίσκεται στο εσωτερικό του. 

Α̂ ˆˆ ˆ(ΜΔΝ) 90 (ΜΟΝ) 180 (Α)
2

⎛ ⎞
= ° − ⇒ = ° −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, άρα ˆ ˆ(ΜΟΝ) (ΜΡΝ) 180+ = ° . 

 

Επομένως το τετράπλευρο ΟΜΡΝ είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 
 
 

17.  Τρεις ίσοι κύκλοι περνούν από το ίδιο σημείο Μ και Α1, Α2 και Α3 
είναι τα άλλα σημεία τομής των κύκλων αυτών. Να δείξετε ότι το 
σημείο Μ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου Α1Α2Α3 

 
ΛΥΣΗ: 

 
 

Τα τετράπλευρα:  
 

Ο3ΜΟ2Α1, Ο3ΜΟ1Α2 και Ο1ΜΟ2Α3 
είναι ρόμβοι. 
 

Άρα ΜΟ3 // Ο1Α2 και Ο2Α1 // ΜΟ3   
⇒  Ο2Α1 // Ο1Α2. 
 
Είναι ακόμη Ο2Α1 = ΜΟ3 = Ο1Α2, 
άρα το τετράπλευρο Ο2Α1Α2Ο1 
είναι παραλληλόγραμμο, επομέ-
νως Α1Α2 =// Ο1Ο2 
 

Κατά τον ίδιο τρόπο έχουμε:  
Α2Α3 =// Ο2Ο3 και Α1Α3 =// Ο1Ο3. 
 

Ì

Á 2

Á1

Á3

Ï
2

Ï1

Ï3
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Είναι, λοιπόν, ίσα τα τρίγωνα Α1Α2Α3 και Ο1Ο2Ο3 
 

Αφού Α3Μ⊥Ο1Ο2 και Α1Α2  // Ο1Ο2  ⇒  Α3Μ⊥Α1Α2 
 

Κατά τον ίδιο τρόπο Α2Μ ⊥Α1Α3 και Α1Μ ⊥Α2Α3 
 

Άρα το σημείο Μ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου Α1Α2Α3. 
 
 

18.  Δίδεται το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Ένα ημικύκλιο με 
διάμετρο ΕΦ, ∈ ∈Ε ΒΓ,Φ ΒΓ  εφάπτεται των σκελών ΑΒ και ΑΓ 
στα σημεία Μ και Ν αντίστοιχα. Η ευθεία ΑΕ τέμνει το ημικύκλιο 
στο σημείο Ρ. Να δείξετε ότι η ευθεία ΡΦ περνά από το μέσο της 
χορδής ΜΝ. 

 
ΛΥΣΗ: 

Ô

Â Å Ï Ö Ã

Í

Á

Ì Ñ

 
 

ΑΜ = ΑΝ (εφαπτόμενα τμήματα από σημείο εκτός κύκλου) 
 

ΑΒ = ΑΓ (δεδομένο) 
 

Άρα ˆ ˆ ˆ ˆΒ Γ Μ Ν ΜΝ //ΒΓ= = = ⇒  
 

Επομένως το ύψος των τριγώνων ΑΜΝ, ΑΒΓ που άγεται από την κορυφή Α 
περνά από τα μέσα Τ και Ο των τμημάτων ΜΝ και ΒΓ αντίστοιχα.  
 

ΟΝ⊥ΑΓ (ακτίνα και εφαπτομένη) 2(ΑΝ) (ΑΤ) (ΑΟ)⇒ = ⋅ (θεώρημα προβολών) 
 

Ακόμη ΑΡ⋅ΑΕ = ΑΝ2 = ΑΜ2 = ΑΤ⋅ΑΟ (δύναμη του σημείου Α προς κύκλο) 
 

Άρα το τετράπλευρο ΡΕΟΤ είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 
 

Επομένως είναι ˆ ˆTΡE 90 , αλλά ΦΡΕ 90= ° = °  (εγγεγραμμένη που βαίνει σε 
ημιπεριφέρεια),  άρα Ρ, Τ, Φ συνευθειακά. 
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19.  Από ένα σημείο που βρίσκεται στο εσωτερικό ενός τριγώνου φέ-
ρουμε τρεις ευθείες παράλληλες προς τις πλευρές του τριγώνου. 
Έτσι το τρίγωνο χωρίζεται σε έξι περιοχές με εμβαδά χ, ψ, ω, α, 
β, γ όπως φαίνεται στο σχήμα.  

 

ωβ α

ψ
γ

x

 
 

   Να δείξετε ότι:  ≥
χ ψ ω 3+ +
α β γ 2

. 

 

ΛΥΣΗ: 
 

Θα αποδείξου-
με την ανισότη-
τα σταδιακά: 
 

Λήμμα: Από 
σημείο Ε της 
πλευράς ΑΓ ε-
νός τριγώνου 
ΑΒΓ φέρουμε: 
ΕΦ // ΑΒ    και 
ΕΔ // ΒΓ, Φ∈ΒΓ, Δ∈ΑΒ. Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΕΦΓ είναι όμοια, οπότε: 
 

ΒΔΕΦ ΒΔΕ

ΑΔΕ ΑΔΕ

Ε Ε ΒΔ , αλλά, ΒΔ ΕΦ
2Ε Ε ΑΔ

= = = .  

Άρα ΕΦΓ
ΒΔΕΦ ΑΔΕ ΕΦΓ

ΑΔΕ

ΕΒΔ ΕΦ Ε 2 Ε .Ε
ΑΔ ΑΔ Ε

= = ⇒ =  

Άρα με χρήση του λήμματος θα έχουμε:  

α 2 ψω

β 2 χω

γ 2 χψ

=

=

=

 

Τότε με χρήση του Α.Μ. ≥  Γ.Μ. έπεται:  

3 3
3 2 2 2

χ ψ ω χψω χψω 33 3
α β γ αβγ 22 χ ψ ω
+ + ≥ ⋅ = ⋅ = . 

Ã

Ö

Â

Á

Å

Ä
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    Αλληλο- 
γραφία 

 

 

 Κύριο Τσιτούρη Αλέξανδρο, Νέα Σμύρνη, Αθήνα. 
 

Ζητούμε συγνώμη που στο άρθρο σου στο 3ο τεύχος (σελ. 65) αναφέρεσαι 
ως Τσιτούρης Γιάννης. 

Σ.Ε Απολλωνίου 

 
 

 Προς την Συντακτική Επιτροπή του περιοδικού “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ”.  
Νίκος Κυριαζής 

Καλαμαριά, Θεσσαλονίκη 
Κοιν/ση: Νίκο Κυριαζή 
Τιμής ένεκεν, στους κ.κ. Νίκο Ιωσηφίδη και Παντελή Γιαννακόπουλο. 
 

ΘΕΜΑ: Δημοσιεύσεις 
 

Αγαπητοί φίλοι,  
Σας στέλνω συνημμένα μια άλλη απόδειξη του θεωρήματος του κ. Ν. Ιω-

σηφίδη και τέσσερις εφαρμογές του, προκειμένου να τα δημοσιεύσετε, αν είναι 
δυνατό, στο περιοδικό “ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ”. 

Με την ευκαιρία αυτή ήθελα και πάλι να συγχαρώ τον κ. Ν. Ιωσηφίδη για 
την μεγάλη του αυτή επιτυχία και να τον ευχαριστήσω, γιατί το θεώρημά του 
αυτό, έγινε αφορμή να επινοήσω και άλλα πέντε θεωρήματα που αφορούν στα 
εξάγωνα, τα οποία και θα σας τα στείλω για δημοσίευση.  

 

Με εκτίμηση και αγάπη 
 
Απάντηση Σ.Ε. 
Αγαπητέ κ. Νίκο Κυριαζή, 

σας ευχαριστώ για τα καλά σας λόγια. Η παρουσία σας στον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ εί-
ναι για όλους εμάς τους συντάκτες του περιοδικού μια μεγάλη τιμή. Εύχομαι να 
είστε πάντα καλά και να γεμίζετε το περιοδικό μας με πρωτότυπες και νέες 
προτάσεις. 

Νίκος Ιωσηφίδης  (υπεύθυνος σύνταξης του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ) 
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Ο τύπος της Κέρκυρας για τον ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ 
 

 Ο τοπικός τύπος της Κέρκυρας (εφημερίδα ΕΝΗΜΕΡΩΣΗ) την Κυριακή 23 
Μαΐου 2004 έγραψε τα σχόλια που ακολουθούν για το περιοδικό μας. 
 

 
 
Η Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ ευχαριστεί θερμά την εφημερίδα και τον συντάκτη του 
σχολίου, συνάδελφο μαθηματικό, Γιώργο Ζούμπο, για την παρουσίαση. 
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 Αγαπητοί συνάδελφοι, 
 

με μεγάλη μου χαρά βλέπω πως υπάρχουν και μαθηματικοί που προσπα-
θούν να αναβαθμίσουν τη μαθηματική παιδεία στη χώρα μας.  

Μελετώντας τα τρία τεύχη του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, διαπιστώνω πως γίνεται μια 
σοβαρή προσπάθεια για τη δημιουργία μιας νέας τάσης που προσπαθεί να 
ανατρέψει την υπάρχουσα  θλιβερή κατάσταση. 

Τα ειλικρινή μου συγχαρητήρια!!! 
Θέλοντας να συμβάλλω και εγώ στην προσπάθειά σας αυτή, σας αποστέλ-

λω κάποιες ασκήσεις μου, που κατά την ταπεινή μου γνώμη ανταποκρίνονται 
στην έννοια του πρωτοτύπου. 

 
Με συναδελφικούς χαιρετισμούς 

Ηλίας Ζωβοΐλης 
Μαθηματικός 

Αθήνα 
 
Απάντηση Σ.Ε. 

 
Αγαπητέ συνάδελφε, σ’ ευχαριστούμε για τα καλά σου λόγια και την ενεργή 

συμμετοχή σου στην προσπάθειά μας. Ο ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ χρειάζεται τη βοήθεια 
όλων των συναδέλφων και όλων των ενασχολούμενων με τα μαθηματικά. Πι-
στεύουμε ότι μόνον έτσι θα μπορέσουμε να ανταποκριθούμε στις ανάγκες της 
εποχής μας. 
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Προτεινόμενες 
Ασκήσεις* 

Μαθηματικών 
Α΄, Β΄, Γ΄ Λυκείου 

 
 

 
 
 
 
 
ΕΝΗΜΕΡΩΣΗ: ΟΡΟΙ ΣΥΝΕΡΓΑΣΙΑΣ – ΣΥΜΜΕΤΟΧΗΣ 
 
 

ίλοι αναγνώστες, συνεργάτες του περιοδικού, ο "ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ" απευθύ-
νεται σε μαθητές Α΄, Β΄, Γ΄ Λυκείου, σε συναδέλφους, αλλά και σε κάθε 

ενδιαφερόμενο. Η ύλη του λοιπόν πρέπει να προσαρμόζεται σ' αυτά τα όρια.  
 Όλες οι λύσεις των προτεινόμενων ασκήσεων του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ, μαζί με 
τις εκφωνήσεις τους, θα δημοσιευτούν σ' ένα ειδικό τεύχος. Στο τεύχος αυτό θα 
δημοσιευτούν και τα ονόματα των προτεινόντων και λυτών.  
 Στείλτε μας τις εργασίες σας ή τις προτεινόμενες ασκήσεις ή λύσεις των α-
σκήσεων που προτείναμε στη διεύθυνση ή fax ή e-mail που αναγράφονται στη 
σελίδα 2. Θα μας διευκολύνατε αν τα κείμενα σας είναι σε ηλεκτρονική μορφή 
(δισκέτες ή e-mail) 
 Για διευκόλυνσή μας, μη γράφετε σ' ένα φύλλο περισσότερες από μία ά-
σκηση (μαζί με τη λύση της). 
 Οι εργασίες και οι ασκήσεις πρέπει να είναι, κατά το δυνατόν, πρωτότυπες. 
Αν έχουν δημοσιευτεί και αλλού, σας παρακαλούμε να μας το γνωρίζετε˙ αυτό 
δεν εμποδίζει τη δημοσίευσή τους και στο περιοδικό μας. 
 

 Μη ξεχνάτε να μας γράφετε τη διεύθυνση, το τηλέφωνο και την ηλεκτρονική 
διεύθυνσή σας (αν υπάρχει), για να μπορούμε να επικοινωνούμε μαζί σας. 

 
Από τη Σ.Ε. του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ 

                                                  
* Οι ασκήσεις με αστερίσκο  είναι πιο δύσκολες 

Φ 
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Α΄ Λυκείου 
 

Α48.  Οι εξισώσεις:  

2

2

2

x 5x α 0

x 7x β 0

x 6x γ 0

− + =

− + =

− + =

  έχουν ανά δύο μια, και  

        μόνο, κοινή ρίζα. Να βρεθούν οι α, β, γ. 
Σαμαρά Ζωή, Μαθηματικός, Νάουσα Ημαθίας 

 

Α49.  Να προσδιοριστούν οι ακέραιοι αριθμοί α, β ώστε να ισχύει η σχέση: 
 

α² + β² + α + β = αβ – 1 
Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 

 

Α50.  Να αποδείξετε ότι: 
  + + + + + + + + + + ≥10 9 8 7 6 5 4 3 2x x x 2x 2x 2x 2x 2x x x 1 0 , για κάθε x∈R. 
  Πότε ισχύει η ισότητα;  

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 

Α51. Αν  α , β , γ > 0, να αποδειχθεί ότι: 
⎛ ⎞+ + ≤ + +⎜ ⎟+ + + + + + ⎝ ⎠3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1
6 α β γα β 4 β γ 4 γ α 4

 

 

Μπάμπης Στεργίου, Μαθηματικός, Χαλκίδα  
 

Α52. Έστω α, β, γ, δ μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί ώστε: 
αβγ⋅(α + β + γ)⋅(αβ + βγ + αγ) > 0. 

  Ας ονομάσουμε:  

Α = α³ + β³ + γ³ + δ³,     Β = α + β + γ + δ    και   = + + +
1 1 1 1Γ
α β γ δ

 

  Να αποδείξετε ότι  αν δύο από τους αριθμούς Α, Β, Γ είναι μηδέν, τότε 
θα είναι μηδέν και ο τρίτος από αυτούς. 

 

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 

Α53. Αν α, β, γ > 0 και Q = αβ + βγ + γα, να δειχτεί ότι: 

  α)  ( )22 2 2Q α Q β Q γ 3 Q α β γ+ + + + + ≤ ⋅ + + +  

  β)  12 15 20 141+ + ≤  
 

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 

Α54. Αν α, β, γ > 0 και Q = αβ + βγ + γα, να δειχτεί ότι: 
 

  α) i. ( )2 2 2Q α Q β Q γ 2 α β γ+ + + + + ≤ + +  

 
ΑΛΓΕΒΡΑ 
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    ii. 12 15 20 12+ + ≤  
 

  β) i. α β β γ γ α
6

α β γ
+ + + + +

≤
+ +

 

 

    ii. 3 10 11 90+ + ≤  
 

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 
Α55. Αν α, β, γ θετικοί πραγματικοί αριθμοί και  

 

αβγ > max {αγ + βγ, αβ + γβ, βα + γα},  
 

  να αποδείξετε ότι : 
 

(1 + α)²  + (1 + β)² + (1 + γ)² > 27. 
 

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 

Α56. Για τους θετικούς αριθμούς α, β, γ ισχύει:  
 

αβ + βγ + γα = 3.  
 Να δείξετε ότι:  

 

α + β + γ ≥ αβγ + 2 
  

  Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 
Α57. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς x, y, z, ισχύουν:  

 

x + y + z = 5   και  xy + yz + zx = 3,  
 

  να αποδείξετε ότι: –1 ≤ z ≤ 13
3

. 

Αντωνόπουλος Νίκος, Μαθηματικός, Ίλιον, Αθήνα 
 
Α58. Οι Α και Β παίζουν το εξής παιχνίδι: Σε ένα χαρτί είναι γραμμένοι οι α-

ριθμοί 1, 2, ..., 152. Καθένας παίκτης σβήνει κάποιον αριθμό. Στο τέλος 
του παιχνιδιού μένουν δύο αριθμοί. Αν το άθροισμά τους είναι τετράγω-
νο ενός ακεραίου αριθμού, τότε νικά ο Β, αλλιώς ο Α. Υπάρχει στρατη-
γική ώστε να νικήσει κάποιος από παίκτες;  

 

  (Σημείωση: Πρώτος παίζει ο Α, μετά ο Β κ.ο.κ.). 
 

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
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Α59.  Έστω ρόμβος ΑΒΓΔ και (Κ, ρ) ο παρεγγεγραμμένος κύ-
κλος του τριγώνου ΑΒΓ. Να δειχθεί ότι: 2ρ = ΒΔ.   

Δ

Α

Κ
Β

Γ

 
Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια 

TRADITIONAL JAPANESE MATHEMATICS PROBLEMS Problem 5.8.1 
 

 
Α60.  Έστω το τρίγωνο ΑΒΓ με 

ύψη ΑΚ, ΒΛ, ΓΜ, Η το ορ-
θόκεντρο και Ρ το μέσον 
του ΑΗ. Αν τα ΒΗ και ΜΚ 
τέμνονται στο Σ, ενώ τα 
ΛΡ και ΑΜ τέμνονται στο 
Τ, να δειχθεί ότι το ΤΣ εί-
ναι κάθετο στη ΒΓ. 

 

Απλακίδης Γιάννης, 
Μαθηματικός, Βέροια

Α

Β Γ

Μ

Λ

Κ

Η

Ρ

Σ

Τ

 
 
Α61.  Έστω η γωνία EAB = 30° . Μια μπίλια βρίσκεται στο σημείο Ζ και κινεί-

ται παράλληλα προς την ΑΒ. Μετά από διαδοχικές ανακλάσεις επανέρ-
χεται στην αρχική της θέση. Αν ΕΖ = ΑΕ = α, να υπολογιστεί το μήκος 
της διαδρομής που διέγραψε η μπίλια από τη στιγμή που ξεκίνησε μέχρι 
τη στιγμή που ξαναγύρισε στην αρχική της θέση.  

 

Α Β

Ε
Ζ

30°
 

 

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια 
Α62. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με υποτείνουσα ΒΓ, θεωρούμε τη διάμεσο 

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
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ΑΜ και την κάθετη από το σημείο Β προς την ΑΜ που τέμνει την πλευ-
ρά ΑΓ στο σημείο Δ. Αν ΒΔ = 2ΔΜ, να αποδείξετε ότι η γωνία Γ είναι ίση 
με 30ο. 

Στεργίου Μπάμπης, Μαθηματικός, Χαλκίδα  
 
Α63.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με Α = 30°, Η το ορθόκεντρό του και Μ το μέσον της 

ΒΓ. Στην προέκταση της ΗΜ θεωρώ σημείο Τ ώστε ΜΗ = ΜΤ. Να δει-
χθεί ότι: ΑΤ = 2ΒΓ. 

 

Α

Β

Γ

Μ Η

Τ

30°
  

 
 

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια 
 
Α64. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ, σημείο Ε στην πλευρά ΒΓ και σημείο Ζ στην 

πλευρά ΓΔ, ώστε ΕΖ = ΒΕ + ΖΔ. Να αποδείξετε ότι = °EA Z 45 . 
  

Στεργίου Μπάμπης, Μαθηματικός, Χαλκίδα  
 
Α65.  Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Έστω Σ το σημείο τομής των διαγωνίων 

του. Να αποδειχθεί ότι τα κέντρα των κύκλων του Euler των τριγώνων 
ΣΑΒ, ΣΒΓ, ΣΓΔ, ΣΔΑ είναι κορυφές παραλληλογράμμου. 

 

 Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
 
Α66. Δύο ακτίνες ΟΑ και ΟΒ ενός κύκλου Ο σχηματίζουν γωνία 60ο. Παίρ-

νουμε το μέσο Γ της ακτίνας ΟΑ και το σημείο Δ της ακτίνας ΟΒ τέτοιο, 

ώστε ΟΔ= 1
3
ΟΒ. Η ημιευθεία ΓΔ τέμνει τον κύκλο στο σημείο Ε. Να α-

ποδειχθεί ότι το Β είναι το μέσο του τόξου του AΕ . 
 

 Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
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Β΄ Λυκείου 
 

 
Β103. Έστω τα πολυώνυμα ƒ(x) και g(x).  
  Αν   x – 1 ⏐ ƒ(x) + 2g(x)   και x – 1 ⏐ 2ƒ(x) + 3g(x), 
  να δειχθεί ότι  x – 1⏐ 3ƒ(x) + 4g(x) 

Κοραΐδου Ελένη, Μαθηματικός, Βέροια 
 
Β104. Δίνονται τα πολυώνυμα ƒ(x) και g(x). Αν το πολυώνυμο:  

 

h(x) = 5ƒ2(x) – 4ƒ(x)⋅g(x) + g2(x) – 2ƒ(x) + 1 
 

  διαιρείται δια x – 1, τότε το πολυώνυμο: 
 

t(x) = 3ƒ2(x) + g2(x) – 7 
    διαιρείται δια x – 1. 

Κοραΐδου Ελένη, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Β105. Δίνονται οι αριθμητικές πρόοδοι: 
 

       3, 5, 7, 9, 11, ...  (1) 
 

       7, 11, 15, 19, ...  (2) 
 

       1, 7, 13, 19, ...   (3) 
 

  Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν όροι α, β, γ των (1), (2) (3) αντίστοιχα, 
ώστε να ισχύει: α2 + β2 = 4γ2. 

 Μούμουγλου Χρυσούλα, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Β106. Αν α > 0,  β > 0,  γ > 0  και   
3 3 3 3 3 3

3 3 3
α β β γ γ α αβγ

α β γ
+ +

=
+ +

    (1) 

 να  αποδείξετε ότι κάποιος από τους αριθμούς  α, β, γ είναι ο γεωμετρι-
κός μέσος  των δύο άλλων. 

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 
Β107. Η  μέση τιμή των κ πρώτων όρων μιας αριθμητικής προόδου (αν), ν = 1, 

2, 3, … είναι 8 και η μέση τιμή των 2κ πρώτων όρων της προόδου αυ-
τής είναι 12.  

  Αν η μέση τιμή των κ πρώτων όρων της ακολουθίας:  
  βν = αν², ν = 1, 2, 3, … είναι 69 να υπολογίσετε τον πρώτο όρο α1 και 

την διαφορά ω της προόδου (αν). 
Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 

 
Β108. Να λυθεί η εξίσωση:  2ημ5x – 3 συν4x + 5 = 0  στο [0, 2π]. 

 Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

 
ΑΛΓΕΒΡΑ 



 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 207 

Β109. Δίνεται το πολυώνυμο Ρ(x) = x4 + 2x³ + 4x² + 3x + 3, x∈R. 
  α) Να αποδείξετε ότι  το Q(x) = P(x) – 1  παραγοντοποιείται, αλλά δεν 

έχει πραγματικές ρίζες. 
  β)  Να βρεθεί πολυώνυμο R(x) τέτοιο ώστε  P(x) = R(R(x)). 
  γ) Να δείξετε ότι 3R(x²) > [R(x)]² , για κάθε x∈R, x ≠ 1. 
  δ) Να λυθεί η ανίσωση Ρ(x) > 4R(x) – 1 , x∈R. 

  ε) Να δείξετε ότι ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1R x R x
2 2

. 

  στ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των πολυωνύμων R(x) 
και P(x) έχουν τον ίδιο άξονα συμμετρίας ο οποίος και να βρεθεί. 

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 

Β110. Δίνεται το πολυώνυμο ( ) ( )2 3 2Ρ x 4x 3 2 3λ λ x κ 4= − − + + , με κ, λ∈R. 
Αν το πολυώνυμο Ρ(x) έχει για παράγοντες τους (x – 2ημω) και (x – συ-
νω), ω∈[0, π], να υπολογίσετε τις τιμές των κ, λ και ω. 

Ζωβοΐλης Ηλίας, Μαθηματικός, Αθήνα 
 

Β111. Να βρεθεί πολυώνυμο 2ου βαθμού f(x) τέτοιο, ώστε: ƒ(ƒ(x)) = ƒ2(x) 
 Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Νήσος Τήλος 

 
Β112. Να αποδειχθεί ότι οι εξισώσεις:  ημ5x = συν3x  και  ημ7x = συν2x δεν 

 έχουν καμία κοινή λύση.  
 Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 

 
Β113. Να αποδειχθεί ότι το μοναδικό πολυώνυμο ƒ(x) για το οποίο ισχύει: 

 

ƒ(x) + ƒ(x + 2) = 2ƒ(x + 1), για κάθε x∈R 
 

   είναι το ƒ(x) = αx + β. 
Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 

 
 
 
 
 

 
 

Β114. Δίνεται κανονικό οκτάγωνο ΑΒΓΔΕΖΗΘ και οι διαγώνιοί 
του ΒΘ και ΑΗ που τέμνονται στο Ι. Να αποδειχθεί ότι: 
ΒΙ 1 2
ΙΘ

= + . 

Γολιδοπούλου Ευανθία, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Β115. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ = 10 και Â 30= ° . Υπολογίστε 
την ακτίνα R του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 

 

 Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 
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Β116. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ, πλευράς 2, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R) και 
σημείο Ε του κυρτογώνου τόξου ΑΔ, με AE 60= ° . Η ΕΟ τέμνει την ΑΔ 
στο Μ και την προέκταση της ΑΒ στο Κ. 

 

  α) Αποδείξτε ότι το ΕΜΔ είναι ισοσκελές τρίγωνο. 
 

  β) Υπολογίστε:  i) το λόγο AM
MΔ

 
 

        ii) τα τμήματα ΚΒ, ΟΚ 
 

        iii) το εμβαδόν του τριγώνου ΑΕΚ. 
 

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 
 
Β117. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ, πλευράς 2, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). 

 Στις ΑΒ, ΓΔ παίρνουμε (αντίστοιχα) τμήματα ΑΕ = ΓΖ = 2
3

.  
 

  α) Αποδείξτε ότι τα σημεία Ε, Ζ, Ο είναι συνευθειακά. 
 

  β) Αν η ΕΖ τέμνει το κυρτογώνιο τόξο ΓΔ στο Η, υπολογίστε το ΖΗ. 
 

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 
 
 
Β118. Έστω τετράγωνο ΑΒΓΔ 

πλευράς α και οι κύκλοι 
Ο1,Ο2,Ο3 με ίσες ακτίνες 

ρ. Να δειχτεί ότι: ρ = α
6

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απλακίδης Γιάννης, 
Μαθηματικός, Βέροια

JAPANESE TEMPLE GEOMETRY 
PROBLEMS Problem 3.2.2

ΓΔ

ΒΑ

Ο

Ο

Ε

Ο

1

2

3

 
 
Β119. Προεκτείνουμε μια διάμετρο ΑΝ κύκλου (Ο, R) κατά ΝΖ = ΑΝ και μία 

 χορδή του ΑΒ, κατά ΒΓ = 2ΑΒ. Αν ΓΝ = ΓΖ = 40 , 
 

  α) υπολογίστε την ακτίνα R του κύκλου. 
 

  β) αποδείξτε ότι ΒΑΝ 45= ° . 
Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 
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Β120. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Α = 90° 

και ΑΔ το ύψος του. Τα τετράγωνα ΔΗΖΕ 
και ΔΗΙΚ είναι εγγεγραμμένα στα ορθογώ-
νια τρίγωνα ΑΔΓ και ΑΔΒ αντίστοιχα. Να 
δειχτεί ότι: ΑΖ = ΑΙ. 

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια
JAPANESE TEMPLE GEOMETRY PROBLEMS 

Problem 3.4.1

Γ

Α Β

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ

Ι

Κ

 
 

 
 
Β121. Έστω ρόμβος ΑΒΓΔ πλευράς α και τα σημεία 

Μ, Ν στις πλευρές του ΑΔ και ΒΓ ώστε 
ΔΜ ΒΝ 2= =
ΑΜ ΝΓ 1

. Αν η γωνία ΒΑΔ  = 60°, να 

δειχτεί ότι: ΜΝ = α 13
3

. 

 
 

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια

Δ Β

Γ

Α

Μ

Ν

60°

 
 

Β122. Έστω τρεις κύκλοι (Ι, ρ), (Κ, ρ), 
(Λ, ρ) που εφάπτονται στην 
πλευρά ΔΓ τετραγώνου ΑΒΓΔ. 
Έστω Ε σημείο του κύκλου  
(Κ, ρ) ώστε ΑΕ = ΕΒ και Μ το 
μέσο της ΑΒ. Αν (Ο1, r) και 
(Ο2, r) είναι οι εγγεγραμμένοι 
κύκλοι στα τρίγωνα ΑΜΕ και 
ΜΕΒ, να δειχτεί ότι: r = ρ. 

 
Απλακίδης Γιάννης, 
Μαθηματικός, Βέροια

JAPANESE TEMPLE GEOMETRY 
PROBLEMS Problem 5.5.5

Ι Κ Λ

ΓΔ

Α Β

Ε

Μ

Ο Ο1 2
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Β123. Έστω παραλληλόγραμ-
μο ΑΒΓΔ με πλευρές 
ΑΒ = 2, ΑΔ = 4 και 
Â = 60° . Αν Μ είναι το 
μέσον ΒΓ και Ν το μέ-
σον του ΓΔ, να δειχτεί 

ότι: 5 7συνΜΑΝ =
14

. 

Β ΓΜ

ΔΑ

Ν

 
Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια 

 
Β124. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία της κορυ-

φής του είναι θ και τα μήκη των πλευρών του 
είναι ημθ, ημθ και ημθ . Να υπολογίσετε 
το εμβαδόν του τριγώνου.  

 

Αντωνόπουλος Νίκος, Μαθηματικός, 
Ίλιον, Αθήνα

 

A

B Γημθ

ημθημθ

 
 

 
 
 
Β125. Στο διπλανό σχήμα είναι:  
  ΑΒ = ΒΓ = ΑΓ = ΟΓ = 6 2− . 

Υπολογίστε την ακτίνα του κύ-
κλου. 

 

Θαρραλίδης Λεωνίδας, 
Μαθηματικός, Καστοριά

O

A B

Γ

 
 

Β126. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = 1, ΒΓ = 2, B̂ 60= ° . 
  α) Αποδείξτε ότι: Â 90= °  
  β) Έστω Κ το μέσο της ΑΓ. Η ΒΚ τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο του 

τριγώνου στο Λ. Υπολογίστε τα τμήματα ΚΛ, ΓΛ, ΑΛ. 
Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 

 

Β127. Δύο ίσοι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, R) εφάπτονται εξωτερικά στο Β, ενώ μία 
κοινή εξωτερική εφαπτομένη τους εφάπτεται σ' αυτούς στα σημεία Μ, Ν 
αντίστοιχα. Στην προέκταση του ΜΝ προς το Ν παίρνουμε σημείο Δ. Η 
ΔΒ τέμνει τους (Λ, R) και (Κ, R) στα Γ, Α αντίστοιχα. 

 

   α) Αποδείξτε ότι: ΑΒ = ΒΓ. 
 

   β) Αν ΑΒ = ΒΓ = 3 και ΓΔ = 1, υπολογίστε την ακτίνα R. 
 

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 
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Β128. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να δειχτεί ότι:  
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

β γ γ α α β3 α β γ α μ μ β μ μ γ μ μ+ + ≥ + + + + +  

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 

Β129. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ εγγεγραμμένο σε κύκλο. Αν Ε είναι το ση-
μείο τομής των διαγωνίων του, να αποδειχθεί ότι οι ευθείες Euler των 
τριγώνων ΕΑΒ, ΕΒΓ, ΕΓΔ και ΕΔΑ διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

 

ΣΧΟΛΙΟ: Διερευνώντας το αν η παραπάνω πρόταση είναι νέα, ο αρχιτέκτονας Κώστας Βήτ-
τας από την Αθήνα μας πληροφόρησε ότι ο ίδιος ανακάλυψε την πρόταση πριν ένα χρόνο 
και μας έστειλε την απόδειξή της. Τον ευχαριστούμε πολύ.  

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Β130. Αν για τα διανύσματα α, β  ισχύει η σχέση: 

α β α α β β+ ⋅ = − ⋅ , αποδείξτε ότι ισχύει και η: 

α 2β α β β+ ⋅ = ⋅ . 
 

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά 
 

Η άσκηση δημοσιεύτηκε πρώτη φορά στο περιοδικό ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΙΔΕΙΑ, τεύχος 3,  
(Α΄ εξάμηνο 1997), σελ. 146. Η λύση της βρίσκεται στο 4ο τεύχος της Μ.Π.  

(Β΄ εξάμηνο 1997). σελ. 153 
 

Β131. Δίνονται οι παράλληλες ευθείες 
( )
( )

1

2

ε : 3x 4y 1 0

ε : 3x 4y 6 0

⎧ + − =⎪
⎨

+ − =⎪⎩
 και το σημείο 

Ρ(1, 1). Από το Ρ φέρνουμε ευθεία (ε) με συντελεστή διεύθυνσης λ, που 
τέμνει τις (ε1) και (ε2) στα σημεία Α και Β αντίστοιχα. 

 
 

   α) Να βρεθεί το μήκος του τμήματος ΑΒ ως συνάρτηση του λ. 
 

   β) Να αποδειχθεί ότι το μήκος (ΑΒ) γίνεται ελάχιστο όταν η (ε) είναι 
κάθετη στις δύο παράλληλες και να βρεθεί, στην περίπτωση αυτή, 
το ελάχιστο μήκος. 

 

   γ) Χρησιμοποιώντας την παραπάνω μέθοδο, να αποδείξετε ότι η α-

πόσταση των παραλλήλων 
( )
( )

1 1

2 2

ε : αx βy γ 0

ε : αx βy γ 0

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
  δίνεται από 

τη σχέση: 2 1

2 2

γ γ
d

α β

−
=

+
  

Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Νήσος Τήλος 
 

 
ΜΑΘ. ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
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Β132. Δίνονται οι κύκλοι: 
( ) ( )
( ) ( )

22 2

22 2

x 1 y 2 3

x 4 y 5 6

⎧ − + − =⎪
⎨
⎪ − + − =⎩

 

   Να αποδειχθεί ότι: 
   α) οι κύκλοι τέμνονται σε δύο σημεία Α, Β. 
   β) δεν υπάρχει σημείο της ευθείας ΑΒ με ακέραιες συντεταγμένες. 

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Β133. Να βρείτε τα ψηφία x, y του εξαψήφιου αριθμού Α = xyxyxy (x ≠ 0), αν 
είναι γνωστό ότι ο αριθμός Α αναλύεται σε γινόμενο 6 πρώτων (διακε-
κριμένων μεταξύ τους) παραγόντων.  

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 

Β134. Ο αριθμός 2004κ, όπου κ θετικός ακέραιος, διαιρούμενος με το 15 δί-
νει υπόλοιπο 9. Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 2004κ : 30. 

Αντωνόπουλος Νίκος, Μαθηματικός, Ίλιον, Αθήνα 
 

Β135. Οι εξαψήφιοι φυσικοί αριθμοί Α = αβγδκλ, Β = κλγδαβ είναι τέλεια τε-
τράγωνα των τριψήφιων φυσικών  Χ = xyz , Υ = zyx αντίστοιχα με x ≠ z. 

   α) Να αποδείξετε ότι y = 0 . 
   β) Να αποδείξετε ότι ο διψήφιος αβ ισούται με  x², ο διψήφιος κλ 

ισούται με z² και ο διψήφιος γδ ισούται με 2⋅x⋅z. 
   γ) Να αποδείξετε ότι x⋅z ≤ 49 
   δ)  Να βρείτε τους αριθμούς Α, Β, Χ, Y. 

 

Τσόπελας Ιωάννης, Μαθηματικός, Αμαλιάδα Ηλείας 
 
 
Γ΄ Λυκείου 

 

Γ85.  Κατά την περίοδο των εκπτώσεων ένας έμπορος 
ρούχων ζήτησε από την υπάλληλο να κατεβάσει 
τις τιμές των 1.000 κομματιών που είχε στο μαγα-
ζί του κατά 20%. Η υπάλληλος, όμως, κατάλαβε 
λάθος και κατέβασε τις τιμές των ρούχων κατά 20 €. 
Με τον τρόπο αυτό ο έμπορος θα ζημιώνονταν 
(αν πουλούσε όλα τα ρούχα) κατά 8.000 €. Ποια 
ήταν η αρχική μέση αξία των 1.000 κομματιών;  

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ86. Σ' ένα εργοστάσιο εργάζονται 50 άτομα σε δύο τομείς Α και Β. Αν οι εργα-
ζόμενοι στον τομέα Α πάρουν αύξηση 100 € μηνιαίως, η μέση τιμή των μι-
σθών όλων των εργαζομένων αυξάνει κατά 40 €. Αποδείξτε ότι αν η ίδια 
αύξηση γίνει μόνο για τους εργαζόμενους στον τομέα Β, η μέση τιμή όλων 
των μισθών θα αυξηθεί κατά 60 €. Ποια θα είναι η μεταβολή της μέσης 

 
ΜΑΘ. ΓΕΝ. ΠΑΙΔΕΙΑΣ 
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τιμής των μισθών όλων, αν γίνει αύξηση 50 € στους μισθούς των εργα-
ζομένων στον τομέα Α και μείωση 50 € στους μισθούς των εργαζομέ-
νων στον τομέα Β; 

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ87.  Κατά τον υπολογισμό της διακύμανσης ενός δείγματος τριών ακεραίων 
αριθμών ένας μαθητής βρήκε μέση τιμή x  = 15 και τυπική απόκλιση  
s = 5. Αποδείξτε ότι ο μαθητής έκανε λάθος. 

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ88. Κατά τον υπολογισμό της διακύμανσης ενός δείγματος μεγέθους 8 με τη 

βοήθεια του ορισμού, δηλαδή ( )
8

22
i

i 1

1S x x
ν =

= −∑ , αντί της σωστής τιμής 

x  = 10, θέσαμε κατά λάθος x  = 8. Έτσι βρήκαμε: S2 = 4. Να αποδει-
χθεί ότι: x1 = x2 = ... = x8 = 10. 

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ89. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα Α και Β ενός πειράματος τύχης με δειγματικό 
χώρο Ω. Οι πιθανότητες των Ρ(Ω) Ρ(Α), Ρ(Α∪Β) και Ρ(Α∩Β) είναι τα δι-
αφορετικά στοιχεία του συνόλου: {1, 1 – λ, 1 – 2λ, 1 – 3λ}. 

  α) Να υπολογιστεί το σύνολο Δ των τιμών του λ. 
  β)  Αντιστοιχίστε σε κάθε μία των Ρ(Ω), Ρ(Α), Ρ(Α∪Β) και Ρ(Α∩Β) την 

αντίστοιχη τιμή της. 
  γ) Με δεδομένο ότι δ(λ) είναι η διάμεσος των Ρ(Ω), Ρ(Α), Ρ(Α∪Β) και 

Ρ(Α∩Β) ορίζουμε τη συνάρτηση: ƒ(λ) = 2λ(δ) + 1, λ∈Δ. Να μελετηθεί 
η ƒ ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

  δ) Για την τιμή του λ = Μ όπου ƒ(M) το μέγιστο της ƒ να υπολογιστεί η 
Ρ(Α∪Β΄) 

  ε) Αν το λ παίρνει την τιμή του ερωτήματος (δ) να εξετάσετε αν το 
δείγμα των παρατηρήσεων Ρ(Ω), Ρ(Α), Ρ(Α∪Β), και Ρ(Α∩Β) είναι 
ομοιογενές.  

Τσιτούρης Αλέξανδρος, Μαθηματικός, Νέα Σμύρνη, Αθήνα 
 

Γ90. ΤΟ ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ... 
  Μια μεταβλητή παίρνει τις τιμές x1 και x2 με συχνότητες ν1 και ν2 αντί-

στοιχα. Κατά τον υπολογισμό της τυπικής απόκλισης, ένας μαθητής α-
ντιστοίχισε τη συχνότητα ν1 στην τιμή x2 και τη συχνότητα ν2 στην τιμή 
x1. Να αποδείξετε ότι αν και ο μαθητής έκανε το παραπάνω λάθος, βρή-
κε τη σωστή απάντηση. 

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ91. Η μεταβλητή X παίρνει τις τιμές 1, 2, 3, ..., ν με συχνότητες 1, 2, 3, ..., ν 
αντίστοιχα και η μεταβλητή Υ παίρνει τις τιμές 1, 2, 3, ..., ν με συχνότη-
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τες ν, ν – 1, ν – 2, ..., 2, 1 αντίστοιχα. 
  Αν x  είναι η μέση τιμή της X και y  η μέση τιμή της Y, να αποδειχθεί ότι 

αν x ∈N τότε και y ∈N, ενώ αν x ∉N τότε και y ∉N. 
Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια 

 
 

Γ92. Έστω συνάρτηση ƒ παραγωγίσιμη στο R. Αν 
ισχύει: 

( )
xe 1, x 0ƒ΄ x x
1, x 0

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

 να αποδείξετε ότι: 

  α) η ƒ΄ είναι συνεχής στο R. 

  β) υπάρχει ξ∈(0, 1): ƒ΄(ξ) + ƒ(0) > ( )
1

0
ƒ x dx∫  

Ζωβοΐλης Ηλίας, Μαθηματικός, Αθήνα 
 

Γ93.  Αν 1 < α < β, να αποδειχθεί ότι:  
 

   α) υπάρχει ξ∈(α, β) με: 1 1 1
ξ lnξ α ξ β ξ

= +
⋅ − −

 

   β) το ξ βρίσκεται πλησιέστερα στο β απ' ότι στο α. 
 Μούμουγλου Χρυσούλα, Μαθηματικός, Βέροια 

 
Γ94.  Έστω μια συνάρτηση ƒ: (0, +∞)→R, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  

   (0, +∞) με ƒ(x) > 0, για κάθε x∈R. Αν για κάθε x∈R ισχύουν: 

 ƒ΄΄(x) > 
( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

2x 1 2x 2ƒ΄ x
και e e ƒ x+1 e 1 ƒ x

ƒ x
+ ++ ⋅ = + ⋅  

   τότε: 
   α) να δειχθεί ότι η g(x) = ln(ƒ(x)) είναι κυρτή στο *

+R  

   β) 
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

ƒ΄ x
ƒ xƒ x ƒ x+1e

ƒ x 1 ƒ x
< <

−
, για κάθε x > 1. 

   γ) Να βρείτε το 
( )
( )x

ƒ΄ xlim
ƒ x→+∞

 

 Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα 
Γ95.  Έστω z1, z2, z3∈C διαφορετικοί ανά δύο. Αν για κάθε x∈R ισχύει: 

 

( )x x
3 2 3 1e e z z λ z z x 2−+ ≥ − − − + , όπου λ∈R, 

   να δειχθεί ότι οι εικόνες των z1, z2, z3 είναι συνευθειακά σημεία.  
 

 Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα 

 
ΜΑΘ. ΘΕΤΙΚΗΣ 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  



 ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 215 

Γ96.  Αν η συνάρτηση ƒ: R→R είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στο R και η ευ-
θεία (ε): y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cƒ στο +∞, να δειχθεί ότι: 

   α) η ƒ είναι γνησίως φθίνουσα στο R, 
   β) ƒ(R) = (0, +∞). 

 Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα 
 

Γ97.  Δίνεται η συνάρτηση ƒ(x) = 34x 4 2z 1 2i x− − + ⋅ , x∈R, όπου z∈C. Να 
βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z, για τους ο-
ποίους η συνάρτηση ƒ έχει ελάχιστο το –48.  

 Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα 
 

Γ98.  Έστω η συνάρτηση ƒ παραγωγίσιμη στο R, για την οποία ισχύει: 
 

ƒ(0) < ƒ΄(x) < ƒ΄(1),  για κάθε x∈R. 
 

 

   α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση ƒ ως προς τη μονοτονία. 
   β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ƒ(0) = 0, έχει μοναδική λύση, η ο-

ποία βρίσκεται στο διάστημα (–1, 0). 
   γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξ1, ξ2∈R, με ξ1 < ξ2, για τα οποία ισχύ-

ει: 
( )
( )

( )
( )2 1

ƒ 1 ƒ -1 2
ƒ΄ ξ ƒ΄ ξ

− =  

Ζωβοΐλης Ηλίας, Μαθηματικός, Αθήνα 
 

Οι παρακάτω δύο ασκήσεις μπορούν να λυθούν με τη βοήθεια του σχετικού άρθρου του Λε-
ωνίδα Ιωσηφίδη, σ' αυτό το τεύχος του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ. 
 

Γ99. Να υπολογιστεί το ( )
π

4 22
π
2

x 8x 2x ημxdx
−

− + +∫ . 

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 

Γ100. Να υπολογιστεί το 
π
2
π x
2

συνx dx
1 e− +∫ . 

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών, ΑΠΘ 
 

Οι παρακάτω τρεις ασκήσεις Γεωμετρίας του Νίκου Ιωσηφίδη μπορούν να λυθούν με τη βοή-
θεια των παραγώγων. 
 

Γ101. Δύο κανονικά πολύγωνα με πλήθος πλευρών ν και κ είναι εγγε-
γραμμένα στον ίδιο κύκλο. Αν Ρν και Ρκ είναι αντίστοιχα οι περίμε-
τροί τους και Εν και Εκ αντίστοιχα τα εμβαδά τους να αποδειχθεί ότι 
αν ν < κ τότε:  

  

 α)  Ρν < Ρκ  β)  Εν < Εκ 
Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
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Γ102. Δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) 
τέμνονται στα σημεία Α και 
Β. Ονομάζουμε ε1 το εμβαδό 
του κυκλικού τμήματος του 
κύκλου Κ, ε2 το εμβαδό του 
κυκλικού τμήματος του κύ-
κλου Λ και π1 και π2 τις πε-
ριμέτρους τους αντίστοιχα. 
Να αποδειχθεί ότι αν R > ρ, 
τότε: 

   α) ε1 < ε2  β) π1 < π2 
 

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ103. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ, Η, Θ των πλευ-
ρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα, τέτοια ώστε: 

 

ΑΕ ΒΖ ΓΗ ΔΘ λ
ΕΒ ΖΓ ΗΔ ΘΑ

= = = =  

     α) Να αποδειχθεί ότι (ΕΖΗΘ) = 
( )

2

2
1 λ
1 λ
+

+
(ΑΒΓΔ) 

   β) Να αποδειχθεί ότι το εμβαδό (ΕΖΗΘ) γίνεται ελάχιστο όταν τα Ε, Ζ, 
Η, Θ, είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒΓΔ. 

   γ) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει λ∈(1, 2), τέτοιο ώστε:
( )
( )
ΑΒΓΔ ΑΕ
ΕΖΗΘ ΕΒ

= . 

 Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια 
 

Γ104. Έστω δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις ƒ, g:[0, +∞)→R.  Αν ισχύουν: 

( ) ( ) ( )
( )

( )2x t ƒ t

0
ƒ

1 πx 2e t e dt 1, g x και g 1
ƒ x 4

− ′= + = =∫ ,  τότε: 

  α) Να βρείτε τον τύπο της ƒ. 

  β) Να αποδείξετε ότι ( )
( )g ƒ

1 πx 1
ƒ x 4

⎛ ⎞ + ≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  γ) Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της g′, στο οποίο η 
κλίση της είναι ελάχιστη. 

  

Αντωνόπουλος Νίκος, Μαθηματικός, Ίλιον, Αθήνα 
(Από τα "Κριτήρια Αξιολόγησης Γ΄ Λυκείου, Θετ. Κατ.", εκδ. ΕΛΛΗΝΙΚΑ ΓΡΑΜΜΑΤΑ) 

 

Γ105. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ:R→R, ώστε για κάθε x∈R να 
ισχύει: ƒ (x + 1) – 2x = ƒ(x) + 1. Να αποδείξετε ότι για κάθε α∈R, υ-
πάρχει ξ∈R, με |2α – 2ξ + 1| < 1, ώστε να ισχύει ƒ′(ξ) = 2ξ. 

Αντωνόπουλος Νίκος, Μαθηματικός, Ίλιον, Αθήνα 
(Από την "Ανάλυση Γ΄ Λυκείου", Β΄τόμος, εκδ. ΕΛΛΗΝΙΚΑ ΓΡΑΜΜΑΤΑ) 
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