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Αντί χαιρετισμού, ένας αποχαιρετισμός...

Η πρώτη έκδοση του περιοδικού σημαδεύτηκε από το τραγικό
δυστύχημα που στοίχισε τη ζωή τόσων μαθητών. Τούτες τις
στιγμές τα λόγια αποδεικνύονται φτωχά, ο πόνος είναι ανείπω-
τος. Τι μπορεί να πει κάποιος σ' ένα γονιό που έχασε ένα δεκαε-
ξάχρονο παιδί τόσο απρόσμενα και άδικα! Πώς ν' απαντήσεις
στα αμέτρητα "γιατί" που καίνε και θολώνουν τη σκέψη!

  Δεν θα επιχειρήσουμε ν' απαλύνουμε τον πόνο με κοινότοπα
λόγια παρηγοριάς. Θα ήταν ανώφελο. Ίσως, περισσότερο από
κάθε άλλον, εμείς οι εκπαιδευτικοί συμπάσχουμε ειλικρινά στο
πένθος των γονιών. Γιατί ζούμε και εργαζόμαστε με τα παιδιά. Εί-
ναι για μας αναπόσπαστο κομμάτι της ύπαρξής μας. Το μέγεθος
της απώλειας είναι δυσβάσταχτο για όλη την εκπαιδευτική κοινό-
τητα.

  Είναι βέβαιο πως κανένας δεν θα ξεχάσει. Ίσως ο χρόνος αμ-
βλύνει κάποτε τον πόνο, αλλά δε θα τον σβήσει. Ας ευχηθούμε να
είναι τα τελευταία παιδιά που θυσιάζουν τη ζωή τους και τα ό-
νειρά τους στο βωμό των παραλείψεων και της αδιαφορίας.

  Η σκέψη και η αγάπη μας θα σας συντροφεύει πάντοτε. Παι-
διά ... καλό ταξίδι.

Η Συντακτική Επιτροπή
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Áðïëëþíéïò
Ένα ακόμη μαθηματικό περιοδικό;

H έκδοση του μαθηματικού περιοδικού «Απολλώνιος» είναι πλέ-
ον ένα γεγονός. Ο «Απολλώνιος» εκδίδεται και κυκλοφορεί από
το Παράρτημα του νομού Ημαθίας της Ελληνικής Μαθηματικής
Εταιρείας. Απευθύνεται σε μαθητές, φοιτητές, μαθηματικούς, και
σε κάθε έναν που έχει μία ιδιαίτερη σχέση με τα Μαθηματικά.

Η ύλη του περιοδικού κινείται γύρω από τα Μαθηματικά του
Λυκείου. Περιλαμβάνει εργασίες πάνω σε μαθηματικά θέματα, στήλες που θα αποτελέσουν
μόνιμη βάση του περιοδικού, στήλες αλληλογραφίας, αλλά και στήλη με ειδήσεις γύρω από
την δραστηριότητα του Παραρτήματος Ημαθίας της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας. Ειδικά
τώρα που το Παράρτημά μας έχει την τιμητική ευθύνη της διοργάνωσης του 20ου Συνεδρίου
Μαθηματικής Παιδείας που θα διεξαχθεί στη Βέροια στις 7, 8 και 9 Νοέμβρη του 2003, το
περιοδικό μας θα ενημερώνει τους αναγνώστες του σχετικά με την πορεία προετοιμασίας
του Συνεδρίου.

Φιλοδοξία της Συντακτικής Επιτροπής είναι να ενεργοποιήσει αρχικά τους μαθητές,
τους φοιτητές και τους μαθηματικούς του Νομού μας, από τους οποίους έχουμε την απαίτη-
ση να τροφοδοτούν με μαθηματική ύλη το περιοδικό. Φυσικά στο περιοδικό μπορούν να
γράφουν και άλλοι συνάδελφοι και φίλοι από οποιαδήποτε περιοχή της χώρας. Το περιο-
δικό αποτελεί έκδοση της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, άρα η σχέση του με την Εται-
ρεία και τις εκδόσεις της, που έχουν μία επιστημονική και ιστορική διαδρομή, είναι σχέση
συνεργασίας και αλληλοβοήθειας.

Η έκδοση ενός ακόμη μαθηματικού περιοδικού δεν είναι εύκολη υπόθεση. Γνωρίζουμε
τις δυσκολίες και τα εμπόδια. Ακόμη γνωρίζουμε ότι η χώρα μας δεν έχει την «πολυτέλεια»
της έκδοσης πολλών μαθηματικών περιοδικών. Παρ’ όλα αυτά τολμούμε, ελπίζοντας ότι η
ποιότητα και η αποδοχή του εγχειρήματος θα είναι εκείνη που θα μας δώσει το κουράγιο να
συνεχίσουμε. Επιζητούμε και περιμένουμε την κριτική των συναδέλφων και φίλων. Χωρίς
αυτή δεν μπορεί να υπάρχει εξέλιξη και τελικά πρόοδος. Πιστεύουμε ότι ο «Απολλώνιος»
με τη συμμετοχή και τη βοήθεια όλων θα αντέξει στην πίεση του ερωτήματος: «Γιατί ένα
ακόμη μαθηματικό περιοδικό;»

Παπαδόπουλος Κώστας
Πρόεδρος της Δ.Ε.

 του παραρτήματος Ν. Ημαθίας
της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας
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ΕΚΔΗΛΩΣΗ
ΓΙΑ ΤΟΝ

ΘΕΟΔΩΡΟ Ν.
ΚΑΖΑΝΤΖΗ
(1937–1999)

ο Σάββατο 1 Φεβρουαρίου 2003 το Παράρτημα Νομού Ημαθίας της Ελ-
ληνικής Μαθηματικής Εταιρείας διοργάνωσε εκδήλωση για να τιμήσει

τη μνήμη του μαθηματικού Θεόδωρου Καζαντζή.

Στην εκδήλωση που πραγματοποιήθηκε στη Δημόσια Κεντρική Βιβλιοθήκη
της Βέροιας προσκλήθηκαν και μίλησαν για τη ζωή, τις σπουδές, το επι-

Τ
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στημονικό και διδακτικό έργο του Θεόδωρου Καζαντζή οι Χάρης Βαφειά-
δης, Γιάννης Θωμαΐδης, Νίκος Καστάνης και Ελένη Μήτσιου.

Η εκδήλωση άνοιξε με χαιρετισμό του προέδρου της διοικούσας επι-
τροπής του παραρτήματος Κώστα Παπαδόπουλου, συνεχίστηκε, μετά τις
ομιλίες, με προβολή ταινίας από την ομιλία του Θεόδωρου Καζαντζή στο
Συνέδριο της Ε.Μ.Ε. στην Αλεξανδρούπολη το 1996 και έκλεισε με την α-
παγγελία του ποιήματος «Καλό ταξίδι Δάσκαλε…», που έγραψε ο μαθημα-
τικός Θανάσης Κωνσταντινίδης. Η απαγγελία έγινε από τη μαθήτρια Σάρα
Αντωνιάδου με τη συνοδεία βιολιού από τον Αλέξανδρο Ιωσηφίδη.

Δημοσιεύουμε στο τεύχος αυτό του «Απολλώνιου» την ομιλία του Γιάννη Θωμαΐδη, δι-
δάκτορα Μαθηματικών και καθηγητή στο Πειραματικό Σχολείο του Πανεπιστημίου Μακεδο-
νίας, η οποία αναφέρεται σε μερικές όψεις του διδακτικού έργου του Θεόδωρου Καζαντζή.

Ο ΘΕΟΔΩΡΟΣ Ν. ΚΑΖΑΝΤΖΗΣ
ΚΑΙ Η ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

(Μια προσωπική εκτίμηση)

     Γιάννης Θωμαΐδης
   Πειραματικό Σχολείο

  Πανεπιστημίου Μακεδονίας

ριν αρχίσω την αποψινή ομιλία θα ήθελα να συγχαρώ τη Διοικούσα
Επιτροπή του Παραρτήματος Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. για την πρωτοβου-
λία της να τιμήσει τη μνήμη του Θεόδωρου Καζαντζή. Η ελληνική μα-

θηματική κοινότητα, ιδιαίτερα αυτή της μέσης εκπαίδευσης, δεν μας έχει
συνηθίσει σε τιμητικές εκδηλώσεις για τα επίλεκτα μέλη της που αποχω-
ρούν από την ενεργό δράση ή από τη ζωή …

Από την εμπειρία της προσωπικής γνωριμίας και από συζητήσεις με
πολλούς ανθρώπους, τη γνώμη των οποίων εκτιμώ ιδιαίτερα, μπορώ να
υποστηρίξω ότι ο Θεόδωρος Καζαντζής υπήρξε ένας προικισμένος μαθη-
ματικός, ένας χαρισματικός δάσκαλος και μια πολυσχιδής προσωπικότητα.
Από τα τρία αυτά γνωρίσματα του χαρακτήρα του αισθάνομαι όμως περισ-

Π
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σότερο κατάλληλος να μιλήσω για το δεύτερο, επειδή μπορώ να στηριχθώ
αποκλειστικά σε προσωπικές εμπειρίες.

Είναι σε όλους γνωστό ότι ο Θεόδωρος Καζαντζής αναδείχθηκε με τη
διδασκαλία και το συγγραφικό έργο του μέσα από το φροντιστηριακό χώρο.
Εκείνο όμως που τον έκανε να ξεχωρίζει ήταν ακριβώς η ολοκληρωτική α-
ντίθεσή του με αυτό που συνήθως χαρακτηρίζει αρνητικά το συγκεκριμένο
χώρο: Δηλαδή η ταύτιση της γνώσης με την εκάστοτε ύλη των εξετάσεων
και η μετατροπή της διδασκαλίας και μάθησης σε μια διαδικασία
«προπόνησης» για τις εξετάσεις.

Είχα τη μεγάλη τύχη να γνωρίσω το Θεόδωρο Καζαντζή σε ηλικία 17
χρονών, μόλις άρχιζα τη ΣΤ΄ Γυμνασίου, ενώ εκείνος, έχοντας τα διπλάσια
ακριβώς χρόνια από μένα, ήταν συνιδιοκτήτης του φροντιστηρίου «Καζαν-
τζή – Φιλίππου» και είχε μόλις εκδώσει την περίφημη δίτομη Άλγεβρά του.1

Την περίοδο εκείνη στα τμήματα Πρακτικής Κατεύθυνσης της Ε΄ Γυμνα-
σίου διδάσκονταν η Άλγεβρα του Η. Ντζιώρα. Θυμάμαι ότι στο σχολείο εί-
χαμε ασχοληθεί αρχικά με ένα μεγάλο κεφάλαιο του βιβλίου που αφορούσε
τις απόλυτες τιμές, ενώ στο δεύτερο εξάμηνο με το κεφάλαιο των ακολου-
θιών που περιείχε τα σχετικά με τον εψιλοντικό ορισμό του ορίου και τις ι-
διότητες της σύγκλισης. Η πρώτη επαφή μας με αυτές τις έννοιες ήταν ο
ορισμός της μηδενικής ακολουθίας, που εμφανίζονταν στο βιβλίο του
Ντζιώρα ως εξής:

ν 0 0 ν 0α 0     ε 0    ν ν (ε):  α ε   ν ν→ ⇔ ∀ > ∃ = < ∀ ≥

Η κατανόηση αυτού του ορισμού και κυρίως η εφαρμογή του για να α-
ποδειχθεί ότι μια συγκεκριμένη ακολουθία είναι μηδενική, αποδείχθηκε α-
ληθινός σταυρός του μαρτυρίου! Ύστερα από ένα δίμηνο αποκλειστικής
ενασχόλησης με τις απόλυτες τιμές, ήταν σχεδόν αδύνατο να χειριστούμε
τις ανισοτικές σχέσεις που είναι απαραίτητες για την απόδειξη της σύγκλι-
σης μιας ακολουθίας. Ο καθηγητής του σχολείου, ο οποίος δεν καταλάβαινε
περισσότερα από εμάς, αλλά γνώριζε καλά την κλασική άλγεβρα, παρέ-
καμψε γρήγορα τον ορισμό για να ασχοληθούμε με τις ιδιότητες των ορίων,

                                                
1 Κατά την άποψή μου, η δίτομη Άλγεβρα (1971) του Θεόδωρου Καζαντζή αποτε-
λεί ένα από τα βιβλία–σταθμούς στην ελληνική βιβλιογραφία αυτού του κλάδου των
στοιχειωδών Μαθηματικών. Τα άλλα είναι η Στοιχειώδης Άλγεβρα (1888) του Ιω-
άννη Χατζηδάκι, η Μεγάλη Άλγεβρα (1944) του Αριστείδη Πάλλα και τα Αλγεβρι-
κά Θέματα (1952) του Παναγιώτη Μάγειρα.
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οι οποίες καθιστούν τον υπολογισμό τους μια διαδικασία αλγεβρικών μετα-
σχηματισμών με αναγωγή σε ορισμένα βασικά όρια. Σε λίγο καιρό εγώ και
οι συμμαθητές μπορούσαμε να υπολογίζουμε κάποια όρια ακολουθιών, αλ-
λά αυτό γινόταν ερήμην της έννοιας του ορίου!2

Αυτά και άλλα προβλήματα με έφεραν το Σεπτέμβριο της επόμενης
χρονιάς στο φροντιστήριο «Καζαντζή–Φιλίππου», υποψήφιο της Φυσικο-
μαθηματικής, σε ένα τμήμα στο οποίο ο Θεόδωρος Καζαντζής δίδασκε, με-
ταξύ άλλων, τις ακολουθίες. Στον πίνακα εμφανίστηκε πάλι ο τρομερός εψι-
λοντικός ορισμός, αλλά τώρα συνοδεύτηκε από μια κοφτή δήλωση του Θε-
όδωρου Καζαντζή: «Δε θα προχωρήσουμε βήμα παρακάτω αν δεν καταλά-
βετε όλοι τον ορισμό της σύγκλισης».

Ξεκινώντας από συγκεκριμένα, απλά παραδείγματα ακολουθιών και
γραφικές παραστάσεις μας εξήγησε μία–μία όλες τις λεπτομέρειες του ορι-
σμού, το νόημα των ποσοδεικτών, το ρόλο του δείκτη ν0, την κατασκευή του
κατάλληλου δείκτη, το χειρισμό των ανισοτικών σχέσεων (αυξομειώσεων)
με απόλυτες τιμές. Σε μια ατμόσφαιρα πραγματικής μυσταγωγίας (την πλή-
ρη σημασία της οποίας εκτίμησα πολύ αργότερα), ο Θεόδωρος Καζαντζής
μας εξήγησε ένα μεγάλο μαθηματικό επίτευγμα: Τον τρόπο με τον οποίο η
αέναη και ασύλληπτη έννοια του απείρου μπορεί να παγιδευτεί και να ακι-
νητοποιηθεί μέσα σε μερικές ανισότητες.3 Την περίοδο εκείνη δεν μπορού-
σαμε να συλλάβουμε την έκταση αυτού του εγχειρήματος και επειδή η δι-
δασκαλία τραβούσε σε μάκρος, ορισμένοι από εμάς, έχοντας υπόψη τη
σχολική εμπειρία και πληροφορίες από άλλα φροντιστήρια, τολμήσαμε να
«υποδείξουμε» ότι πρέπει να προχωρήσουμε στις ιδιότητες των ορίων. Η
απάντηση του Θεόδωρου Καζαντζή, ο οποίος δε σήκωνε μύγα στο σπαθί
του σε ζητήματα μαθηματικής συνέπειας, ήταν κοφτή και αυστηρή: «Εγώ
δεν πρόκειται να σας κάνω παπαγάλους, που θα υπολογίζουν όρια χωρίς
να γνωρίζουν τι είναι όριο!». Και συμπλήρωσε με το σταθερό επιχείρημα,
που αποτελούσε βασικό στοιχείο της διδακτικής μεθοδολογίας του και χρη-
σιμοποιούσε σε όλα τα βιβλία του: «Το χρόνο που αφιερώνετε τώρα για να
κατανοήσετε τις βασικές έννοιες και να εμβαθύνετε στον τρόπο σκέψης και
                                                
2 Όπως είναι γνωστό, αυτή η διδακτική πρακτική αποτελεί σήμερα επίσημη οδηγία,
με αποτέλεσμα οι μαθητές της Γ΄ Λυκείου να υπολογίζουν όρια συναρτήσεων α-
γνοώντας ουσιαστικά τι είναι όριο.
3 Μια μικρή εικόνα αυτής της διδασκαλίας μπορεί να αποκτήσει ο αναγνώστης αν
ανατρέξει στις σελίδες 358 – 360 του 2ου τόμου της Άλγεβρας του Θεόδωρου Κα-
ζαντζή (έκδοση 1971).
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εργασίας, θα τον κερδίσετε πολλαπλάσιο αργότερα».
Την αξία αυτών των λόγων, αλλά και όσων έμαθα εκείνη την περίοδο

την εκτίμησα αργότερα σαν φοιτητής των Μαθηματικών, όταν προσπαθού-
σα να εμβαθύνω στις έννοιες της Ανάλυσης και ιδιαίτερα στη γενίκευση της
έννοιας της σύγκλισης σε συναρτήσεις πολλών μεταβλητών ή σε αφηρημέ-
νους μετρικούς και τοπολογικούς χώρους. Τα λόγια του Θεόδωρου Καζα-
ντζή ήταν πράγματι προφητικά!

Σαν φοιτητής και αργότερα σαν νέος μαθηματικός συναντούσα συχνά το
Θεόδωρο Καζαντζή και συζητούσα μαζί του, κυρίως για βιβλία Μαθηματι-
κών, δικά του ή άλλων. Στις συναντήσεις αυτές διαπίστωσα επίσης την κα-
ταπληκτική ευστροφία του στην επίλυση προβλημάτων και ιδιαίτερα την
ικανότητά του να ανακαλύπτει κενά και λάθη σε ζητήματα που από άλλους
περνούσαν απαρατήρητα. Τα μαθηματικά λάθη και η ερμηνεία τους ήταν
ακριβώς το ζήτημα που τα τελευταία χρόνια μας έφερε σε στενότερη επαφή
και έγινε αφορμή για ορισμένες πολύωρες, έντονες αλλά και αξέχαστες συ-
ζητήσεις.

Η πρώτη τέτοια συζήτηση έγινε στις αρχές της δεκαετίας του 1990, όταν
ετοίμαζα τη διδακτορική διατριβή μου στο Τμήμα Μαθηματικών του Α.Π.Θ.
Εξετάζοντας τον τρόπο με τον οποίο οι τεταρτοετείς φοιτητές Μαθηματικών
χρησιμοποιούν ορισμένες βασικές μαθηματικές έννοιες, διαπίστωσα έκ-
πληκτος ότι οι μισοί από αυτούς δεν είχαν ουσιαστικά κατανοήσει την έν-
νοια της απόλυτης τιμής.

Για παράδειγμα, δεν αντιλαμβάνονταν ότι η εξίσωση: x 2 17 2− − = −

είναι αδύνατη και προσπαθούσαν να την επιλύσουν με διαδικασίες απομά-
κρυνσης απολύτων τιμών! Όταν έδειξα τα αποτελέσματα αυτά στο Θεόδω-
ρο Καζαντζή και ζήτησα τη δική του ερμηνεία, αυτός ξεσπάθωσε εναντίον
του τρόπου διδασκαλίας των Μαθηματικών στο Λύκειο και το Πανεπιστή-
μιο, που οδηγεί τους νέους στην αναζήτηση της ευκολίας και στην αποστή-
θιση συνταγών αντί στην προσωπική μελέτη και την εμβάθυνση. Η δική μου
ερμηνεία, που χρησιμοποιούσε ορισμένες θεωρητικές έννοιες της Διδακτι-
κής των Μαθηματικών, έριχνε το βάρος στην ανεπάρκεια των συγκεκριμέ-
νων ασκήσεων (εξισώσεις με απόλυτες τιμές) για την κατανόηση της από-
λυτης τιμής και ειδικότερα στον καθιερωμένο τρόπο αντιμετώπισής τους
(απομάκρυνση απολύτων τιμών με διάκριση περιπτώσεων, πίνακες προ-
σήμων κ.λπ.) Ο Θεόδωρος Καζαντζής θεώρησε αυτές τις θεωρητικές ερμη-
νείες περιττή πολυτέλεια: «Το πράγμα είναι ολοφάνερο», μου είπε.
«Ύστερα από τρία χρόνια στο Λύκειο και τέσσερα στο Πανεπιστήμιο οι φοι-
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τητές δεν έχουν καταλάβει τι είναι απόλυτη τιμή. Χρειάζεται και άλλη απόδει-
ξη για την κατάντια του συστήματος;»

Εγώ βέβαια επέμεινα στην ανάγκη βαθύτερης μελέτης του προβλήματος
και έτσι η συζήτηση έφτασε στο επίμαχο ζήτημα της Διδακτικής των Μαθη-
ματικών. Την εποχή εκείνη είχε δημιουργηθεί, με αφορμή τους διδάσκοντες
στα Περιφερειακά Επιμορφωτικά Κέντρα, μια μεγάλη οξύτητα γύρω από
τον όρο «Διδακτική των Μαθηματικών» και ο πολυμήχανος Θεόδωρος Κα-
ζαντζής είχε επινοήσει τον όρο «Παραδιδακτική» για να εντάξει σ’ αυτή την
περιοχή, όπως έλεγε, όσους ασχολούνται με τη Διδακτική των Μαθηματι-
κών χωρίς να ξέρουν Μαθηματικά. Και επειδή ήταν επιμελής αναγνώστης
όσων γράφονταν στα διάφορα ελληνικά περιοδικά, άρχισε να μου αναφέρει
σχετικά παραδείγματα. Στο σημείο αυτό διαφωνήσαμε ριζικά. Η δική μου
πεποίθηση, εδραιωμένη στη μελέτη της ξένης βιβλιογραφίας, ήταν ότι οι
έρευνες της Διδακτικής των Μαθηματικών ασχολούνται με ένα ευρύτατο
φάσμα εννοιών, από το Νηπιαγωγείο μέχρι το Πανεπιστήμιο και παράγουν
πολύ χρήσιμα αποτελέσματα για τη διδακτική πράξη. Για ποιο λόγο π.χ.
πρέπει να αποκλείσουμε, ως χαμηλού μαθηματικού επιπέδου, τις έρευνες
που ασχολούνται με τις δυσκολίες των μαθητών του Δημοτικού να κατανο-
ήσουν την έννοια του κλάσματος; Και σε τελευταία ανάλυση, την κατάσταση
ενός πεδίου ερευνών, όπως η Διδακτική των Μαθηματικών, δεν μπορούμε
να τη χαρακτηρίσουμε παίρνοντας υπόψη μόνο τα αποτελέσματα που πα-
ράγονται σε μια συγκεκριμένη χώρα.

Η δεύτερη συζήτηση για το ζήτημα της Διδακτικής προκλήθηκε από το
Θεόδωρο Καζαντζή λίγα χρόνια μετά, όταν με φώναξε στο σπίτι του και μου
έδωσε να διαβάσω το χειρόγραφο μιας εργασίας που μόλις είχε ολοκληρώ-
σει.4 Στη εργασία αυτή, με εκπληκτική διεισδυτικότητα και καυστικό ύφος
που φτάνει στα όρια της λογοτεχνικής σάτιρας, ο Θεόδωρος Καζαντζής α-
ποκαλύπτει μια σειρά απίστευτων μαθηματικών λαθών ενός βιβλίου Ανά-
λυσης για της εξετάσεις της 1ης Δέσμης, που είχε κυκλοφορήσει σε πολυτε-
λή έκδοση πριν λίγα χρόνια, με συγγραφείς γνωστά ονόματα φροντιστών
και στελεχών της δημόσιας εκπαίδευσης.

«Τι ερμηνείες δίνει η Διδακτική των Μαθηματικών γι’ αυτό το φαινόμενο;»
με ρώτησε σαρκαστικά. «Αυτοί που τα έγραψαν, επικαλούνται τη μεγάλη
εμπειρία και τις γνώσεις τους για να βοηθήσουν δήθεν τους υποψήφιους της
1ης Δέσμης. Στην πραγματικότητα όμως τους εξαπατούν, πουλώντας ένα

                                                
4 Η εργασία αυτή, που παραμένει ανέκδοτη, είναι μάλλον και η τελευταία που έγραψε.
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πολυτελές περιτύλιγμα, γεμάτο προχειρότητες και λάθη. Αυτά τα βιβλία δεν
μορφώνουν, αποβλακώνουν! Να το εκπαιδευτικό, κοινωνικό και εθνικό κα-
τάντημα στο οποίο έχουμε φτάσει!»

Ακολούθησε ένας χειμαρρώδης, επικριτικός λόγος που επεκτάθηκε στις
επιχειρούμενες τότε (1997) αλλαγές στο Λύκειο, την αναδιάταξη της ύλης
των Μαθηματικών και ιδιαίτερα την αξιολόγηση με τις λεγόμενες «ερωτήσεις
αντικειμενικού τύπου».5

Φυσικά ήταν αδύνατο εκείνη τη στιγμή να ανταποκριθώ στην πρόκληση
και να επιχειρήσω "ερμηνείες». Ο Θεόδωρος Καζαντζής έθεσε μέσα σε λίγα
λεπτά, με το δικό του μοναδικό τρόπο, ένα πλήθος από ζητήματα που αφο-
ρούν τη μαθηματική (και όχι μόνο) εκπαίδευση. Επιβεβαίωσε έτσι για άλλη
μια φορά ότι η Διδακτική των Μαθηματικών αποτελεί ένα δύσκολο πρόβλη-
μα στο οποίο, εκτός από τα Μαθηματικά, πρέπει κανείς να λάβει πολύ σο-
βαρά υπόψη την επίδραση πολλών άλλων παραμέτρων.

Ο Θεόδωρος Καζαντζής υπήρξε για μένα και πιστεύω για πολλούς που
βρίσκονται σήμερα σ’ αυτήν την αίθουσα ένας δάσκαλος με καθοριστική
επίδραση, τόσο στον τρόπο που μάθαμε Μαθηματικά, όσο και στο τρόπο
με τον οποίο προσπαθούμε να διδάξουμε Μαθηματικά σε άλλους. Εύχομαι
στο Παράρτημα Ημαθίας της Ε.Μ.Ε. να συνεχίσει την παράδοση που εγκαι-
νιάζει απόψε, με τη διοργάνωση τιμητικών εκδηλώσεων και για άλλους λα-
μπρούς δασκάλους των Μαθηματικών του βορειοελλαδικού χώρου.

                                                
5 Οι απόψεις του Θεόδωρου Καζαντζή για το συγκεκριμένο ζήτημα έχουν κατατεθεί
στην εργασία του «Η απομυθοποίηση των tests πολλαπλής επιλογής» που
δημοσιεύτηκε στο περιοδικό Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 2, σσ. 19-27 (1996).
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ΕΡΓΟΓΡΑΦΙΑ
ΘΕΟΔΩΡΟΥ Ν. ΚΑΖΑΝΤΖΗ
(1937-1999)

Α΄:  ΒΙΒΛΙΑ

1. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των Ανωτάτων σχολών και ιδιαιτέρως
Πολυτεχνείου–Φυσικομαθηματικής, (σελ. 142+16+154), Φροντιστήρια Ευ-
κλείδης, Θεσσαλονίκη 1967.

2. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη-
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων,
Τόμος Ι (σελ. 512), Βιβλιοχαρτοπωλείον ΗΛΙΟΣ, Θεσσαλονίκη 1971.

3. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη-
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων,
Τόμος ΙΙ (σελ. 533), Βιβλιοχαρτοπωλείον ΗΛΙΟΣ, Θεσσαλονίκη 1971.

4. Πολυώνυμα, (σελ. 355), Εκδόσεις Γ. Αθανασιάδη – Σ. Τορνικίδη, Θεσσαλονί-
κη 1977.

5. Άλγεβρα δια τους υποψηφίους των ανωτάτων σχολών θετικών επιστη-
μών και τους μαθητάς των ανωτέρων τάξεων των πρακτικών Γυμνασίων,
Τόμος Ι (σελ. 625), Θεσσαλονίκη 1978.

6. Άλγεβρα, Τόμος Β΄ (σελ. 482), Εκδόσεις Παπαδημητροπούλου, Αθήναι (χ.χ.).
7. Ασκήσεις Αναλύσεως, (σελ. 36), Θεσσαλονίκη 1978.
8. Συναρτήσεις, Τεύχος πρώτο (σελ. 242), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1979.
9. Συναρτήσεις, Τεύχος δεύτερο (σελ. 248), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1980.
10. Αριθμοθεωρία (σελ. 163), Τυποεκδοτική, Θεσσαλονίκη 1980.
11. Ακολουθίες, (σελ. 214),  Εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1990.
12. Παράγωγοι, Τεύχος 1 (σελ. 413), Εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1991, 19942.
13. Άλγεβρα Β΄ Λυκείου, Τεύχος 1 (σελ. 295), Εκδόσεις Πελεκάνος, Αθήνα 1991.
14. Εξετάσεις ’93 – Διαγωνίσματα, (σελ. 174), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη,

Θεσσαλονίκη 1993 (με τη συνεργασία της Ε. Μήτσιου).
15. Εξετάσεις ’94 – Προβλήματα, (σελ. 181), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη,

Θεσσαλονίκη 1994 (με τη συνεργασία της Ε. Μήτσιου).
16. Ολοκληρώματα, (σελ. 490). Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη

1994.
17. Εξετάσεις ’95 – Θέματα, Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη

1995 (με τη συνεργασία των Γ. Μαυρίδη και Ε. Μήτσιου).
18. Πιθανότητες (σελ. 126), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1995.
19. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 1 (σελ. 238), Εκδόσεις Μαθηματική

Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1995.
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20. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 2 (σελ. 176), Εκδόσεις Μαθηματική
Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1996.

21. 1000 ασκήσεις ολοκληρωμάτων, Τεύχος 3 (σελ. 278), Εκδόσεις Μαθηματική
Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1997.

22. Συνδυαστική, (σελ. 136), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη 1997.
23. Θεωρία αριθμών, (σελ. 197), Εκδόσεις Μαθηματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη

(χ.χ.).
24. Τεστ πολλαπλής επιλογής για την Α΄ Λυκείου, (σελ. 115), Εκδόσεις Μαθη-

ματική Βιβλιοθήκη, Θεσσαλονίκη (χ.χ.).

Β΄:  ΑΡΘΡΑ – ΕΙΣΗΓΗΣΕΙΣ

1. Ασκήσεις στις συναρτήσεις. Ευκλείδης Β΄, τόμος ΙΓ΄, τεύχος 5, σ. 226 (1980).
2. Τα Μαθηματικά και η ελληνική εκπαιδευτική πραγματικότητα. Πρακτικά 1ου

Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας, σσ. 438-447, Ελληνική Μαθη-
ματική Εταιρεία, Αθήνα, 1984.

3. Η γραμμική εξάρτηση διανυσμάτων στη μεθοδική αντιμετώπιση προβλη-
μάτων. Ευκλείδης Β΄, τόμος Κ΄, τεύχος 1, σσ. 46-50 (1986).

4. Ασκήσεις Γ΄ Λυκείου. Ευκλείδης Β΄, τόμος Κ΄, τεύχος 4, σσ. 248-256 (1987).
5. Μερικές παρατηρήσεις στο άρθρο για τις περιοδικές συναρτήσεις. Ευ-

κλείδης Γ΄, τόμος 5, τεύχος 17, σσ. 71-75 (1987).
6. Διδακτική και παραδιδακτική των Μαθηματικών (περίληψη). Πρακτικά 10ου

Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας, σ. 411. Ελληνική Μαθηματική
Εταιρεία, Αθήνα, 1993.

7. Μια συναρτησιακή απόδειξη της ανισότητας του Cauchy. Μαθηματική Παι-
δεία, τεύχος 1, σσ.31-33 (1996).

8. Θεμελιώδεις προτάσεις του Διαφορικού Λογισμού που προκύπτουν σαν
απλά πορίσματα του θεωρήματος Fermat. Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 1,
σσ.39-42 (1996)

9. Η απομυθοποίηση των tests πολλαπλής επιλογής. Μαθηματική Παιδεία,
τεύχος 2, σσ.19-27 (1996).

10. Τα θεωρήματα Μέσης Τιμής του κλασικού διαφορικού λογισμού. Μαθημα-
τική Παιδεία, τεύχος 2, σσ.51-67 (1996).

11. Ένα θεώρημα του Γιάννη Αυδή για το τετράεδρο. Μαθηματική Παιδεία, τεύ-
χος 2, σσ.73-75 (1996).

12. Το θεώρημα Cayley – Hamilton για πίνακες 2x2. Μαθηματική Παιδεία, τεύ-
χος 2, σσ.101-104 (1996).

13. Τρόποι αξιολόγησης των υποψηφίων για τα ανώτερα και ανώτατα εκ-
παιδευτικά ιδρύματα της Χώρας. Μαθηματική Παιδεία, τεύχος 3, σσ.19-27
(1997).

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Ο Θεόδωρος Καζαντζής έλαβε μέρος ως εισηγητής και σε άλλα συνέδρια της
Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, αλλά τα κείμενα των εισηγήσεων του δεν έχουν κα-
ταχωρηθεί στα αντίστοιχα Πρακτικά.
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Η ΒΡΑΒΕΥΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ
ΠΟΥ ΔΙΑΚΡΙΘΗΚΑΝ ΣΤΟΥΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥΣ
ΤΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΤΑΙΡΕΙΑΣ

ραγματοποιήθηκε στην Κυριακή 16 Μαρτίου 2003 στη Στέγη Γραμμά-
των και Τεχνών η τελετή βράβευσης των μαθητών που διακρίθηκαν

στους διαγωνισμούς της Ε.Μ.Ε. «Θαλής», «Ευκλείδης» και «Αρχιμήδης».
Η εκδήλωση διοργανώθηκε από το Παράρτημα Ν. Ημαθίας της Ε.Μ.Ε.

Την τελετή τίμησαν με την παρουσία τους εκπρόσωποι της Μητρόπολης,
της Νομαρχίας, των Δήμων Βέροιας, Αποστόλου Παύλου, Πλατέος, Δοβρά,
της Αστυνομικής Διεύθυνσης Ν. Ημαθίας, ο Δ/ντής της Διεύθυνσης Β/θμιας
Εκπαίδευσης, Διευθυντές σχολείων, εκπρόσωποι συνδικαλιστικών οργα-
νώσεων και μαζικών φορέων καθώς και πλήθος κόσμου.

Φωτογραφία από την βράβευση των διακριθέντων των διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε.

Κεντρικός ομιλητής στην εκδήλωση ήταν ο καθηγητής του Πανεπιστημί-
ου Ιωαννίνων κ. Θεόδωρος Μπόλης με θέμα «Η ιστορία και η φιλοσοφία
των Μαθηματικών». Στο τέλος της εκδήλωσης τιμήθηκαν με αναμνηστικές
πλακέτες ο καθηγητής κ. θ. Μπόλης, η κ. Ελένη Μήτσιου και ο κ. Χάρης
Βαφειάδης για την προσφορά τους στο Παράρτημα. Στους διακριθέντες μα-
θητές δόθηκαν βραβεία, τιμητικές πλακέτες και βιβλία, προσφορά του εκδό-

Π
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τη κ. Χάρη Βαφειάδη.
Οι μαθητές που διακρίθηκαν είναι οι παρακάτω:

ΑΑ ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ ΤΑΞΗ ΣΧΟΛΕΙΟ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ
1 Αθανασιάδης Ιγνάτιος Β 2ο Λύκ. Νάουσας Θαλής & Ευκλείδης
2 Αστέρης Μεγασθένης Α 1ο Λύκ. Νάουσας Θαλής
3 Γερακόπουλος Βασίλειος Α 3ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
4 Γιαννακάκης Παναγιώτης Γ 4ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
5 Γκασιαβέλης Αθανάσιος Γ 3ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
6 Καραλής Παύλος Β 5ο Γυμν. Βέροιας Θαλής
7 Κατσιαμάκα Αμαλία Γ 1ο Γυμν. Νάουσας Θαλής & Ευκλείδης
8 Κατσιανίδου Αριάνα Β 2ο Γυμν. Αλεξάνδρειας Θαλής
9 Κουκούλη Δήμητρα Γ 1ο Λύκ. Βέροιας Θαλής

10 Κουπίδης Θεόδωρος Γ 4ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
11 Κουτσουρίδης Χάρης Γ 3ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
12 Κυράνου Ίριδα Α 1ο Λύκ. Νάουσας Θαλής
13 Μιόγλου Αλέξανδρος Α Λύκ. Μακροχωρίου Θαλής
14 Μπίμπος Άγγελος Β 2ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
15 Μύρου Αναστασία Β 1ο Γυμν. Αλεξάνδρειας Θαλής
16 Πάπαρης Γεώργιος Γ 4ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
17 Παπαστεργίου Δέσποινα Β 3ο Γυμν. Βέροιας Θαλής
18 Πουλτσίδης Ιωάννης Γ 1ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
19 Προύσαλης Θεοδόσιος Α 2ο Λύκ. Νάουσας Θαλής & Ευκλείδης
20 Σιμόπουλος Άγγελος Β 2ο Γυμν. Βέροιας Θαλής & Ευκλείδης
21 Σχοινιώτη Δήμητρα Γ 4ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
22 Ταπλίδου Ελπίδα Α 2ο Λύκ. Νάουσας Θαλής
23 Τζουτζίδης Κυριάκος Α 1ο Λύκ. Νάουσας Θαλής
24 Τολιόπουλος Αλέξανδρος Γ 1ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
25 Τολιοπούλου Ελένη Α 1ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
26 Τσαλκιτζής Απόστολος Β 1ο Γυμν. Αλεξάνδρειας Θαλής
27 Τσαντήλας Φίλιππος Γ 3ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
28 Χίρτογλου Αλέξανδρος-Σωτ Α 3ο Λύκ. Βέροιας Θαλής
29 Χόρτη Αθηνά Γ 2ο Γυμν. Βέροιας Θαλής & Ευκλείδης
30 Χριστόδουλος Αθανάσιος Γ 5ο Λύκ. Βέροιας Θαλής

Η Διοικούσα Επιτροπή του Παραρτήματος ευχαριστεί όσους συνέδρα-
μαν στην διοργάνωση της εκδήλωσης. Επίσης συγχαίρει τους βραβευθέντες
και τους εύχεται καλή πρόοδο και κάθε επιτυχία στις σπουδές τους.
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ΕΙΔΗΣΕΙΣ, ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ, ΝΕΑ
ΑΠΟ ΤΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ

1η Συνεδρίαση
της Τοπικής

Οργανωτικής Επιτροπής
του 20ου Συνεδρίου

Μαθηματικής Παιδείας

Το Σάββατο 15 Μαρτίου 2003 στο ΑΙ-
ΓΕΣ ΜΕΛΑΘΡΟΝ στην αίθουσα ΡΩΞΑΝΗ Α΄
παρουσία του κ. Θεόδωρου Μπόλη, κα-
θηγητή του Μαθηματικού τμήματος του
Πανεπιστημίου Ιωαννίνων, που ήταν και
ο κύριος ομιλητής στην τελετή βράβευσης
των μαθητών που διακρίθηκαν στους δια-
γωνισμούς της Ελληνικής Μαθηματικής
Εταιρείας, συνεδρίασε για πρώτη φορά η
οργανωτική Επιτροπή  του 20ου Συνεδρίου
Μαθηματικής Παιδείας. Το Συνέδριο θα
πραγματοποιηθεί στις 7, 8 και 9 Νοεμβρί-
ου 2003 στη Βέροια.

Ο πρόεδρος του παραρτήματος της
Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας της
Ημαθίας και πρόεδρος της οργανωτικής
Επιτροπής κ. Κώστας Παπαδόπουλος
παρουσίασε την εισήγηση προς την ορ-
γανωτική Επιτροπή της Ημαθίας που α-
ποτελείται από τους:
Πρόεδρος: Παπαδόπουλος Κων/νος
Αντ/δρος:  Τσανασίδης Αντώνιος
Γραμματέας:  Μιχαηλίδου Γεωργία
Μέλη:
Για την οικονομική διαχείριση και
εποπτεία:
Σαραφοπούλου Χαρούλα (Συντονιστής)
Ξενίδης Σωκράτης
Τρανίδης Μιχάλης
Νέδης Γιάννης
Καμπουρίδης Γιάννης

Για την Γραμματεία
(εγγραφές, βεβαιώσεις, αποδείξεις)
Σαμόγλου Λάκης (Συντονιστής)
Καρακώστα Αναστασία
Μιόγλου Στέλιος
Νικόπουλος Αχιλλέας
Μπίκος Μιχάλης

Για την οργάνωση της υποδοχής
(δεξιώσεις, περιηγήσεις)
Μπατσαρά Γεωργία (Συντοντιστής)
Παπαστεργίου Στέργιος
Καρβουνάς Στέργιος
Παππάς Χρήστος
Σαμαρά Ζωή
Τσαβδαρίδης Γιώργος
Θεοχαρόπουλος Κώστας
Για την οργάνωση των συνεδρίων
(εποπτικά μέσα, οργάνωση χώρων,
έλεγχος ροής προγράμματος)
Απλακίδης Γιάννης (Συντονιστής)
Τσιπρόπουλος Αντώνης
Χονδρολίδης Δημήτρης
Σαφαρίκας Γιάννης
Για τα ηλεκτρονικά πολυμέσα,
υπολογιστές, internet
Παπαδόπουλος Περικλής (Συντονιστής)
Νικοδημόπουλος Ανδρέας
Καλαϊτζίδου Άννα

Στην εισήγηση τέθηκαν διάφορα θέ-
ματα που έχουν σχέση με το πρόγραμμα
του Συνεδρίου, τη φιλοξενία των συνέδρων,
τις πολιτιστικές εκδηλώσεις και τον οικονο-
μικό προϋπολογισμό.Στο τέλος της συνε-
δρίασης κόπηκε βασιλόπιτα. Το φλουρί
κέρδισε ο αντιπρόεδρος του Παραρτήμα-
τος της Ημαθίας κ. Αντώνης Τσανασίδης.
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ΕΙΔΗΣΕΙΣ, ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ, ΝΕΑ
ΑΠΟ ΤΙΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΟΣ

Το 20ο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας
υπόθεση όλων

ο Νοέμβριο του 2003 η Ημαθία θα υποδεχτεί ένα μεγάλο πνευματικό γεγονός. Στη
Βέροια θα διεξαχθεί το 20ο Συνέδριο Μαθηματικής Παιδείας. Η τιμή, αλλά και η ευ-
θύνη είναι μεγάλη.
Η προετοιμασία του Συνεδρίου ήδη ξεκίνησε. Συγκροτήθηκε η Τοπική Οργανωτική Επι-

τροπή με καταμερισμό της εργασίας κατά τομείς. Το ίδιο συνέβη και με την Κεντρική Οργα-
νωτική Επιτροπή και την Επιστημονική Επιτροπή.

Η Νομαρχία και οι Δήμοι της Ημαθίας έχουν ενημερωθεί για τη διεξαγωγή του Συνεδρί-
ου και θα συμβάλλουν με τις δυνάμεις τους, ώστε το 20ο Συνέδριο να είναι άρτιο και πετυ-
χημένο.

Στις 7, 8 και 9 Νοεμβρίου η Βέροια, αλλά και όλη η Ημαθία θα υποδεχθούν με τους πιο
μέτριους υπολογισμούς πάνω από 1.200 συνέδρους, Έλληνες στην συντριπτική τους
πλειοψηφία, αλλά και ξένους. Μαθηματικοί από ξένα Πανεπιστήμια θα βρεθούν στην πόλη
μας, όπου θα παρουσιάσουν τις επιστημονικές τους εργασίες μαζί με Έλληνες συναδέλ-
φους στους.

Παράλληλα, όλοι αυτοί οι άνθρωποι θα έχουν για τρεις και πλέον μέρες την ευκαιρία
να γνωρίσουν την Ημαθία: τους αρχαιολογικούς και ιστορικούς θησαυρούς, τις περιοχές
ιδιαίτερου φυσικού κάλλους, αλλά, το πιο σημαντικό, θα γνωρίσουν τη φιλοξενία μας, την
ανθρώπινη ζεστασιά μας, ώστε, φεύγοντας από την Ημαθία, να γίνουν οι καλύτεροι πρε-
σβευτές της περιοχής μας.

Το 20ο Συνέδριο δεν αφορά μόνο τη Μαθηματική οικογένεια, τοπική και πανελλαδική.
Αφορά όλους: τη Νομαρχιακή Αυτοδιοίκηση, την Τοπική Αυτοδιοίκηση, τους παραγωγικούς
φορείς, τους επιστημονικούς φορείς, όλη την τοπική κοινωνία.

Μετά τη Θεσσαλονίκη, η Βέροια είναι η πρώτη πόλη της Μακεδονίας που αναλαμβάνει
ένα τόσο σπουδαίο Συνέδριο. Είναι λοιπόν μία πρόκληση και ένα στοίχημα. Πρέπει να το
κερδίσουμε, πρέπει να πετύχουμε.

Παπαδόπουλος Κώστας
Πρόεδρος της Δ.Ε.

 του παραρτήματος Ν. Ημαθίας
της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας

Τ
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ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΣ Ο ΠΕΡΓΑΙΟΣ
Ο ΜΕΓΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΗΣ (265–170 Π.Χ.)

Γεωργία Μπατσαρά
    Μαθηματικός, Βέροια

ε αφορμή την επωνυμία «Απολλώνιος» του νέου περιοδικού που
πρόκειται να κυκλοφορήσει από το παράρτημα της Ελληνικής Μαθη-
ματικής Εταιρείας Ν. Ημαθίας, θεωρήσαμε χρήσιμο να εκπονήσουμε

μια μικρή εργασία, με ιστορικές αναφορές στη ζωή και το έργο ενός από
τους μεγαλύτερους μαθηματικούς της ελληνικής αρχαιότητας, του Απολλώ-
νιου του Περγαία, προς ενημέρωση των αναγνωστών, αλλά και ως ελάχι-
στη προσφορά σ’ έναν απ’ αυτούς που υπήρξαν οι θεμελιωτές της μαθημα-
τικής επιστήμης.

Ο Απολλώνιος ο Περγεύς (265–170 π.Χ.) ο τρί-
τος μαθηματικός της ελληνιστικής περιόδου και
στην πραγματικότητα ο τελευταίος γεωμέτρης
του αρχαίου κόσμου, γεννήθηκε στην Πέργη της
Παμφυλίας στα νότια της Μικράς Ασίας. Έζησε,
κατά πάσα πιθανότητα, στο διάστημα 265–170
π.Χ. ή κατ’ άλλους στο 262–180 π.Χ. Όσες πλη-
ροφορίες έχουμε για τη ζωή του τις αντλούμε α-
πό τους προλόγους που έχει προτάξει σε μερικά
από τα βιβλία των «Κωνικών».

Εμπνευσμένος μελετητής της Γεωμετρίας και
της Μαθηματικής Αστρονομίας, έζησε, σπούδασε

και δίδαξε στην Αλεξάνδρεια και την Πέργαμο την εποχή που η πνευματική
εστία του ελληνόφωνου κόσμου δεν είναι πια η Αθήνα, αλλά η Αλεξάνδρεια
της σημερινής Αιγύπτου, η πιο σημαντική από τις δεκαέξι πόλεις με αυτό το
όνομα που ίδρυσε ο Μέγας Αλέξανδρος. Η εποχή αυτή ( 3ος π.Χ. αιώνας)
γνωστή ως ελληνιστική περίοδος, χαρακτηρίζεται από μία ιδιαίτερη καλ-
λιέργεια των γραμμάτων και των επιστημών και μάλιστα με κρατική μέρι-
μνα. Αντιπροσωπευτικά της νέας αυτής πνευματικής ατμόσφαιρας είναι δύο
ιδρύματα που θεμελιώθηκαν στην Αλεξάνδρεια από τους Πτολεμαίους τον
Α΄ και Β΄ το Μουσείο και η Βιβλιοθήκη. Η Βιβλιοθήκη ιδρύθηκε από τον
Πτολεμαίο τον Α΄ και περιελάμβανε 400.000 παπύρους. Το Μουσείο (Ναός
των Μουσών) ιδρύθηκε περί το 280 π.Χ. από τον Πτολεμαίο τον Β΄ στο
πνεύμα του Λυκείου του Αριστοτέλη και αποτελεί το πρώτο παράδειγμα

Μ
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στην ιστορία ανώτατου εκπαιδευτικού και ερευνητικού ιδρύματος που λει-
τούργησε με δημόσια ή βασιλική δαπάνη ακατάπαυστα ως τον 5ο μ.Χ. αιώ-
να.

Ο Απολλώνιος, αν και υπήρξε κορυφαίος μελετητής και δάσκαλος του
Μουσείου (δίδαξε στο Μουσείο στην αίθουσα 5, γι’ αυτό και τον αποκαλού-
σαν «Απολλώνιος ο 5ος») και της Βιβλιοθήκης, την εποχή που τη διηύθυνε
ο Ερατοσθένης, χαρακτηρίζεται ως υπερόπτης και ματαιόδοξος. Μαζί με
τον Ευκλείδη και τον Αρχιμήδη
λαμπρύνουν τον 3ο π.Χ. αιώνα, ο
οποίος μπορεί να χαρακτηρισθεί
και ως ο «χρυσός αιώνας» των
ελληνικών μαθηματικών. Έγραψε
πολλά έργα, ελάχιστα από τα ο-
ποία σεβάστηκε ο χρόνος.

Κορυφαίο έργο του
είναι τα κωνικά ή «Περί
κώνου τομαί». Τα κωνι-
κά ήταν χωρισμένα σε
οχτώ βιβλία (κεφάλαια)
από τα οποία σώζονται
τα επτά, τέσσερα στο
πρωτότυπο ελληνικό κεί-
μενο και τρία σε αραβι-
κή μετάφραση. Στα επτά
πρώτα βιβλία υπάρχουν
387 θεωρήματα, 21 ο-
ρισμοί και 10 πορίσμα-
τα, ενώ στο 8ο, όπως
συνάγεται από μαρτυρία
του Πάππου, υπήρχαν
άλλα 100. Ειδικά το 5ο

βιβλίο των «Κωνικών»
μαζί με το 5ο των «Στοι-
χείων» του Ευκλείδη και
το «Περί Ελίκων» του

Αρχιμήδη θεωρούνται ως τα κορυφαία αριστουργήματα της ελληνικής γεω-
μετρίας. Στο έργο του «Κωνικά» ο Απολλώνιος μετασχημάτισε ριζικά τη
θεωρία των κωνικών τομών, οι απαρχές της μελέτης των οποίων ανάγονται
στον Μέναιχμο, ενώ στην περαιτέρω επεξεργασία τους είχαν συμβάλει
προς τα τέλη του 4ου π.Χ. αιώνα οι Αρισταίος και Ευκλείδης (οι οποίοι έ-
γραψαν και σχετικά συγγράμματα που δε διασώθηκαν), καθώς και ο Αρχι-
μήδης.

Έργα που διασώθηκαν

Κωνικά (8 βιβλία)
Περί λόγου αποτομής (2 βιβλία)
Κατασκευή δύο μέσων αναλόγων
Σύγκριση 12έδρου και 20έδρου

Έργα που χάθηκαν

Περί χωρίου αποτομής (2 βιβλία)
Περί επαφών (2 βιβλία)
Περί νεύσεων (2 βιβλία)
Επίπεδοι τόποι (2 βιβλία)
Περί ατάκτων αλόγων
Ωκυτόκιο
Περί κοχλίου ή ελίκων
Η καθόλου πραγματεία
Περί του πυρίου
Περί της κατασκευής υδραυλικού αρμονίου
Αστρονομικό σύγγραμμα αγνώστου τίτλου
Θεωρία αριθμών
Περί λογιστικών
Αναλυόμενος τόπος
Κατασκευές ωρολογίων
Οπτική
Διωρισμένη τομή
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Ορισμός του Κώνου από τον Απολλώνιο

Εάν από ένα σημείο αχθεί ευθεία προς την περιφέρεια κύκλου, ο οποίος δεν
βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο με το σημείο και προεκταθεί αυτή [η ευθεία] και
προς τα δύο μέρη, και ενώ το σημείο μένει σταθερό, η ευθεία αφού περιστραφεί
περί την περιφέρεια του κύκλου αποκατασταθεί πάλι στην αρχική της θέση,
την επιφάνεια που γράφεται από την ευθεία (η οποία αποτελείται από δύο ε-
πιφάνειες που συνδέονται μεταξύ τους κατά την κορυφή, η κάθε μια από τις
οποίες αυξάνεται επ' άπειρον, όταν η γράφουσα ευθεία προεκτείνεται επ' ά-
πειρον), την καλώ κωνική επιφάνεια, κορυφή δε [καλώ] το σταθερό σημείο, ά-
ξονα δε [καλώ] την ευθεία που διέρχεται από το σημείο και το κέντρο του κύ-
κλου. Κώνο δε καλώ το σχήμα που περιέχεται από τον κύκλο και την κωνική
επιφάνεια την μεταξύ της κορυφής και της περιφέρειας του κύκλου.

Οι κωνικές τομές (κύκλος, παραβολή, έλλειψη και υπερβολή) σχετίζο-
νταν αρχικά με ορισμένα προβλήματα γεωμετρικών κατασκευών, όπως για
παράδειγμα το Πρόβλημα του διπλασιασμού του κύβου ή Δήλιο πρόβλημα.
Δηλαδή: «δοθέντος ενος κύβου, να κατασκευασθει ένας άλλος με διπλάσιο
όγκο».

Αλγεβρικά, αυτό σημαίνει ότι αν α είναι η πλευρά του αρχικού κύβου, να
κατασκευασθεί ένα ευθύγραμμο τμήμα x, που θα είναι η πλευρά του κύβου
με όγκο 2α3, δηλαδή x3 = 2α3 (με το πρόβλημα αυτό και με τα δύο άλλα
αδύνατα προβλήματα των μαθηματικών θα ασχοληθούμε σε άλλο άρθρο
μας). Το Δήλιο πρόβλημα απετέλεσε αντικείμενο μελέτης του Απολλώνιου ο
οποίος μάλιστα το έλυσε με τη βοήθεια της τομής ενός κύκλου και μιας υ-
περβολής.

Γύρω στο 300 π.Χ. η υπερβολή, η παραβολή και η έλλειψη είχαν γίνει
αντικείμενο συστηματικής μελέτης, ως οι τομές που δημιουργούνται στην
επιφάνεια ενός κώνου από ένα επίπεδο κάθετο σε μία γενέτειρα του. Ανά-
λογα με τη θέση του κώνου και του τέμνοντος επιπέδου, η τομή ήταν ένας
κύκλος, μία έλλειψη, μία παραβολή ή μία υπερβολή.
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Η καινοτομία του Απολλώνιου υπήρξε ακριβώς αυτό, ο ορισμός δηλαδή
των τριών καμπύλων διαμέσου τριών διαφορετικών τομών ενός κώνου, κα-
θώς και η εισαγωγή των όρων «Παραβολή», «Έλλειψη» και «Υπερβολή».
Τα ονόματα αυτά είχαν άμεση σχέση με το νέο τρόπο ορισμού των κωνικών
τομών από τον Απολλώνιο, σύμφωνα με τον οποίο, σε κάθε τομή του κώ-
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νου από το επίπεδο αντιστοιχεί ένα σταθερό μήκος (παράμετρος), το οποίο
εξαρτάται από το είδος του κώνου και από τη θέση του επιπέδου.
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Ο Απολλώνιος έδειξε ότι για κάθε καμπύλη τα δύο γραμμοσκιασμένα
εμβαδά σε καθένα από τα παραπάνω σχήματα είναι ίσα μεταξύ τους. Το
ένα απ’ αυτά είναι το τετράγωνο με πλευρά την κάθετη y, από σημείο της
καμπύλης προς τον άξονα συμμετρίας της, το άλλο είναι ένα ορθογώνιο με
μία πλευρά την απόσταση x του ίχνους αυτής της κάθετης από την κορυφή
της καμπύλης. Η σχέση της άλλης πλευράς του ορθογωνίου προς τη στα-
θερή παράμετρο της τομής είναι αυτή που καθορίζει τη μορφή και το όνομα
της καμπύλης. Αν η άλλη πλευρά ισούται (παραβάλλεται) προς την παρά-
μετρο, τότε η καμπύλη είναι παραβολή. Αν η άλλη πλευρά είναι μικρότερη
(eλλείπει) από την παράμετρο, η καμπύλη είναι έλλειψη, ενώ αν είναι μεγα-
λύτερη (υπερβάλλει), η καμπύλη είναι υπερβολή. Στον Απολλώνιο εξάλλου
συναντάμε, για πρώτη φορά, ρητά διατυπωμένη την απαίτηση ότι οι γεωμε-
τρικές κατασκευές πρέπει να εκτελούνται με μόνα όργανα τον κανόνα και
τον διαβήτη.

Στα καθαρά μαθηματικά όλες αυτές οι ιδιοφυείς σκέψεις δεν έχουν ανά-
γκη πρακτικών επαληθεύσεων. Ο ίδιος ο Απολλώνιος στους προλόγους
του 4ου και 5ου βιβλίου επισημαίνει ότι η αξία του έργου του βρίσκεται στα
θεωρήματα αυτά καθαυτά και τα κίνητρα που δίνουν για νέες έρευνες.

Σήμερα, μετά από έρευνες αιώνων, είναι γνωστές οι πολλές και ποικίλες
εφαρμογές των κωνικών τομών σε διάφορους κλάδους της επιστήμης, της
τέχνης και της τεχνολογίας.

Στην αστρονομία ο πρώτος νόμος του Κέπλερ (1609), αναφέρει ότι «οι
τροχιές των πλανητών είναι ελλείψεις, στη μία εστία των οποίων βρίσκεται ο
ήλιος». Στη ζωγραφική η έλλειψη χρησιμοποιήθηκε από ζωγράφους της
Αναγέννησης για την προοπτική αναπαράσταση του κύκλου. Στην Αρχι-
τεκτονική σημαντικότατες υπήρξαν οι εφαρμογές των κωνικών τομών στον
αρχιτεκτονικό σχεδιασμό μεγάλων έργων, όπως γέφυρες, θόλοι εκκλησιών
κλπ.

Ένας άλλος τομέας στον οποίο χρησιμοποιήθηκε η Θεωρία των Κω-
νικών Τομών είναι η Βαλλιστική και συγκεκριμένα το πρόβλημα του καθο-
ρισμού της τροχιάς των βλημάτων. Ο Γαλιλαίος χρησιμοποιώντας ιδιότητες
που είχαν αποδειχθεί από τον Απολλώνιο στα «Κωνικά», απέδειξε θεωρη-
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τικά το 1937, ότι η τροχιά ενός βλήματος είναι παραβολή.
Η ανακλαστική ιδιότητα των κωνικών τομών, γνωστή επίσης από την

αρχαιότητα, έχει σήμερα ευρύτατη εφαρμογή στην κατασκευή ειδικών πα-
ραβολικών και υπερβολικών κατόπτρων και ανακλαστικών τηλεσκοπίων,
στην ιατρική (στοές με ειδική ακουστική, λιθοθρυψία κ.λπ.), καθώς και στη
ναυσιπλοΐα.

Ένα άλλο γεωμετρικό πρόβλημα το οποίο εξετάζεται σ' ένα από τα έργα
του Απολλώνιου, «Επαφές» και στο οποίο θεωρούμε ότι αξίζει να αναφερ-
θούμε είναι το γνωστό ως Απολλώνιο πρόβλημα: «Δοθέντων τριών σημεί-
ων ή τριών ευθειών ή τριών κύκλων, να κατασκευασθεί ένας κύκλος που να
εφάπτεται και στα τρία».

Η πρώτη περίπτωση είναι εύκολη. Ο κύκλος που περνάει από τρία ση-
μεία έχει το κέντρο του στο σημείο που συντρέχουν οι μεσοκάθετοι του τρι-
γώνου που έχει κορυφές τα σημεία αυτά. Αν τα τρία σημεία είναι συνευ-
θειακά προφανώς δεν υπάρχει λύση.

Στη δεύτερη περίπτωση που και αυτή είναι εύκολη διερευνούμε τα εξής:
1. Αν οι ευθείες τέμνονται ανά δύο (χωρίς να συντρέχουν) σχηματίζουν

τρίγωνο, οπότε ο ζητούμενος κύκλος είναι ο εγγεγραμμένος στο τρί-
γωνο αυτό.

2. Αν οι δύο ευθείες είναι παράλληλες και η τρίτη τις τέμνει, ο ζητούμε-
νος κύκλος έχει το κέντρο του μέσα στην ταινία των παραλλήλων και
είναι το σημείο τομής των διχοτόμων των σχηματιζόμενων γωνιών
(δύο λύσεις).

3. Αν οι τρεις ευθείες συντρέχουν ή αν είναι παράλληλες, τότε το πρό-
βλημα δεν έχει λύση.

Η πλέον δύσκολη περίπτωση που είναι η τρίτη, μπορεί να αντιμετωπι-
στεί με αναλυτική γεωμετρία. Αν είναι (x1, y1), (x2, y2) και (x3, y3) τα κέντρα
των τριών κύκλων και R1, R2, R3 οι ακτίνες τους και (x, y), R το κέντρο και η
ακτίνα του ζητούμενου κύκλου, η συνθήκη η οποία προϋποθέτει ότι ο ζη-
τούμενος κύκλος εφάπτεται στους δοθέντες κύκλους, βρίσκεται παρατηρώ-
ντας ότι, η απόσταση ανάμεσα στα κέντρα των δύο εφαπτόμενων κύκλων
είναι ίση με το άθροισμα ή την διαφορά των ακτίνων τους, ανάλογα αν εφά-
πτονται εξωτερικά ή εσωτερικά.

(x – x1)2 + (y – y1) 2 = (R ± R1) 2

Άρα έχουμε τις εξισώσεις: (x – x2)2 + (y – y2) 2 = (R ± R2) 2

(x – x3)2 + (y – y3) 2 = (R ± R3) 2

Οπότε προκύπτουν οκτώ συστήματα, όσοι δηλαδή είναι και οι συνδυα-
σμοί των (+) και (–) στις παραπάνω εξισώσεις και κατά συνέπεια είναι δυ-
νατό να έχουμε το πολύ μέχρι οκτώ λύσεις, ανάλογα με τη διερεύνηση των
συστημάτων και το κατά πόσον οι προκύπτουσες λύσεις έχουν φυσική υ-
πόσταση. Αν π.χ. οι κύκλοι είναι ομόκεντροι το πρόβλημα δεν έχει λύση.
Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση κάποια ή κάποιες από τις ακτίνες



ÁÐÏËËÙÍÉÏÓ   ô. 1ï 23

R1, R2, R3 να είναι μηδέν. Πάντως το πρόβλημα επιδέχεται και γεωμετρική
λύση με κανόνα και διαβήτη.(*)

Απολλώνιος και Αστρονομία

Στο σημείο αυτό θα θέλαμε να επισημάνουμε τη συμβολή του Απολλώνιου
στη μαθηματική Αστρονομία: αυτός είναι που εισήγαγε το πλανητικό μοντέ-
λο του Επικύκλου – Φέροντος Κύκλου, για τη μαθηματική περιγραφή της
φαινόμενης κίνησης των πλανητών, που αντικατέστησε το Ευδόξειο μοντέ-

λο των Ομόκεντρων Σφαιρών, (μελετήθηκε από
τον Ίππαρχο τον επόμενο αιώνα), και κυριάρχησε
στην ιστορία της αστρονομίας ως την Επιστημο-
νική Επανάσταση (μέσα 16ου ως το τέλος του 17ου

αιώνα). Το μοντέλο επίσης του Έκκεντρου κύ-
κλου, εισήχθη και αυτό από τον Απολλώνιο ο ο-
ποίος μάλιστα απέδειξε την ισοδυναμία του με το
μοντέλο Επικύκλου – Φέροντος Κύκλου. Σύμφω-
να με το μοντέλο αυτό ο πλανήτης κινείται ομαλά
στην περιφέρεια ενός κύκλου, το κέντρο του ο-

ποίου, όμως, δε συμπίπτει με τη γη.
Το νέο μοντέλο του Επικύκλου – Φέροντος Κύκλου σεβόταν τις βασικές

υποθέσεις της ελληνικής αστρονομίας, δηλαδή τη γεωκεντρική υπόθεση και
την υπόθεση της ομαλής κυκλικής κίνησης και είχε το σημαντικό πλεονέ-
κτημα ότι μπορούσε να περιγράψει γεωμετρικά με πολύ μεγάλη οικονομία
ένα μεγάλο αριθμό φαινομένων που σχετίζονται με την κίνηση των πλανη-
τών κατά μήκος του ζωδιακού κύκλου.

Στην απλούστερη μορφή του, ο γεωμετρικός μηχανισμός στον οποίο
βασίζεται η νέα πλανητική θεωρία περιλαμβάνει ένα μικρό κύκλο
(επίκυκλο), ο οποίος περιστρέφεται ομαλά γύρω από ένα σημείο που βρί-
σκεται επάνω στην περιφέρεια ενός δεύτερου περιστρεφόμενου κύκλου
(φέροντα κύκλου). Ο πλανήτης Π είναι τοποθετημένος επάνω στον επίκυ-
κλο ενώ το κέντρο του φέροντος κύκλου συμπίπτει με το κέντρο της γης. Το
μοντέλο του Επικύκλου – Φέροντος Κύκλου μπορεί να περιγράψει ικανο-
ποιητικά τη φαινόμενη κίνηση κάθε πλανήτη κατά μήκος του ζωδιακού κύ-
κλου. Επιπλέον είναι πολύ πιο οικονομικό από το Ευδόξειο μοντέλο και έχει
το πλεονέκτημα ότι εξηγεί τη μεταβολή της φαινόμενης λαμπρότητας των
πλανητών με τη μεταβολή της απόστασής τους από τη γη.

Έκπληξη βεβαίως προκαλεί το γεγονός ότι ενώ ο Απολλώνιος υπήρξε ο
άνθρωπος των κωνικών και δικαίως του απενεμήθη ο αξιοζήλευτος τίτλος
του Μέγα Γεωμέτρη, εν τούτοις απέφυγε να χρησιμοποιήσει τις κωνικές το-
                                                
(*) Σημ. Σ.Ε: Για τη γεωμετρική λύση του παραπάνω προβλήματος καθώς και άλλων σχετι-
κών μπορείτε να δείτε στο βιβλίο του Αριστ. Πάλλα ΜΕΓΑΛΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ, τόμος Α΄, τεύχος
Β΄, σελ. 77 (Έκδοση 1963).
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μές για την περιγραφή των πλανητικών κινήσεων, επιμένοντας στη χρήση
των κύκλων και των ομαλών κυκλικών κινήσεων.

Αυτό βέβαια δε μειώνει καθόλου τις εργασίες και μελέτες του στη μαθη-
ματική περιγραφή της φαινόμενης κίνησης των πλανητών, αφού μεταγενέ-
στεροι μελετητές αστρονόμοι στηρίχτηκαν στο δικό του έργο. Αξίζει να ανα-
φέρουμε τον Κλαύδιο Πτολεμαίο, ο οποίος στη συγγραφή του έργου του
«Μαθηματική Σύνταξις», στα μέσα του 2ου π.Χ. αιώνα, του αριστουργήματος
αυτού της αρχαίας αστρονομίας, στηρίχθηκε στις μελέτες του Απολλώνιου
και του Ίππαρχου. Η Μαθηματική Σύνταξις έπαιξε στην ιστορία της μαθη-
ματικής αστρονομίας τον ίδιο ρόλο που έπαιξαν τα στοιχεία του Ευκλείδη
στην ιστορία της γεωμετρίας.

Απολλώνιος και μέτρηση του χρόνου

Είναι γνωστό ότι ένα μεγάλο πρόβλημα των αρχαί-
ων Ελλήνων ήταν η ορθή μέτρηση του χρόνου. Για
την επίλυση του προβλήματος αυτού αναπτύχθηκαν
και εξελίχθηκαν δύο κατηγορίες οργάνων – μηχανι-
σμών: τα Υδραυλικά Ρολόγια που είχαν κοινό πρό-
γονό τους την κλεψύδρα, καθώς και τα Ηλιακά, που
πρόγονό τους είχαν τον γνώμονα και τα σκιοθηρικά
όργανα. Τον γνώμονα πρωτοκατασκεύασε ο Αναξί-
μανδρος, ενώ του πρώτου ηλιακού ρολογιού εφευ-
ρέτης και κατασκευαστής ήταν ο Απολλώνιος.

Στην εκπόνηση του ταπεινού αυτού σημειώματος χρησιμοποιήσαμε τις
κατά καιρούς αποκτηθείσες γνώσεις μας από επιστημονικά συγγράμματα
και περιοδικά, από τα ιστορικά σημειώματα των μαθηματικών του Λυκείου,
από σύγχρονα μαθηματικά λογοτεχνήματα καθώς και από αναζήτηση σε
εγκυκλοπαίδειες και στο διαδύκτιο. Άλλωστε σύμφωνα με τον σύγχρονο
Ιταλό φιλόσοφο Uberto Eco τα βιβλία γράφονται πάνω σε άλλα βιβλία, χω-
ρίς βέβαια να φιλοδοξούμε τα γραφόμενά μας να συγκριθούν στο ελάχιστο
με τα γραφόμενα των συγγραφέων που μας προσέφεραν πολύτιμη βοήθεια
και τους ευχαριστούμε.

Ενδεικτικά αναφέρουμε:
• Μαθηματικά Επιστημονικής Βιβλιοθήκης LIFE
• Εγκυκλοπαίδεια Πάπυρος Λαρούς
• Ιστορία των επιστημών και της Τεχνολογίας Γ΄ Λυκείου
• Μαθηματικά Θετικής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου
• Denis Guedj, Το θεώρημα του Παπαγάλου
• Διευθύνσεις στο Διαδίκτυο:

www.samos.aegean.gr, www.telemath.gr, www.danaos.cslab.ntua.gr
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ΟΙ ΔΙΑΤΥΠΩΣΕΙΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ
ΣΤΑ ΒΙΒΛΙΑ ΤΗΣ ΔΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑΣ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗΣ

  Ρίζος Γιώργος
     Μαθηματικός, Κέρκυρα

Η αξία της παρουσίασης Μαθηματικών Προβλημάτων στη διδασκαλία

Στα πλαίσια της διαρκούς αναζήτησης για τη βελτίωση, και προσαρμογή
της διδασκαλίας των Μαθηματικών στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση, σημα-
ντική επίδραση είχε η αναβάθμιση του ρόλου των προβλημάτων, κυρίως με
την ένταξή τους (αρχικά και ως υποχρεωτικού 4ου θέματος) στις εξετάσεις
του Ενιαίου Λυκείου, αλλά και με την προσθήκη προβλημάτων στις νέες
εκδόσεις του ΟΕΔΒ, που επέφερε και ένα κύμα νέων πρόσθετων βοηθητι-
κών βιβλίων, στα οποία παίζουν πια κυριάρχο ρόλο τα προβλήματα.
Υπάρχουν διχασμένες απόψεις για τον ακριβή ορισμό της έννοιας "μαθημα-
τικό πρόβλημα". Συνήθως συναντάται ως άσκηση, στην οποία είναι προ-
σαρμοσμένο ένα σενάριο, που μπορεί να αντανακλά μίαν πραγματική κα-
τάσταση ή και όχι.
Η αξία της παρουσίασης και επεξεργασίας προβλημάτων στην τάξη και,
μέσω αυτής, η ανάδειξη του ρόλου των Μαθηματικών, ειδικά στις μικρότε-
ρες τάξεις, δεν αμφισβητείται, πιστεύω, από κανέναν.
Δεκαετίες πριν ο Morris Kline δηλώνει απερίφραστα: "Τα μαθηματικά δεν
είναι ένα απομονωμένο αύταρκες σώμα γνώσεων. Υπάρχουν, κατά κύριο
λόγο, για να βοηθούν τον άνθρωπο να καταλαβαίνει και να δαμάζει το φυσι-
κό κόσμο και, ως έναν ορισμένο βαθμό, τον οικονομικό και τον κοινωνικό
κόσμο. Αν δεν είχαν την αξία αυτή, δεν θα τα είχαν βάλει καθόλου στο πρό-
γραμμα του σχολείου. Την αξία τους αυτή θα έπρεπε να ανατανακλά και η
διδασκόμενη ύλη",1 και παρακάτω: "Αν απομονώσουμε τα μαθηματικά, θα
γίνουν απωθητικά και ανούσια. Είναι σάμπως να διδάσκουμε τα μαθηματικά
σε ένα δωμάτιο με καθρέφτες στους τοίχους αντί για παραθύρια που ανοί-
γονται στον έξω κόσμο". Συνεχίζει: "Το φυσικό κίνητρο είναι η μελέτη των
πραγματικών, φυσικών κατά κύριο λόγο, προβλημάτων. Πρακτικά όλοι οι
κλάδοι των μαθηματικών δημιουργήθηκαν για να δώσουν απάντηση σε τέ-
τοια προβλήματα… Μπορεί να φαίνεται παράξενο που η μεγάλη σημασία
των μαθηματικών κείται έξω από τα μαθηματικά, αλλά είμαστε υποχρεωμέ-
νοι να πάρουμε υπόψη μας το γεγονός αυτό…Τα μαθηματικά αποτελούν το
μέσο για την επίτευξη ενός σκοπού…"2

                                                
1 Morris Kline, "Γιατί δεν μπορεί να κάνει πρόσθεση ο Γιάννης", εκδ. ΒΑΝΙΑΣ,
Θεσ/νίκη 1993, σ.116.
2  Όπως παραπάνω, σ.214.
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Η παρακίνηση του ενδιαφέροντος των μαθητών

Δεν αρκεί, νομίζω, να απαντάμε στο επίμονο καλόπιστο ή όχι ερώτημα των
μαθητών: "Τι θα μας χρησιμέψουν αυτά τα μαθηματικά; Γιατί τα διδασκόμα-
στε;" με αφορισμούς του τύπου: "Θα δείτε παρακάτω, όταν μεγαλώσετε, εί-
ναι βάσεις για μετέπειτα έννοιες", ούτε να επαναλαμβάνουμε το πόσο μεγά-
λη ιστορική αξία έχουν τα μαθηματικά, δηλώνοντας την αλήθεια: "Η
"γέννηση" της Γεωμετρίας οφείλεται στην αναγκαιότητα να απαντηθούν υ-
παρκτά προβλήματα κυρίως υπολογισμού μήκους, εμβαδού, όγκου, οριοθέ-
τησης επιφανειών (π.χ. μετά τις πλημμύρες του Νείλου) ".
Μπορούμε να τραβήξουμε το ενδιαφέρον των μαθητών σε μαθηματικές έν-
νοιες προσπαθώντας να τις προσομοιώσουμε σε προβλήματα που μοιά-
ζουν να είναι πραγματικά και πιθανώς ευχάριστα. Ένα διάγραμμα μετάβα-
σης από ένα πραγματικό πρόβλημα σε μαθηματικό είναι το εξής:

ΥΠΑΡΚΤΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ

ΑΠΟΤΥΠΩΣΗ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΩΝ
ΣΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ

• Είναι βέβαια δύσκολο μία "πραγματική" κατάσταση να μετατραπεί σε
πρόβλημα μαθηματικών, που να ικανοποιεί τις ανάγκες διδασκαλίας, μα και
τα όρια δυνατοτήτων των μαθητών. Όμως, σε πολλές βασικές έννοιες μπο-
ρούμε με απλά παραδείγματα να κεντρίσουμε το ενδιαφέρον των μαθητών.
Αυτό αναφέρει και ο G. Polya3 στη διδασκαλία της διαγωνίου ορθογ. πα-
ραλληλεπιπέδου, βάζοντας τους μαθητές να μετρήσουν το μήκος, ύψος
πλάτος της τάξης, τις διαγώνιες πατώματος, τοίχου και τέλος μια κορδέλα
διαγώνια στο παραλληλεπίπεδο.
Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε βέβαια και στη διδασκαλία του Πυθ. θεωρή-
ματος. Είναι γενικά καλή ιδέα η πειραματική επαλήθευση με μετρήσεις σε
μήκη και επιφάνειες τύπων και νόμων της Γεωμετρίας της Τριγωνομετρίας κ.α.
Μπορούμε να ζητήσουμε από τους μαθητές (Β΄ Γυμνασίου) να σχεδιάσουν
με τη βοήθεια ενός σπάγγου δεμένου σε έναν πάσαλο και με μια κιμωλία
έναν κυκλικό δίσκο ή και έναν κυκλικό διάδρομο με μορφή δακτυλίου στην
αυλή και να δουλέψουμε τη διδασκαλία του μήκους κύκλου, του εμβαδού κ.α.

Στη τριγωνομετρία, στην παράγραφο που διδά-
σκουμε την εφαπτομένη, μπορούμε να ζητήσουμε
από τα παιδιά να ανακαλύψουν μια μέθοδο ώστε να
κόψουν ένα χαρτόνι σε τέτοια κομάτια, ώστε να
φτιάξουν κορνίζα.

Πρέπει η γωνία φ να είναι ακριβώς 45°, ώστε τα κομμάτια να ταιριάζουν α-
                                                
3 G. Polya, "Πως να το λύσω", εκδ. ΣΠΗΛΙΩΤΗ, σ. 27
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κριβώς. Οι τεχνίτες (ξυλουργοί, κορνιζοποιοί κ.α.) έχουν ειδικά εργαλεία και
σχεδιάζουν ακριβώς τις ευθείες κοπής. Πώς θα μπορέσουν με έναν απλό
τρόπο να σημαδέψουν τις διακεκομένες γραμμές ΑΓ και ΖΔ;

Á
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• Αντί να διδάξουμε ξερά τον τύπο του μήκους του κύκλου στη Β΄ Γυμνα-
σίου, αναφέροντας ίσως και την ιστορική διαδικασία σύγκρισης διαμέτρου–
περιμέτρου του Αρχιμήδη, θα μπορούσαμε να ξεκινήσουμε καπως έτσι:
Παρατηρούμε το χιλιομουντζουρωμένο βιβλίο ενός μαθητή, δείχνουμε έκ-
πληκτοι για τις σχεδιαστικές ικανότητές του και ανακοινώνουμε ότι είμαστε
υπεύθυνοι δημοσίων σχέσεων ενός δημοφιλούς αναψυκτικού και ζητάμε
έναν ταλαντούχο γραφίστα για να σχεδιάσει, έναντι μιας αστρονομικής α-
μοιβής, το νέο περιτύλιγμα της τάδε-cola, που έχει βέβαια κυλινδρικό σχή-
μα. Πρέπει πρώτα να βρούν οι μαθητές τι σχήμα θα έχει η ετικέτα. Αν δυ-
σκολεύονται, τους ρωτάμε αν έχουν ξεκολήσει ποτέ ετικέτα από παγωμένο
μπουκάλι. Εύκολα βρίσκουν ότι είναι ορθογώνιο. Κάνοντας μερικές μετρή-
σεις με κυλίνδρους διαφορετικών μεγεθών φτιάχνουμε τα πηλίκα του Αρχι-
μήδη, και τους οδηγούμε στον τύπο.
Το ίδιο μπορούμε να κάνουμε βέβαια και στη διδασκαλία του κυλίνδρου
κ.ο.κ.
Στην εισαγωγή στους ρητούς αριθμούς, δεν βλέπω πιο εύκολο τρόπο να
παρουσιάσει κανείς τους αρνητικούς αριθμούς και τις πράξεις τους, παρά
με τη βοήθεια ενός θερμόμετρου.
Απλές ασκήσεις υπολογισμού παραστάσεων μπορούν να ντυθούν με ένα
σενάριο, χωρίς να το παρακάνουμε, με τη μορφή παιγνιδιού. Π.χ. σε μία
τάξη Γυμνασίου, κλειδώνουμε με ένα λουκέτο με συνδυασμό 3 ψηφίων π.χ.
ένα κουτί σοκολατάκια και ζητάμε από τους μαθητές να υπολογίσουν (ίσως
σε ομάδες) τρεις σχετικά δύσκολες παραστάσεις (με ρίζες ή με δυνάμεις ή
συστήματα κ.α.), των οποίων οι λύσεις είναι οι αριθμοί του συνδιασμού.
Δίχως την παρακίνηση του "έπαθλου" το πιο πιθανό είναι να μην τους κι-
νούσε το ενδιαφέρον ή να τους απωθούσε η υποχρέωση να λύσουν αυτές
τις δύσκολες ασκήσεις.
Η ιδέα λοιπόν είναι καλή. Όμως, αν η κατασκευή των προβλημάτων δεν
γίνει με μεράκι, προσοχή και πραγματικό ενδιαφέρον, αλλά ως υποχρέωση,
αφού η "μόδα" και το νέο πλαίσιο των εξετάσεων το απαιτεί, τότε το αποτέ-
λεσμα είναι ακριβώς το αντίθετο.

Τεχνητά κατασκευασμένα εξωπραγματικά "προβλήματα"

Ο Morris Kline αναφέρει: "[...] Η απομόνωση από τον πραγματικό κόσμο
γίνεται εμφανής από τα φτιαχτά προβλήματα που συναντούμε στα εγχειρί-
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δια"4 και αναφέρει π.χ. "Ο Βασίλης έχει διπλάσια ηλικία από την Μαρία. Αν
είναι ακριβώς δέκα χρόνια μεγαλύτερος απ’ όσο ήταν πέρισυ η Μαρία, πό-
σων χρονών είναι ο Βασίλης και πόσων ή Μαρία" και καταλήγει: "Το φτια-
χτό των προβλημάτων είναι προφανές. Η κενολογία και το άχρηστό τους θα
πρέπει να προκαλούν διανοητική φρίκη σε κάθε εχέφρονα μαθητή...".
Δεν έχω διαπιστώσει κάποιαν αντίδραση από μαθητή σε πάμπολες τέτοιες
"παραδοσιακές" ασκήσεις μέσα σε τάξη. Φοβάμαι ότι η απάθεια, με την ο-
ποία αντιμετωπίζονται τέτοια "προβλήματα", είναι πιο επικίνδυνη από τη
"διανοητική φρίκη" του M. Kline. Oι μαθητές, μάλλον βαριεστημένα, γνωρί-
ζουν ότι ονομάζουμε x την μία από τις ζητούμενες ηλικίες, εκφράζουμε τις
άλλες με τη βοήθεια της μεταβλητής, γράφουμε την εξίσωση, τη λύνουμε
και τελειώσαμε.

• Εκεί που προκαλούν γέλια τα σενάρια των προβλημάτων είναι τα "νέα",
που τώρα εμφανίστηκαν σαν μανιτάρια, για να καλύψουν τις ανάγκες  του
νέου προγράμματος διδασκαλίας. Βλέπουμε π.χ. απλές γεωμετρικές ασκή-
σεις να μετατρέπονται σε δήθεν προβλήματα.
Πάμπολες περιπτώσεις κληρονομιών έχουν μετατραπεί σε ασκήσεις φέρ-
νοντας σε απόγνωση συμβολαιογράφους, δικηγόρους και κυρίως άτυχους
κληρονόμους, που βρίσκονται μπροστά σε διαθήκες-τερατουργήματα του
μακαρίτη, που τους γνωστοποιεί ότι το χωραφάκι που τους κληροδότησε
είναι τραπέζιο με ύψος τόσα μέτρα, περίμετρο τόσα και τη μια βάση του δι-
πλάσια της άλλης και πάει λέγοντας… και τους ζητά να βρούν το εμβαδόν
του. Χάθηκε ένα τοπογραφικό…
Μα και κείνες οι περιπτώσεις προφανώς διεστραμμένων γονιών, που χωρί-
ζουν τα οικόπεδα των κληρονόμων τους σε ισοδύναμα τρίγωνα! Τι να τα
κάνουν τα καημένα τα παιδιά τα τρίγωνα οικόπεδα;
Κι όμως υπάρχουν σενάρια που ταιριάζουν
απόλυτα σε τέτοιου τύπου ασκήσεις. Αν θέ-
λουμε εμβαδό τριγώνου, μπορούμε π.χ. να
κόψουμε από ένα κομμάτι ύφασμα τρίγωνες
σημαίες, ή να υπολογίσουμε το εμβαδόν ή
την περίφραξη μιας τριγωνικής νησίδας σε
μία διασταύρωση, που είναι υπαρκτό χωρο-
θετημένο τριγωνικό κομάτι γης.
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Σενάρια που δεν ταιριάζουν στα δεδομένα ασκήσεων

Η βιασύνη για την κατασκευή "προβλημάτων" για τον εμπλουτισμό σχολι-
κών και φροντιστηριακών βιβλίων οδηγεί σε δύο βασικές λαθεμένες κατευ-
θύνσεις. Εξωπραγματικά σενάρια από τον υπόκοσμο μάλλον παρά από τον

                                                
4 Morris Kline, "Γιατί δεν μπορεί να κάνει πρόσθεση ο Γιάννης", εκδ. ΒΑΝΙΑΣ,
Θεσ/νίκη 1993, σ. 114.
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κόσμο της φαντασίας, καθώς και λαθεμένες προσαρμογές σεναρίων σε μα-
θηματικά μοντέλα.5

Στην πρώτη περίπτωση, π.χ.
• Ένας εργολάβος επιθυμεί να χτίσει ένα σπίτι στο δρόμο που συνδέει δύο
εργοστάσια Ε1 και Ε2 τα οποία βρίσκονται σε απόσταση 12 Km και εκπέ-
μπουν καπνό με παροχές Ρ και 8Ρ αντίστοιχα  κ.λπ. Πού να το χτίσει το
σπίτι για να έχει τη λιγότερη ρύπανση;6

Απάντηση: εκεί ακριβώς όπου έχει ιδιόκτητο οικοδομήσιμο οικόπεδο! Τι
σημαίνει κάνω μελέτη για τη ρύπανση και το χτίζω όπου θέλω; Θα γέμιζε ο
τόπος αυθαίρετα, αν ο καθένας έχτιζε όπου είχε την ελάχιστη ρύπανση, τον
ελάχιστο θόρυβο κ.λπ.
• Στην δεύτερη περίπτωση περιλαμβάνονται προβλήματα, τα οποία ανα-
φέρονται σε διάφορα μεγέθη, που εκφράζονται μέσω συναρτήσεων. Όμως,
τα οικονομικά μεγέθη, οι διαδικασίες παραγωγής είναι τόσο πολύπλοκες και
αλληλοεξαρτώμενες, ώστε να είναι εντελώς εξωπραγματικές και εξόφθαλμα
ψεύτικες οι συναρτήσεις που δήθεν παριστάνουν το κόστος παραγωγής, το
κέρδος ή τον αριθμό παραγομένων προϊόντων κ.λπ.

• Η απόσταση x ενός πιστονιού από το ένα άκρο του περιγράφεται με τη

συνάρτηση x(t) = 1 ημ3t
4

, όπου t ο χρόνος σε δευτερόλεπτα. Ζητείται το

πλάτος της κίνησης, γραφική παράσταση για 0 ≤ t ≤ 2π κ.λπ.7

Στο διάστημα π 2π,
3 3

 
  

 η συνάρτηση παίρνει αρνητικές τιμές, άρα δεν

μπορεί να παριστάνει μήκος. Επελέγη λάθος συνάρτηση για αυτήν την κί-
νηση. Επίσης, πλάτος κίνησης λέμε τη μέγιστη απομάκρυνση από τη θέση
ισορροπίας. Θα ήταν πιο λογικό λοιπόν να διατυπωνόνταν η άσκηση με
σημείο ισορροπίας το μέσο του πιστονιού και το x(t) να παρίστανε συνάρ-
τηση θέσης.

• Η ναύλωση μίας κρουαζιέρας απαιτεί συμμετοχή τουλάχιστον 100 ατό-
μων. Αν δηλώσουν ακριβώς 100 άτομα, το αντίτιμο είναι 100.000 δρχ. Για
κάθε επιπλέον άτομα το αντίτιμο μειώνεται κατά 500 δρχ. το άτομο. Πόσα
άτομα να δηλώσουν για να έχουμε μέγιστα έσοδα;8

Κλασικό θέμα εύρεσης και του τύπου και των ακροτάτων συνάρτησης. Η
συνάρτηση που προκύπτει είναι η: Ε(x) = –500x2 + 150.000x
Είναι πολύ καλή η άσκηση, αλλά ατυχώς δεν δίνεται μέγιστη τιμή για το x.
                                                
5 Βλέπε και άρθρο "Τα Μαθηματικά μας διασκεδάζουν", ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΙΔΕΙΑ, τ.
5,  σ. 177.
6 Μαθηματικά Γ΄Λυκείου Θετ. κατευθ., ΟΕΔΒ 1999, σ. 271, ασκ. 14.
7 Άλγεβρα Β΄ Λυκείου (Γενικής Παιδείας), ΟΕΔΒ, 1999 σελ. 19.
8 Μαθηματικά Γ΄Λυκείου Θετ. κατευθ., ΟΕΔΒ 1999, σ. 270, ασκ. 10.
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Από εκεί ξεκινά το πρόβλημα. Η συνάρτηση για πάνω από 300 άτομα
παίρνει αρνητικές τιμές, πράγμα που σημαίνει ότι οι ταξιδιώτες πληρώνο-
νται για τη συμμετοχή τους. Δυστυχώς τηλέφωνα, διευθύνσεις δεν δίνονται.
Τα παραδείγματα αυτά νομίζω ότι είναι εξαιρέσεις στην γενικά προσεγμένη
ύλη των Βιβλίων Θετικής Κατεύθυνσης.

Προβλήματα στα βιβλία της (πρώην) Τεχνολογικής Κατεύθυνσης

Αντίθετα, το καταργημένο βιβλίο Τεχνολογικής Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου ή-
ταν γεμάτο από απρόσεκτες διατυπώσεις και ανορθόδοξα προβλήματα.

• Το ολικό κόστος παραγωγής x μονάδων προϊόντος δίνεται από τον τύπο:
ƒ(x) = x3 – 7,5x2 + 125x + 50 σε χιλιάδες δραχμές.9

Παρατηρούμε ότι η 1η μονάδα κοστίζει: ƒ(1) = 118,5 χιλ. δρχ., ενώ
η 10η κοστίζει ƒ(10) – ƒ(9) = 253,5 χιλ. δρχ.,
η 20η κοστίζει ƒ(20) – ƒ(19) = 973,5 χιλ. δρχ.,
η 50η κοστίζει ƒ(50) – ƒ(49) = 6 εκατ. 734 χιλ. δρχ. κ.ο.κ.,
άρα όσο περισσότερες μονάδες προϊόντος παράγονται, τόσο αυξάνει το
κόστος μονάδας, που είναι παράδοξο να συμβαίνει.
Συμπέρασμα: η συνάρτηση αυτή δεν μπορεί να παριστάνει κόστος παρα-
γωγής μονάδων. Θα έπρεπε η διαφορά ƒ(ν) – ƒ(ν–1) να διατηρείται περί-
που σταθερή. Η εκφώνηση χρειάζεται άλλο σενάριο.
•  Το πλήθος των εξαρτημάτων που συναρμολογεί ένας τεχνίτης σε x ώρες
δίνεται από τον τύπο: ƒ(x) = –2x3 + 27x2 + 60x...10

Έτσι, όταν περάσει 1η ώρα έχει συναρμολογήσει: ƒ(1) = 85,
σε 2 ώρες ƒ(2) = 212, σε 3 ώρες ƒ(3) = 369 και ο ρυθμός του αυξάνεται. Τε-
λειώνει το οκτάωρο αδιάκοπης εργασίας και έχει συναρμολογήσει ƒ(8) = 1184.
Αν δουλέψει άλλες δύο ώρες υπερωρίες θα φτιάξει συνολικά ƒ(10) = 1300.
Εκεί όμως η συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστο, οπότε ξεκινούν τα παράδοξα.
Αν αφήσουμε τον τεχνίτη να συνεχίσει να δουλεύει, ο αριθμός των εξαρτημά-
των θα αρχίσει να μειώνεται!  Στις 11 ώρες συναρμολογεί συνολικά:
ƒ(11) = 1265, στις 14 ώρες ƒ(14) = 644, ενώ στις 16 ώρες ... ƒ(16) = –320.
Κλεισμένος μεσ’ το εργοστάσιο έπαθε προφανώς αμόκ και καταστρέφει και το
στοκ της αποθήκης. Μην πούμε τι θα συμβεί αν εξακολουθήσει να μένει έ-
γκλειστος.
Προφανώς το σενάριο δεν ταιριάζει με τη συνάρτηση. Ας δοθεί, έστω, καθορι-
σμένο πεδίο ορισμού, από 0 έως 8 ή 10 ώρες.

                                                
9 Μαθηματικά Γ΄Λυκείου Τεχν. κατευθ., ΟΕΔΒ 1999, σ. 133 εφαρμ. 2.
10 Όπως παραπάνω, σ. 135, ασκ. 5
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Στο σχήμα βλέπουμε (από πρόγραμμα γρα-
φημάτων) τη συνάρτηση:

ƒ(x) = –2x3 + 27x2 + 60x,
που παρουσιάζει μέγιστο το ƒ(10) = 1300 και
μηδενίζεται στο σημείο x = 16,
καθώς και την παραβολή που παριστάνει την
παράγωγο της ƒ:

ƒ΄(x) = –2x2 + 54x + 60,
που έχει μέγιστο στο x = 4,5 και μηδενίζεται
στο x = 10.

Γενικότερα, τα σενάρια όπως το παραπά-
νω έχουν νόημα όταν η παράγωγος της
συνάρτησης που δίνεται είναι θετική, ώστε να έχουμε αύξουσα συνάρτηση,
δηλαδή να έχουμε αύξηση των παραγομένων εξαρτημάτων κι όχι μείωση.
Παρατηρούμε επίσης ότι για x = 4,5 ώρες η πρώτη της παράγωγος παρου-
σιάζει μέγιστο και γίνεται φθίνουσα, οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε ότι
(λόγω κούρασης) μειώνεται ο ρυθμός με τον οποίο ο τεχνίτης κατασκευάζει
τα εξαρτήματα. Πρακτικά αυτό θα σήμαινε ότι τις τελευταίες ώρες εργασίας
(5η – 8η ή 10η), η παραγωγή θα μειώνεται διαρκώς μέχρι να μηδενιστεί, οπό-
τε οι διευθυντές του εργοστασίου θα πρέπει να πάρουν τα μέτρα τους.
Ούτε λοιπόν και με προκαθορισμένο πεδίο ορισμού 8 ή 10 ωρών "στέκει" η
άσκηση.

• Η πετρελαιοκηλίδα που προκαλείται από τη διαρροή πετρελαίου σχημα-
τίζει κυκλικό δίσκο. (Παράξενο, αλλά ας το δεχτούμε. Εξάλλου εδώ χιλιάδες
μυρμήγκια κάνουν κύκλους...).
Η συνάρτηση που δίνει την ακτίνα είναι ƒ(t) = 10 + 2,5t.11

Όταν η συνάρτηση έχει ως μεταβλητή το χρόνο, πρέπει να δίνεται (κατά κα-
νόνα) t ≥ 0 και ίσως μέχρι μια μέγιστη τιμή t0 (κάποτε θα τελειώσει το πετρέ-
λαιο). Όμως μπορεί άραγε το ƒ(0) να είναι 10 (Κm ή m ή μίλια ή κάτι άλλο);
Πρέπει προφανώς το ƒ(0) να είναι 0. Δεν μπορεί να υπάρχει κηλίδα τη χρο-
νική στιγμή που ξεκινά η διαρροή.

• Μία εταιρεία θέλει με 2.400.000 να περιφράξει όσο μεγαλύτερη επιφάνεια
μπορεί από κάποια έκταση σε σχήμα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με σταθε-
ρό κόστος ανά μέτρο.12

Κι αν αργότερα βρει και παραπάνω χρήματα, τι θα κάνει, θα γκρεμίσει την πα-
λιά περίφραξη; Είναι παράδοξο να ξεκινάμε λέγοντας: «Διαθέτω τόσα χρήμα-
τα. Πόση επιφάνεια από το κτήμα μου μπορώ να περιφράξω;». Κατά τα άλλα,
δεν υπάρχει μαθηματικό σφάλμα, είναι όμως κάπως "αταίριαστο" το παρά-
δειγμα.

                                                
11 Όπως παραπάνω, σ. 147.
12 Όπως παραπάνω, σ. 260 ασκ. 3.
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• Ένας τεχνίτης θέλει να φτιάξει παράθυρο με περίμετρο 4 + π μέτρα (α-
κριβώς άραγε, πώς θα κόψει το ξύλο;), ώστε να έχει το μέγιστο εμβαδόν.13

Είναι εξωπραγματικό να λέμε: «Θέλω να φτιάξω ένα παράθυρο με τόση πε-
ρίμετρο». Πρώτα άραγε θα φτιάξει τα κασώματα και μετά θα χτίσει τον τοίχο
ή μήπως θα αρχίσει να γκρεμίζει τον έτοιμο τοίχο, ώστε να ταιριάξει το πα-
ράθυρο;

• Ένα τραπέζιο με διαστάσεις βάσεων 4, 2 και ύψος 3  (όπως προκύ-
πτει από την επίλυση της άσκησης) καλύπτεται με τετραγωνικά πλακάκια 10
cm. Πόσα πλακάκια χρειάζονται;14

Η απάντηση στις λύσεις είναι ότι χρειάζονται 519 πλακάκια, ως πηλίκο των
εμβαδών τραπεζίου και τετραγώνου. Ναι, ...αν κάνουμε ψηφιδωτό, γιατί τα
πλακάκια πρέπει να κοπούν. Από περιέργεια και μόνο κάνουμε τους παρα-
κάτω υπολογισμούς:

Βρίσκουμε τη γωνία ω της μεγάλης βάσης του τραπεζίου.

Είναι εφω = 3 3
1

= , άρα είναι 60°. Τότε βρίσκουμε ότι, αν στην πρώτη

σειρά στρώσουμε 40 πλακάκια, σε κάθε επόμενη η βάση θα είναι:
0,1

3
2  m ≅  11,5 cm μικρότερη.

Κάνοντας πρόχειρους υπολογισμούς και
χρησιμοποιώντας τα κομμάτια των σπα-
σμένων πλακακιών που περισσεύουν στα
επόμενα επίπεδα, βρίσκουμε ότι αν η
στρώση γίνει από τη μεγάλη βάση προς
τα πάνω (όπως φαίνεται λογικό), θα χρει-
αστούν το λιγότερο 532 πλακάκια.

 

3 

2 

2 1 1 
60 ° 

Επαληθεύστε το εύκολα σχεδιάζοντάς το σε μιλιμετρέ 40×20 και μετρώντας
κάθε τετράγωνο του μιλιμετρέ ως πλακάκι.15

• Το παρακάτω σχήμα παριστάνει το ποσοστό γνώσης p(t), που έχει απο-
κτήσει κάποιος μαθητής τη χρονική στιγμή t διαβάζοντας έν βιβλίο (ποσοστό
γνώσης 100% σημαίνει ότι ο μαθητής έχει κατανοήσει πλήρως το βιβλίο). Τη
χρονική στιγμή t2 ο μαθητής διέκοψε το διάβασμα για να λύσει μία άσκηση
από τα προηγούμενα. Τη χρονική στιγμή t4 ο δάσκαλος εξηγεί αναλυτικά στο
μαθητή το περιεχόμενο του βιβλίου και ο μαθητής αρχίζει να κατανοεί καλύ-
τερα αυτό που διαβάζει.

                                                
13 Όπως παραπάνω, σ. 261, ασκ. 7 (κατά λάθος σημειώνεται ως 6).
14 Όπως παραπάνω, σ. 261, ασκ. 5.
15 Για  περισσότερα σχετικά θέματα, μπορείτε να ανατρέξετε στο άρθρο του Λ. Θα-
ραλλίδη στην ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΙΔΕΙΑ τ.5, σελ. 177.
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i. Να βρείτε (αν υπάρχουν) τα όρια: 
→ → →1 2 4t t t t t t
lim p(x), lim p(x), lim p(x)

και να τα συγκρίνετε με τις αντίστοιχες τιμές.
ii. Ποιες χρονικές στιγμές η συνάρτηση p δεν είναι συνεχής;16

Αναρωτιόμαστε, πώς μετριέται το ποσοστό γνώσης; Πώς τεκμηριώνεται ότι
το ποσοστό γνώσης δίνεται από συνεχή κατά διαστήματα ως προς το χρό-
νο συνάρτηση. Ποια θεωρία της παιδαγωγικής ή της διδακτικής μας επιβε-
βαιώνει ότι το ποσοστό γνώσης είναι "σχεδόν ανάλογο" με το χρόνο διαβά-
σματος ενός βιβλίου;
Εξάλλου, αναφέρεται ότι τη χρονική στιγμή t2 διακόπτει το διάβασμα και λύ-
νει μία άσκηση από τα προηγούμενα και τη χρονική στιγμή t4 ένας δάσκα-
λος εξηγεί αναλυτικά στο μαθητή το περιεχόμενο του βιβλίου.
Ρωτάμε: Ποιος μαθητής μπορεί να λύσει ολόκληρη άσκηση σε μια και μόνο
χρονική στιγμή; Ποιος είναι αυτός ο καθηγητής που μπορεί να εξηγήσει α-
ναλυτικά στο μαθητή το περιεχόμενο ενός βιβλίου σε μία στιγμούλα; Κάτι
τέτοιο θα ανέτρεπε σε παγκόσμιο επίπεδο κάθε υπάρχουσα θεωρία της δι-
δακτικής...
Φανταστείτε χρόνο που θα κέρδιζαν οι μαθητές αν κατανούσαν σε μια στιγ-
μή ένα ολόκληρο βιβλίο... Αν ήθελε λοιπόν η εκφώνηση να είναι στοιχειω-
δώς αληθοφανής (αδύνατο βέβαια με βάση την πρώτη παρατήρηση), θα
’πρεπε να αντικαταστήσει τις στιγμές με διαστήματα.
Ποιος ο λόγος, τελικά, να κατασκευαστεί ένα τέτοιο πρόβλημα με εξωπραγ-
ματικά δεδομένα, για μια άσκηση που απλά ζητά να δούμε στο σχήμα αν
μία συνάρτηση είναι συνεχής ή όχι σε ορισμένα σημεία.

Γεωμετρία ... κατά προσέγγιση

Στο βιβλίο της Τεχνολογικής κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου, που επίσης καταρ-
γήθηκε, στο κεφάλαιο των Προσεγγιστικών Υπολογισμών, οι συγγραφείς
πρόσθεσαν, ίσως για ποικιλία, εκτός από αυτές ασκήσεις υπολογισμών και

                                                
16 Μαθηματικά Γ΄Λυκείου Τεχν. κατευθ., ΟΕΔΒ 1999, σ. 181, ασκ. Α΄ ομ. 4.
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γεωμετρικά προβλήματα.17 Έτσι βρεθήκαμε (διδάσκοντες και διδασκόμενοι)
μπροστά σε φοβερές διατυπώσεις του τύπου:
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με κάθετες πλευρές 3,7±0,05, 8,9±0,05 ή ότι η
διάσταση x είναι (ακριβώς) τα 2/3 της y, που όμως δίνονται να είναι περίπου
τόσο ή ότι ισοσκελές τραπέζιο έχει πλάγιες πλευρές (ίσες μεν όμως περίπου
τόσο)…
Τίθεται βέβαια το ερώτημα: Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει το Πυθαγόρειο
Θεώρημα. Σε ένα περίπου ορθογώνιο, θα ισχύει το Περίπου Πυθαγόρειο Θε-
ώρημα; Και ποιο είναι αυτό (περίπου); Πώς δηλώνουμε ότι δύο μήκη είναι
ίσα, και ταυτόχρονα λέμε ότι είναι περίπου τόσο... Στο περίπου ισοσκελές
τραπέζιο, οι βάσεις θα είναι παράλληλες ή περίπου παράλληλες;18

Κατά την αναζήτηση σε εγχειρίδια Πανεπιστημιακών τμημάτων Πολυτεχνεί-
ου και Φυσικής, (όπου περισσότερο από τους μαθηματικούς επεξεργάζο-
νται πειραματικά δεδομένα), το μόνο που βρέθηκε ήταν οι ιδιότητες των
πράξεων υπό προσέγγιση. Η προσπάθεια των συντακτών του βιβλίου να
"εμπλουτίσουν" την ύλη και με γεωμετρικά θέματα κατέληξε σε αυτά τα α-
ποτελέσματα, που ανοίγουν άσκοπα τους ασκούς του Αιόλου της συζήτη-
σης για το αν μπορούμε να εφαρμόσουμε τους νόμους Γεωμετρίας σε προ-
σεγγιστικά μεγέθη.

Η σιωπηρή απόσυρση των βιβλίων δεν καθησυχάζει τις ανησυχίες των δι-
δασκόντων σχετικά με την ελαφρότητα με την οποία υπεύθυνοι επεξεργά-
ζονται αναλυτικά προγράμματα και το περιεχόμενο της ύλης.

Μαθηματικά 2ου Κύκλου Τ.Ε.Ε.

Στο βιβλίο Μαθηματικών 2ου Κύκλου Τ.Ε.Ε. (που εξετάζεται σε επίπεδο πα-
νελληνίων εξετάσεων), συναντάμε "προβλήματα" όπως τα παρακάτω:19

• Ένας εργαζόμενος πληρώνεται με 1.000 δρχ. για κάθε ώρα εργασίας
από το 8ωρο (η εκφώνηση και μόνο παραπέμπει σε εργασιακό Μεσαίωνα)
και 1.500 δρχ. για κάθε ώρα υπερωρίας, (προσέξτε) για κάθε ώρα x,
με 8 ≤ x ≤ 24! Η άσκηση ζητά τα όρια στο 5, 9 και στο 8.
Η εκφώνηση δείχνει να αναφέρεται σε συνάρτηση ορισμένη σε σημεία
(ακέραιες ώρες), οπότε δεν ορίζεται σε διάστημα, άρα δεν μπορούμε να
βρούμε όρια. Επίσης δεν έχει προφανώς λογικό νόημα να πούμε τι χρήμα-
τα θα πάρει ο εργαζόμενος όταν οι ώρες εργασίας τείνουν να γίνουν 5 ή 8 ή 9.
Τέλος αυτό το πεδίο ορισμού [8, 24] τι τό ’θελαν; Ποιος εργαζόμενος δου-
λεύει 24 ώρες το 24ωρο;

                                                
17 Μαθηματικά Β΄Λυκείου Τεχν. κατευθ., ΟΕΔΒ 1998, σ. 54, ασκ. Β΄ ομ. 1, 2 και σ. 71,
ασκ. 3
18 Βλέπε και σχετικό άρθρο "Περίπου Γεωμετρία", ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΙΔΕΙΑ, τ. 5,  σ. 162.
19 Μαθηματικά Α΄ τάξη 2ου Κύκλου ΤΕΕ, ΟΕΔΒ 1999, σ. 110.
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Παρακάτω δίνονται απλές εφαρμογές του προβλήματος ρυθμού μεταβολής.
• (Μπαλόνι σφαιρικό γεμίζεται με αέρα με ρυθμό που εκφράζεται σε
cm3/min. Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου του μπαλονιού, όταν η
ακτίνα του γίνει ίση με 3 cm;)
Πως το λύνουν; Απλά υπολογίζουν το όριο του λόγου μεταβολής:

( ) ( ) ( ) ( )3 23 2V 3 h V(3) 4π 4π3 h 3 3 h 3 3 h 3
h 3h 3

+ −    = + − = + + + +   

και το όριο: ( ) ( )2 2 3
h 0

36π cm / min
4πlim 3 h 3 3 h 3
3→

 + + + + =  
.

Ας μην αναφερθούμε στην εγγενή δυσκολία υπολογισμού του λόγου μετα-

βολής με τον τύπο f(x h) f(x)
h

+ −  για μαθητές τεχν. τομέα, ούτε για το

"μαγικό" τρόπο απλοποίησης της διαφοράς κύβων. Ας σκεφτούμε μόνο:
Πού πήγε η σύνθετη συνάρτηση; Ποιος ο ρυθμός μεταβολής της ακτίνας ως
προς τον χρόνο; Τί βαθμολογία θά ’παιρνε υποψήφιος σε Γενικές εξετάσεις
αν έκανε τέτοιο λάθος;20

Δεν αποτελεί βεβαίως δικαιολογία το να πει κανείς ότι πολύπλοκες θεωρίες
όπως ο ρυθμός μεταβολής και η παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων δεν
ταιριάζει στο πρόγραμμα σπουδών των Τ.Ε.Ε. Σύμφωνοι, αλλά τότε ταιριάξτε
πιο απλά και κατάλληλα παραδείγματα στο βιβλίο. Απλό δεν σημαίνει να
ισοπεδώνουμε τις ασκήσεις και μάλιστα με λάθος τρόπο.
Παρακάτω:
• Το κόστος Κ(x) σε χιλ. δρχ. παραγωγής x πανιών ιστιοφόρων την ημέρα
δίνεται από τον τύπο: Κ(x) = –x2 + 30x + 15, 0 ≤ x ≤ 15. Ζητείται ο ρυθμός
μεταβολής του κόστους, αν η εταιρεία παράγει δέκα πανιά τη μέρα.21

Και πάλι, το x φαίνεται να παριστάνει φυσικό αριθμό 0, 1, 2, ..., 15; Πώς
τότε θα δεχτούμε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής σε διάστημα;22

Τί νόημα έχουν τα 9,998 πανιά ή ότι το όριο "ο αριθμός πανιών τείνει να
γίνει 10"; Τέλος πάντων στην ουσία: Τα 2 πανιά κοστίζουν 71 χιλ. δρχ. ενώ
τα 15 κοστίζουν 240. Υπάρχει τρόπος για την εταιρεία, όχι μόνο να μηδενί-

                                                
20 Για την σαφή διατύπωση τέτοιου τύπου προβλημάτων δες και Tom M. Apostolol,
Διαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογισμός, ΑΤΛΑΝΤΙΣ, τ. 1, σ.158.
21 Όπως παραπάνω, σ. 182. Τα θέματα αυτά έχουν γίνει και αντικείμενο κριτικής
στον επαρχιακό τύπο. Βλέπε άρθρο Δ. Ζούπα, εφημ. ΕΝΗΜΕΡΩΣΗ, Κέρκυρα, 15-5-
2000.
22 Πολλές φορές παραβλέπουμε αυτή τη λεπτομέρεια(;), θεωρώντας συναρτήσεις,
οι οποίες προφανώς παίρνουν ως Π.Ο. διακριτές μεταβλητές, ως "πλήρως διαιρε-
τές", ώστε να έχει νόημα η μελέτη της συμπεριφοράς τους σε διάστημα και να είναι
δυνατή η χρήση των εργαλείων του Διαφορικού Λογισμού. Όμως, πιστεύω, είναι
παράδοξο να διδάξουμε σε μαθητές του Τ.Ε.Ε. το όριο για x→10, όταν x ιστιοπλοϊ-
κά πανιά.
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σει το κόστος παραγωγής, αλλά και να κερδίζει κι από πάνω.
Η παραβολή τέμνει τους άξονες στα x ≅  –0,492 και 30,492. Άρα αν φτιά-
χνουμε από 31 πανιά και πάνω θα έχουμε και κέρδος, πριν ακόμα πουλή-
σουμε ούτε ένα!
Το ότι τεχνητά οι συγγραφείς βάζουν πεδίο ορισμού έως 15 (μέγιστο παρα-
βολής), δεν μπορεί να πείσει κανέναν για το ότι δεν μπορεί μια παραβολή
να εκφράζει κόστος παραγωγής ιστιοπλοϊκών πανιών.

Περιπτώσεις  απροσεξίας

Σχολιάστηκαν ιδιαίτερα τα συγγράμματα του ΟΕΔΒ, κατά πρώτον γιατί είναι
υποχρεωτική η διδασκαλία τους και αποτελούν διδακτέα ύλη, οπότε αυτό το
πλεονέκτημα τούς δημιουργεί αντικειμενικά και την υποχρέωση να βαδίζουν
από την πληρότητα προς την τελειότητα, αλλά και γιατί αποτελούν κατά κα-
νόνα και τον οδηγό, που παίρνει υπόψην του ο κάθε συντάκτης παράλλη-
λων βοηθητικών βιβλίων.
Είναι πολύ εύκολο να ανακαλύπτεις ένα ή και παραπάνω λάθη σ’ ένα βι-
βλίο και να αναφωνείς για τους άσχετους που δεν προσέχουν τι γράφουν
και θέλουν και να τα πουλάνε. Είναι όμως άδικο. Πιστεύω ότι η συντριπτική
πλειοψηφία των συγγραφέων, που ξεκινά με ένα λευκό χαρτί και αποτυπώ-
νει σ’ αυτό με μεράκι και κέφι, εμπειρία, γνώσεις, ιδέες, προσφέρει κάτι ση-
μαντικό, και αφιερώνει σ’ αυτό χρόνο και κόπο δυσανάλογο με το όποιο
τυχόν όφελος. Δίχως καμμία διάθεση μομφής, μερικές περιπτώσεις παρα-
νόησης κάποιων εννοιών ή συντακτικές απροσεξίες –σε προσεγμένα και
καλογραμμένα φροντιστηριακά βιβλία– είναι οι παρακάτω:
• Αναφέρεται π.χ. ότι η πιθανότητα ο κ. Τάδε .....όπουλος να έχει επι-
στροφή φόρου είναι 0,17, το να πληρώσει τόσο φόρο είναι 0,22 κ.λπ. Αυτό
αποκαλύπτει ότι δεν έχει γίνει κατανοητή η έννοια της πιθανότητας.
Το σωστό βέβαια είναι να πούμε ότι το 17% των φορολογουμένων δέχεται
(βάσει τάδε στατιστικής μελέτης) επιστροφή φόρου, το 22% πληρώνει τόσο
φόρο κ.ο.κ., οπότε αν πάρουμε έναν τυχαίο φορολογούμενο, η πιθανότητα
να του επιστραφεί φόρος είναι 0,17. Αν όμως πούμε ότι επιλέγουμε τον κύ-
ριο ...όπουλο, τότε θα πληρώσει ακριβώς ότι προβλέπει το εκαθαριστικό
του. Οι δηλώσεις δεν μπαίνουν σε λοταρία για να βγεί στην τύχη τι θα πλη-
ρώσει ο καθένας... Ώρα θα ήταν να βάζουμε ιδέες σε κάποιους να ορίζουν τι
φόρο θα πληρώσει ο καθένας στην τύχη με βάση τις πιθανότητες!
• Επίσης αναφέρεται ότι η μία κόρη του παραπάνω κυρίου έχει πιθανότη-
τα να παντρευτεί την τάδε χρονιά 0,27 και η άλλη κάποιαν άλλη πιθανότητα.
Με ποιο δικαίωμα ανακατευόμαστε σε τόσο ευαίσθητα προσωπικά δεδομέ-
να της κοπέλας; Άραγε με βάση ποια στατιστικά στοιχεία υπολογίζονται αυ-
τές οι πιθανότητες και μάλιστα προσωποποιημένες; Μόνο χαρτορίχτρες θα
διακινδύνευαν τέτοιες προβλέψεις. Οι προβλέψεις πρέπει να δίνονται α-
πρόσωπα στα άτομα ενός συνόλου (δειγματικού χώρου) και να δικαιολο-
γούνται με βάση στατιστικά δεδομένα.
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• Τέλος σε ένα νοσοκομείο η πιθανότητα ένας γιατρός να κάνει ένεση σε
έναν ασθενή είναι 48%, να του δώσει χάπια 36%, και τα δύο τόσο τοις εκατό
κ.λπ. Εδώ σταματούν οι περιπτώσεις της άσκησης. Αν συνεχίζαμε λίγο α-
κόμα, θα λέγαμε: η πιθανότητα να του κάνει εγχείρηση στη σπλήνα τόσο,
στο συκώτι τόσο κ.ο.κ. Και ’γω που νόμιζα ότι οι γιατροί εφαρμόζουν στον
κάθε ασθενή θεραπεία ακριβώς με βάση τη διάγνωση, έπεσα απ’ τα σύνε-
φα, μαθαίνοντας ότι είναι θέμα πιθανοτήτων να μπω για  μία ακτινογραφία
και να βρεθώ στην τομή των συνόλων των ασθενών που ’χουν να αντιμε-
τωπίσουν και ένεση και μία εγχειρησούλα...
Το σφάλμα βρίσκεται πάλι στην έκφραση: "σε έναν ασθενή". Στον κάθε α-
σθενή εφαρμόζεται όποια θεραπεία προβλέπεται κι όχι κατά τύχη με βάση
ποσοστά. Χρειάζεται λοιπόν προσοχή στη διατύπωση των εκφωνήσεων.

Συμβαίνει και αλλού...

• Είναι γνωστό το πρόβλημα της σύνδεσης των ν σημείων μεταξύ τους, το
οποίο αντιμετωπίζουμε είτε ως γινόμενο ν – 1 συνδέσεων επί ν σημείων,
διαιρώντας δια 2, είτε και με τους τύπους της Συνδιαστικής.
Συναντάμε αυτό το πρόβλημα με τη μορφή ερωτημάτων: "Αν ν άτομα κάθο-
νται σ’ ένα τραπέζι κι όλοι τσουγκρίσουν τα ποτήρια τους μεταξύ τους μία
φορά, πόσα τσουγκρίσματα θα γίνουν;" (αντίστοιχα με χειραψίες).
Αυτό το πρόβλημα υπάρχει σε επίσημο σχολικό βιβλίο Μ. Βρετανίας, ως
εφαρμογή του Διαγράμματος του Polya,23 με την εξής διατύπωση: Σε ένα
κτίριο υπάρχουν εκατό υπολογιστές. Θέλουμε να συνδέσουμε τον καθένα
απ’  αυτούς με κάθε έναν άλλο με ένα καλώδιο κάθε φορά. Πόσα καλώδια
θα χρειαστούμε;24

                                                
23 G. Polya, "Πως να το λύσω", εκδ. ΣΠΗΛΙΩΤΗ, σ. 17
24 GCSE Mathematics, LETTS EDUCATIONAL, 19963, Robert Powell.
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Το παράδειγμα, που συνοδεύεται μάλιστα και από σκίτσα, είναι σίγουρα
ατυχές και σίγουρα θα προκαλεί τα γέλια ακόμα και στα μικρά παιδιά, γιατί
απλούστατα όλοι γνωρίζουν ότι όταν φτιάχνεις δίκτυο υπολογιστών (και
μάλιστα 100!) συνδέεται κάθε τερματικό μέ ένα και μόνο καλώδιο με τον
κεντρικό "εξυπηρετητή (server)" του δικτύου. Φανταστείτε τι μέγεθος θα εί-
χαν τα computers αν έπρεπε να έχουν πίσω τους 100 καλώδια και να συν-

δέεται το ένα με το άλλο με 100 99
2
⋅ =4.950 καλώδια!

Προβλήματα ως θέματα εξετάσεων

Όταν το πρόβλημα σε εξετάσεις είναι προφανώς τεχνητό, περισσότερα
προβλήματα δημιουργεί στους μαθητές, γιατί μοιάζει να περιέχει και μία
δόση ειρωνίας. Τι εντύπωση να κάνει στον υποψήφιο, μες στην αγωνία των
εξετάσεων, η εικόνα χιλιάδων μυρμηγκιών που κάνουν βόλτες σε κύκλους
με γνωστές τις παραμετρικές εξισώσεις τους;25 Πού το είδε κανείς αυτό να
συμβαίνει; Τι εξυπηρετούσε στην ουσία της άσκησης, τι προσέφερε στην
προσπάθεια των μαθητών να την λύσουν;
Δίχως να προσθέτει τίποτε στην επίλυση της άσκησης, ίσως θά ’ταν πιο
λογικοφανές αν το σενάριο έλεγε ότι αυτοί οι κύκλοι σχεδιαζόταν π.χ. με ένα
πρόγραμμα γραφικών παραστάσεων ενός υπολογιστή;
Τα θέματα των εξετάσεων ας είναι υποδείγματα ορθής κριτικής σκέψης. Θα
είναι ένα σημαντικό βήμα για να διορθωθεί η κατάσταση, γιατί τα θέματα
αυτά αποτελούν κατά κανόνα πρότυπο των συγγραφέων σχολικών βοηθη-
μάτων.

Τερατουργήματα

Είναι χαρακτηριστικό των μεσογειακών ανθρώπων ο ενθουσιασμός και μά-
λιστα σε όρια υπερβολής. Σε κάθε τι νέο οι Έλληνες πέφτουν με τα μούτρα
και η εφευρητικότητα της φυλής καταπλήσσει τους πάντες. Δεν το μέμφομαι
αυτό, κατά βάθος το προτιμώ σε σχέση με την ψυχρότητα βορειότερων
λαών. Αλλά... το παρακάνουμε.
Πέρα από τις περιπτώσεις απροσεξίας και μικρολαθών, δεκάδες ευφάντα-
στα σενάρια βομβαρδίζουν τους μαθητές που βλέπουν και στον ύπνο τους
ακόμα ποτίστρες να στριφογυρνούν ποτίζοντας μεικτόγραμμα χωρία, α-
πελπισμένους αγρότες να παιδεύονται με διαβήτες και μοιρογνωμόνια να
ποτίσουν τη μέγιστη επιφάνεια· να πετούν μαϊμούδες από δέντρο σε δέντρο
και να διαγράφουν τροχιές, που είναι εικόνες παραμετρικών συναρτήσεων,
των οποίων ζητείται η καμπυλότητα· ζουζούνια μεθυσμένα να ακολουθούν
κατά πόδας τριγωνομετρικές συναρτήσεις, (από –π έως π εννοείται). Και
άλλα…

                                                
25 Θέμα Γενικών εξετάσεων Θετ. Κατ. Β΄ Λυκείου Ιούνης 1999. Βλέπε και άρθρο Ι.
Μαντά, ΕΛΕΥΘΕΡΟΤΥΠΙΑ,  18 Ιουλίου 1999.
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Διαβάστε το παρακάτω26 τελευταίο παράδειγμα και αφήστε την φαντασία
σας ελεύθερη…

Ένας εφημεριδοπώλης διαθέτει μηχανισμό με τον οποίο ρίχνει τις εφημερί-
δες στις πόρτες των σπιτιών των πελατών του. Ο μηχανισμός αυτός είναι
τέτοιος ώστε αν μια εφημερίδα εκτοξευτεί από το σημείο Μ(x, y) τότε το σημείο
Μ΄(x΄, y΄), όπου θα πέσει θα είναι η εικόνα του Μ μέσω ενός γραμμικού με-

τασχηματισμού Τα που έχει πίνακα  
  
3 1

Α =
5 2

.

i) Δείξτε ότι ο Τ είναι κανονικός.

ii) Σε ποιο σημείο θα πέσει η εφημερίδα, αν την εκτοξεύσουμε από το ση-
μείο Β(–1, 2);

iii) Από ποιο σημείο να εκτοξεύσει ο εφημεριδοπώλης την εφημερίδα, ώστε
να πέσει σε ένα σπίτι που η πόρτα του είναι στο σημείο Π(1, 2) ;

iv) Εάν ο εφημεριδοπώλης ρίχνει τις εφημερίδες κινούμενος στην ευθεία:
x – 2y = 1, βρείτε πού πρέπει να ψάξουν οι πελάτες του τις εφημερίδες
τους.

Διαβάζοντας την εκφώνηση χάνεις κάθε όρεξη να λύσεις άσκηση μετασχη-
ματισμού πινάκων (ύλη που πέρασε σαν διάττων αστέρας). Αντίθετα σε
γαργαλούν άσχετες με την ουσία ερωτήσεις: Ο μηχανισμός αφορά μόνο
εφημερίδες; Για φανταστείτε να πάρουν την πατέντα πιτσαρίες. Άπειρες ι-
πτάμενες πίτσες θα πετούν και θα προσγειώνονται στην εξώπορτά μας ή
στο μπαλκόνι μας. Καλού κακού κοιτάτε ψηλά, κρατάτε και καμμία ομπρέλα
ανοιχτή…
Τι επανάσταση τις αερομεταφορές! Πώς όμως καθορίζεται το βεληνεκές;
Πόσο μακριά φτάνει; Γιατί ρωτώ; Μα αν ο εφημεριδοπώλης ρίξει την εφη-
μερίδα μου κινούμενος στην ευθεία x – 2y = 1 (ευτυχώς δεν έχει φράχτες
στην πορεία του), θέλω να ξέρω πόσο μακριά θα πάω να την βρω.
Προς ποιαν κατεύθυνση να ψάξω παρακαλώ;

Ελπίζω το σημείωμα αυτό να συμβάλει ώστε να βρούμε την κατεύ-
θυνση προς την οποία πρέπει να ψάξουμε για να βρούμε εφαρμο-
γές και προβλήματα που θα διευκολύνουν την κατανόηση των Μα-
θηματικών, αντί να δυσκολεύουν κι άλλο τη διδασκαλία τους στην
τάξη.

                                                
26 Θέμα για προετοιμασία μαθητών που έχει δημοσιευτεί σε εφημερίδα, Μάιος
2000. Τα στοιχεία στη σύνταξη του περιοδικού.
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Περί ομοιότητας και όχι μόνο
  Καρακώστα Τάσα
Μαθηματικός, Βέροια

ολλά άρθρα γράφηκαν και πολλές συζητήσεις έγιναν στην τηλεόραση
για τις αποτυχίες των μαθητών μας στους διαγωνισμός του ΟΟΣΑ.
Πολλοί συνηγόρησαν υπέρ των μαθητών μας και γενικότερα υπέρ του

εκπαιδευτικού μας συστήματος λέγοντας ότι δεν ήταν συνηθισμένοι οι μα-
θητές μας σε τέτοιου είδους ερωτήματα. ΚΙ ΟΜΩΣ! Εδώ και χρόνια διαπι-
στώνουμε, τουλάχιστον οι μαθηματικοί της Μ.Ε. ότι οι μαθητές μας δεν ξέ-
ρουν μαθηματικά με την έννοια της ουσιαστικής γνώσης. Ακόμη και πολλοί
από αυτούς που έχουν άριστες επιδόσεις, ξέρουν πολύ καλά τεχνικές επί-
λυσης ασκήσεων αλλά οι γνώσεις τους είναι κομματιασμένες και ασύνδετες
μεταξύ τους. Έτσι δεν μπορούν να εντάξουν αυτό που μαθαίνουν στο γενι-
κότερο σύνολο πραγμάτων. Η προσέγγισή τους είναι τυπική και περι-
στασιακή. Αδυνατούν να λύσουν προβλήματα και να αντιμετωπίσουν απλά
ερωτήματα γιατί τους δίνουμε έτοιμη τροφή, το πρόβλημα μαζί με τη λύση
του, που σχεδόν πάντα δεν έχει καμιά σύνδεση με την απτή πραγματικότη-
τα των εμπειριών τους.
Η θεωρητική απόδειξη θα γίνει εύκολα αποδεκτή και κατανοητή, όταν πρώ-
τα απ’ όλα στηριχθεί στην εμπειρία. Το πρωταρχικό βήμα όλων των
γνώσεων είναι η εμπειρία .
Παραθέτω τώρα ένα διάλογο που είχα με μαθητές της Β΄Λυκείου στην αρχή
της χρονιάς:

Καθηγήτρια: Τι ονομάζεται εφαπτομένη μιας οξείας γωνίας ορθογ. τριγώνου;
Μαθητής: Το πηλίκο της απέναντι κάθετης πλευράς προς την προσκείμενη
Καθηγήτρια: Σωστά, δείτε τώρα το σχήμα. Με τι ισούται η εφΒ;

Μαθητής Α΄: ΑΓεφΒ
ΑΒ

=

Μαθητής Β΄: Eίναι όμως και ΔΕεφΒ
ΕΒ

=

Καθηγήτρια: Σωστά. Γιατί ισχύει αυτό ;
Μαθητής:Το λέει ο ορισμός και μάλιστα

από εδώ αποδεικνύεται ότι: ΑΓ ΔΕ
ΑΒ ΕΒ

= .

Καθηγήτρια: Παιδιά, η ισότητα αυτή των λόγων μήπως προϋπήρχε και ί-

Π

Á Â

Ã

Ä

Å
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σως αυτό να ήταν η αιτία της δημιουργίας των τριγωνομετρικών αριθμών;
Μαθητές: ………..
Καθηγήτρια: Τι είναι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΒ;
Ένας μόνο απάντησε ότι είναι όμοια. Στην ερώτησή μου γιατί, το δικαιολό-
γησε λέγοντας ότι ΔΕ // ΑΓ και ότι αυτό το σχήμα δίνει πάντα όμοια τρίγωνα
(δεν ήξερε γιατί).
Ένας άλλος μαθητής, ακούγοντας την λέξη όμοια ανέτρεξε στο βιβλίο του
και μου είπε το γνωστό ορισμό της ισότητας των γωνιών και της αναλογίας
των πλευρών.
Έκανα τότε το ακόλουθο σχήμα:

Á

Â
Ã

Ä

Å

ìÝãåèïò ÁÂÃ = 52°

ìÝãåèïò ÁÅÄ = 52°

Συζητήθηκε ότι το ΑΔΕ ~ ΑΒΓ λόγω του κριτηρίου της ισότητας των γωνιών
τους και ζήτησα την αναλογία των πλευρών τους.

Η πλειονότητα απάντησε: ΑΔ ΑΕ ΔΕ
ΑΒ ΑΓ ΒΓ

= =

Καθηγήτρια: Παιδιά, αν ήταν έτσι, τότε τι σχέση θα είχαν οι ΔΕ και ΒΓ;
—Μα θα ήταν παράλληλες, πετάχτηκε ένας μαθητής και σχεδόν όλη η τάξη
μου ζήτησε να διορθώσω το σχήμα!

Ήταν από τις πρώτες συναντήσεις που είχα με το συγκεκριμένο τμήμα (θε-
ωρητικής κατεύθυνσης) και ήδη βέβαια είχα αντιληφτεί τις μεγάλες αδυναμί-
ες των παιδιών που δεν ήταν τίποτε άλλο παρά αδυναμίες του εκπαιδευτι-
κού μας συστήματος, του τρόπου μετάδοσης της γνώσης.
Όμως υπάρχει ένα ελάχιστο επίπεδο γνώσεων που πρέπει να απο-
κτηθεί από όλη την τάξη, έστω και όχι στην ώρα του! Πολλοί μαθητές
μου βαριόντουσαν να σκεφτούν (έχοντας παρατήσει την προσπάθεια να
καταλάβουν) και άλλοι ήθελαν να εξηγήσω το σωστό «τεχνικά» για να θυ-
μηθούν τον μηχανισμό και ήμουν σίγουρη ότι κανέναν δεν τον είχε κατα-
κλύσει η μαγεία της γνώσης και το γιατί ήταν σημαντικά τα όμοια τρίγωνα
και γενικά η ομοιότητα, παρ’ όλο που όλα γύρω τους, από τους γεωγραφι-
κούς χάρτες έως τα ηλεκτρονικά τους παιχνίδια είχαν να κάνουν με ομοιό-
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τητα!  Όμως είχαν δίκιο! Δεν είχαν την χαρά της παρατήρησης, της ανακά-
λυψης, της σύνδεσης με το περιβάλλον (φυσικό ή τεχνητό), τη συνέχεια της
γνώσης!
Την επόμενη φορά τους πήγα στην αίθουσα των Η.Υ. και το μάθημα ακο-
λούθησε την εξής πορεία:

Α. Πρώτα τους μίλησα για τον Θαλή το Μιλήσιο και για την Γεωμετρία των
«σκιών». Για το πώς σκέφτηκε να μετρήσει το ύψος της πυραμίδας παρα-
τηρώντας γύρω του και λέγοντας περίπου τα εξής:
Δεν μπορώ να μετρήσω το ύψος που χάνεται στους ουρανούς; Θα μετρήσω
την σκιά του που είναι πεσμένη στο έδαφος! Με το «μικρό» θα μετρήσω το
«μεγάλο»˙ με το «προσιτό» το «απρόσιτο»˙ με το «κοντινό» το «μακρινό».
Αρκεί να μοιάζουν!
Β. Στο ήδη ανοιγμένο Sketchpad (ένα από τα λογισμικά της Dynamic Ge-
ometry Environment), τους ζήτησα να κατασκευάσουν τα εξής ορθογώνια
τρίγωνα:

å1

å2

Â´

Ã

B

Ã´A Á´

ε1//ε2 (οι ακτίνες του φωτός), ΑΒ το άγνωστο ύψος, Α΄Β΄ το γνωστό ύψος
(έστω μιας ράβδου), ΑΓ η σκιά του ΑΒ και Α΄Γ΄ του Α΄Β΄.

Παρατηρήσαμε ότι τα τρίγωνα, πρώτα απ’ όλα, έμοιαζαν. (Το ένα ήταν σμί-
κρυνση του άλλου, «προσομοίωσή» του). Τους ζήτησα να μετρήσουν τις

πλευρές των τριγώνων και να υπολογίσουν τους λόγους ΑΒ Α΄Β΄,
ΑΓ Α΄Γ΄

.

Γύρισα όλη την τάξη και διαπίστωσα  ότι όλοι είχαν υπολογισμένους στην
οθόνη τους  τους λόγους.

Παρατήρησαν ότι οι λόγοι ήταν ίσοι και διατηρούσαν αυτή την ισότητα σε
οποιαδήποτε αυξομοίωση των ΑΒ και Α΄Β΄(πάντα οι ακτίνες του ήλιου ήταν
βέβαια παράλληλες). Σχολιάστηκε ότι αυτή η σταθερή αναλογία  των πλευ-
ρών ήταν η αιτία εισαγωγής των τριγωνομετρικών αριθμών οξείας γωνίας.

Γ. Τους  ζήτησα να λογαριάσουν το ΑΒ δίνοντας τα μήκη ΑΓ, Α΄Γ΄(σκιές) και
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Α΄Β΄ (ράβδος).

Δ. Σχεδίασα ένα τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ και το μεγένθυνα 2 φορές παίρνοντας
το Α΄Β΄Γ΄

Á Â

Ã

Á´ Â´

Ã´

Μετρήσανε τις γωνίες και τις πλευρές του και βγάλανε ότι:

Α = Α΄, Β = Β΄, Γ = Γ΄  και ότι  Α΄Β΄ Β΄Γ΄ Α΄Γ΄ 2
ΑΒ ΒΓ ΑΓ

= = =

Σε αυτή τη θέση ήταν εύκολο και με το μάτι να βρούν τις ανάλογες πλευρές.

Ε. Έσυρα το ΑΒΓ και το τοποθέτησα πάνω στο Α΄Β΄Γ΄κατά τον εξής τρόπο.

Á Â

Á´ Â´

Ã´, Ã

 Διαπιστώσανε ότι ΑΒ//Α΄Β΄ και γιατί  ίσχυε
το θεώρημα του Θαλή αλλά και γιατί:
Α = Α΄  (ή Β = Β΄).

ΣΤ.  Έσυρα και έστρεψα το ΑΒΓ –με χρή-
ση συμμετρίας (αφού αντέγραψα το αρχι-
κό σχέδιο απαλείφοντας το κέντρο αυξο-
μείωσης) ώστε να πάρει αυτή τη θέση:

Á

Â

Á´ Â´

Ã´, Ã

Ήταν τώρα πολύ εύκολο να αντιληφθούν ότι Α΄Β΄Γ΄~ ΑΒΓ με ΑΒ όχι πα-
ράλληλη της Α΄Β΄ και να πάρουν σωστά τους λόγους.

Αυτή η μικρή επαφή των μαθητών με το καινούριο μαθησιακό περιβάλλον
μου έδειξε πως η χρήση της τεχνολογίας πρακτικά εμπνέει τους μαθητές να
θέλουν να μάθουν τις αναλυτικές μεθόδους γιατί αποκτούν μια καλύτερη
κατανόηση της αναλυτικής  διαδικασίας και μάλιστα αυτή καθ’ εαυτή η
αναλυτική διαδικασία έχει περισσότερη «ουσία». Τελικά η τεχνολογία έδω-
σε το κίνητρο! Επίσης, προσωπικά πιστεύω ότι και η σύνδεση ενός θέματος
με το ιστορικό παρελθόν δίνει μια μεγάλη ώθηση στη γνώση γιατί την
εντάσσει σ’ ένα περιβάλλον, σε μια αναγκαιότητα.
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Κοιτώντας το παρελθόν…
ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΟΥ ΔΥΣΚΟΛΕΨΑΝ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΟ

ΤΟΥΣ ΥΠΟΨΗΦΙΟΥΣ

  Παπαδόπουλος Κώστας,
    Μαθηματικός, Βέροια

το άρθρο αυτό θα κάνουμε μια αναδρομή στο παρελθόν που πιστεύ-
ουμε πως θα είναι χρήσιμη για τους υποψήφιους.
Ένα σοβαρό πρόβλημα που απασχολεί πάντοτε τους μαθητές είναι ο

βαθμός δυσκολίας των θεμάτων που πρόκειται να αντιμετωπίσουν στις Πα-
νελλαδικές εξετάσεις τους. Κοιτώντας προς τα πίσω σε ότι αφορά το μάθη-
μα των μαθηματικών, μπορούμε να πούμε τα εξής:
Από το 1983, οπότε άρχισε το σύστημα των Δεσμών, ως το 1992, δηλαδή
για μια δεκαετία περίπου, τα θέματα των εξετάσεων είναι αρκετά απλά,
προσαρμοσμένα στις απαιτήσεις του σχολείου και των σχολικών βιβλίων.
Από το 1992 και μετά γίνεται μια απότομη μεταστροφή και τα θέματα των
εξετάσεων γίνονται πολύ  δυσκολότερα. Αρκετά θέματα αιφνιδιάζουν τους
μαθητές με την δυσκολία και την πρωτοτυπία τους.
Στο άρθρο αυτό θα παραθέσουμε κάποια από τα θέματα που δυσκόλεψαν
τους μαθητές και μικρές υποδείξεις για τη λύση τους. Πιστεύουμε ότι η ενα-
σχόληση των μαθητών με τη λύση των θεμάτων αυτών θα τους δώσει νέες
ιδέες και θα τους βοηθήσει στις εξετάσεις που πρόκειται να δώσουν σε λίγο.
Τα θέματα που θα αναφέρουμε είναι από τα κεφάλαια των μαθηματικών
που διδάσκονταν οι μαθητές και τότε και σήμερα.
Γνωρίζουμε όλοι το πνεύμα των εξετάσεων για τη δυσκολία των θεμάτων.
Υπάρχει δηλαδή μια κλιμάκωση από το πρώτο προς το τέταρτο θέμα που
είναι το δυσκολότερο και αποτελεί το κριτήριο για την εισαγωγή σε μια
«καλή» σχολή.
Τα δύο πρώτα χρόνια εφαρμογής του νέου εξεταστικού συστήματος (των
κατευθύνσεων), για να μην σοκαριστούν οι υποψήφιοι από το νέο και το
άγνωστο, τα θέματα ήσαν αρκετά απλά. Τα δύο όμως χρόνια που ακολού-
θησαν, πολύ σωστά, υπήρξε μια διαφοροποίηση του βαθμού δυσκολίας
στο τελευταίο ζήτημα η οποία δημιούργησε και μια αξιολογικότερη κλιμά-
κωση στη βαθμολογία των γραπτών. Αυτό προβλέπεται να γίνει και στο
μέλλον. Δεν θα αναφερθούμε στα θέματα αυτά (της τελευταίας διετίας), αλ-
λά στα θέματα των Δεσμών.

Σ
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Έτος 1995: Ζήτημα 4ο της 1ης Δέσμης,  4 υποζήτημα:

Θεωρούμε τους πραγματικούς αριθμούς α, β με 0 < α < β, τη συνε-

χή συνάρτηση ƒ: (0, +∞)→ , για την οποία: ∫
β

α
ƒ(t)dt = 0   και τη συ-

νάρτηση g(x) = ∫
x

α

12 + ƒ(t)dt
x

, x∈ (0, +∞). Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα

τουλάχιστον x0∈ (α, β) τέτοιο, ώστε να ισχύουν:
α) Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης g στο σημείο

(x0, g(x0)) να είναι παράλληλη στον άξονα x΄x.
β) g(x0) = 2 + ƒ(x0)

Υπόδειξη:
α) Ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle για την g στο [α, β], άρα υπάρχει

x0∈ (α, β): g′(x0) = 0.

β) g′(x0) = 
x

2 α

1 1ƒ(t)dt ƒ(x)
xx

− +∫ .

Επομένως g′(x0) = 0   ⇔  0x
0α0

1 ƒ(t)dt ƒ(x )
x

=∫    ή   g(x0) = 2 + ƒ(x0)

Την ίδια χρονιά στο 3ο Ζήτημα, Β΄ υποζήτημα, β ερώτημα τέθηκε μια πο-
λύ ενδιαφέρουσα άσκηση:

β) Η συνάρτηση ƒ: →  είναι παραγωγίσιμη και ισχύει: ƒ′(x) > 0 για

κάθε x∈ . Να δειχθεί ότι η συνάρτηση: ∫
β

α
F(x) = ƒ(x - t)dt , x∈ , με

α, β πραγματικούς αριθμούς είναι παραγωγίσιμη και ότι αν υπάρ-
χει xo∈  με F′(x0) = 0, τότε F(x) = 0, για κάθε x∈ .

Υπόδειξη:

Θέτουμε u = x – t  ⇒  dt = –du.  Όταν  
t α u x α
t β u x β

= ⇒ = −
 = ⇒ = −

άρα 
x β x α x β

x α 0 0
F(x) ƒ(u)du ƒ(u)du ƒ(u)du

− − −

−
= − = −∫ ∫ ∫

F′(x) = ƒ(x – α) – ƒ(x – β)

Επομένως F′(x0) = 0 ⇒  ƒ(x0 – α) = ƒ(x0 – β) 
ƒ↑
⇒  x0 – α = x0 – β  ⇒  α = β,

άρα 
α

α
F(x) ƒ(x t)dt 0= − =∫
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Έτος 1997, 1η Δέσμη, 3ο Ζήτημα

Δίνεται πραγματική συνάρτηση g, δύο φορές παραγωγίσιμη στο
, τέτοια ώστε g(x) > 0  και  g′′ (x)⋅g(x) – [ ]′ 2g (x) > 0 για κάθε x∈ .

Να δειχθεί ότι:

α) Η συνάρτηση ′g
g

 είναι αύξουσα.

β) ( ) ( )  ≤ ⋅  
1 2

1 2
x xg + g x g x
2 2

, για κάθε x1, x2∈ .

Υπόδειξη:

α) ( )2

2
g (x) g(x) g (x)g (x)h(x) h (x) 0

g(x) g (x)
′′ ′′ ⋅ −′= ⇒ = >

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση: ƒ(x) = log(g(x)),
( )2

2
g (x) g(x) g (x)g (x)ƒ (x) , ƒ (x) 0

g(x) g (x)
′′ ′′ ⋅ −′ ′′= = > , για κάθε x > 0.

Θ.Μ.Τ. για την ƒ στα διαστήματα: 1 2 1 2
1 2

x x x xx , , , x
2 2
+ +   

      
,  x1 < x2.

( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1 1 2
1 1 1 1

1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

x x x x x xƒ ƒ x ƒ ξ , ξ x ,
2 2 2

x x x x x xƒ x ƒ ƒ ξ , ξ , x
2 2 2

+ − +   ′− = ∈        


+ − +    ′− = ∈        

    ⇒

ƒ(x1) + ƒ(x2) – ( ) ( )1 2 2 1
2 1

x x x x2ƒ ƒ ξ ƒ ξ
2 2
+ −  ′ ′ = −    

 > 0, διότι ƒ′ ↑

άρα: ƒ(x1) + ƒ(x2) > 1 2x x2ƒ
2
+ 

  
  ⇒

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

x x x xlog g x log g x 2log g g g x g x
2 2

 + +   + > ⇒ ≤ ⋅        
Το (=) ισχύει όταν x1 = x2.

Έτος 1997, 4η Δέσμη, 4ο Ζήτημα

Έστω ƒ πραγματική συνάρτηση συνεχής στο , τέτοια ώστε:

ƒ(x) ≥ 2, για κάθε x∈ . Θεωρούμε τη συνάρτηση:

g(x) = x2 – 5x + 1 – ∫
2x -5x

0
ƒ(t)dt .
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α) Να δειχθεί ότι g(–3)⋅g(0) < 0
β) Να δειχθεί ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει μια μόνο ρίζα στο διάστη-

μα (–3, 0).
Υπόδειξη:

α) Θ. Bolzano στο [–3, 0].

g(–3) = 25 –
24

0
ƒ(t)dt∫  < 0, αφού ƒ(t) ≥ 2  ⇒  

24

0
ƒ(t)dt∫  > 48.

g(0) = 1 > 0

β) Αν ρ1, ρ2 δύο ρίζες της g στο (–3, 0), με ρ1 < ρ2, τότε Θ. Rolle στο [ρ1, ρ2]:
Υπάρχει ξ∈ (ρ1, ρ2)  ⇒  2ξ – 5 – ƒ(ξ2 – 5ξ)⋅(2ξ – 5) = 0   ⇔
(2ξ – 5)⋅[1 – ƒ(ξ2 – 5ξ)] = 0  άτοπο, αφού 2ξ – 5 < 0 και 1 – ƒ(ξ2 – 5ξ) < 0
(δόθηκε ƒ(x) ≥ 2  για κάθε x∈ ).

Έτος 1998, 1η Δέσμη, 2ο Ζήτημα

Α.  Δίνεται ο μιγαδικός z0 με Im(z0) < 999 και το σύνολο Α των μι-
γαδικών z, με z ≠ z0 και z ≠ 0z , που ικανοποιούν τη σχέση:

+ =
⋅0 0 0 0

1 1 1998
z - z z - z z - z z - z

Να βρείτε τη μεγαλύτερη δυνατή απόσταση, που μπορούν να απέ-
χουν μεταξύ τους οι εικόνες δύο μιγαδικών του συνόλου Α. Ποιοι
είναι αυτοί οι μιγαδικοί αριθμοί;
Να εξετάσετε την περίπτωση 0 0z = z .

Υπόδειξη:

0 0z z z z 1998− + − = .
Οι εικόνες των μιγαδικών z βρίσκονται σε έλλειψη με εστίες τις εικόνες
των z0 και 0z  κ.λπ.

Μερικές ασκήσεις που θα μπορούσαν να αποτελέσουν το «δύσκολο» θέμα
των εξετάσεων είναι οι Γ13, Γ24, Γ25 και Γ26, από τις προτεινόμε-
νες για λύση σ' αυτό το τεύχος του "Απολλώνιου".  Οφείλουμε να διευκρι-
νίσουμε ότι αυτό δεν σημαίνει ότι οι εξετάσεις πρέπει να περιέχουν οπωσ-
δήποτε ένα τέτοιο θέμα. Θέλουμε απλά να επισημάνουμε στους υποψή-
φιους ότι με την αντίληψη που εκθέσαμε παραπάνω, τα θέματα δεν θα είναι
«επίπεδα». Οι ασκήσεις που προτείνουμε απευθύνονται στους υποψηφίους
της Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου.
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Επισημάνσεις - Διευκρινήσεις
πάνω στη Σχολική ύλη

Στην στήλη αυτή περιέχονται επισημάνσεις, παρατηρή-
σεις, συμπληρώσεις και διευκρινήσεις σε σημεία της
θεωρίας των σχολικών βιβλίων, που κρίνονται αναγκαία
για γίνουν ευκολότερα κατανοητά από τους μαθητές.
Στο τεύχος αυτό παρουσιάζονται τρία άρθρα, των Μ.
Παπαδόπουλου, Ν. Ιωσηφίδη και Λ. Ιωσηφίδη.

Προβολή διανύσματος
και ανάλυση διανύσματος σε κάθετες συνιστώσες

Παπαδόπουλος Μανώλης
  Μαθηματικός, Βέροια

Έστω ΟΑ α, ΟΜ u
→ →

= =
� �

 δύο διανύσματα με
κοινή αρχή το Ο. Φέρνουμε ΜΒ⊥ ΟΑ.
Ονομάζουμε προβολή του u

�
 πάνω στο

α
�

 το διάνυσμα ΟB
→

, και το συμβολίζουμε
απροβ u�
�

.

u
�

á
�Ï Â Á

Ì

u
�

á
�ðñïâ

Προφανώς α απροβ u // α άρα προβ u λ α= ⋅� �
� �� �

.

Επίσης είναι: ( )α u α ΟΜ α ΟΒ BΜ α ΟB α BΜ
→ → → → →

⋅ = ⋅ = ⋅ + = ⋅ + ⋅
� � � � ��

,

και επειδή α BΜ
→

⊥
�

, θα είναι α BΜ
→

⋅
�

 = 0, οπότε:

α u α ΟB ή
→

⋅ = ⋅
� ��

    ⋅ ⋅ αα u = α προβ u�
� �� �

Επειδή ακόμη:  απροβ u λ α= ⋅�
��

     (1),

η παραπάνω σχέση γίνεται: 2
2

α uα u λ α ή λ α
α
⋅⋅ = ⋅ = ⋅

� �
� � ��

� ,
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άρα η (1)  γράφεται: 
⋅ ⋅α 2

α uπροβ u = α
α

�

� �
��

�

Επομένως, αν γνωρίζουμε τις συντεταγ-
μένες δύο διανυσμάτων α και β

��
 είναι εύ-

κολο να υπολογίσουμε την προβολή του
ενός πάνω στο άλλο από τις ισότητες:

αβ 2 2
α β α βπροβ α β και προβ β α

αβ

⋅ ⋅= ⋅ = ⋅� �

� �� �� �� �
� �

á
�

á
�

â
�ðñïâ

â
�

â
�

á
�ðñïâ

Οπότε, αν θέλουμε να αναλύσουμε ένα διάνυσμα u
�

 σε δύο κάθετα διανύ-
σματα 1 2u και u

� �
 εκ των οποίων το ένα να είναι παράλληλο με το διάνυσμα

α
�

, θα είναι: 1 2 1αu προβ u και u u u= = −�
� � � � �

Τα δύο παραδείγματα που ακολουθούν εξηγούν καλύτερα την παραπάνω
διαδικασία.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1ο

Αν ( ) ( )u 2, 3 και α 3, 4= − =
��

, να αναλυθεί το u
�

 σε δύο κάθετα διανύσμα-
τα 1 2u και u

� �
 εκ των οποίων το ένα να είναι παράλληλο με το διάνυσμα

α
�

,

ΛΥΣΗ:

1 α 2 2 2
α u 2 3 3 4 6 18 24u προβ u α α α ,

25 25 253 4α
⋅ − ⋅ + ⋅  = = ⋅ = ⋅ = =  +

�

� � � � �� �
�   και

( )2 1
18 24 68 51u u u 2, 3 , ,
25 25 25 25

   = − = − − = −      
� � �

.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2ο

Να βρεθεί η προβολή του διανύσματος β
�

 πάνω στο ( )α 3, 4=
�

, αν γνω-

ρίζουμε ότι: ( ) πβ 2 και α,β
3

∧

= =
� ��

.

ΛΥΣΗ:

Είναι: ( ) 2 2 π 1α β α β συν α,β 3 4 2 συν 5 2 5
3 2

∧

⋅ = ⋅ = + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
� � �� � �

.

Άρα, ( )α 2
α β 5 3 4προβ β α 3, 4 ,

25 5 5α
⋅  = ⋅ = ⋅ =   

�

��� �
� .
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Παρατηρήσεις
σε δύο θέματα

των
Μαθηματικών

Θετικής
Κατεύθυνσης

του 2002

Ιωσηφίδης Νίκος
Μαθηματικός, Βέροια

Με αφορμή κάποια από τα περυ-
σινά θέματα Μαθηματικών της Γ΄
Λυκείου Θετικής και Τεχνολογικής
Κατεύθυνσης θα κάνουμε κάποιες
επισημάνσεις στη θεωρία και στις
λύσεις, που για πολλούς μαθητές
είναι άγνωστες.

Θέμα 3ο
Έστω οι συναρτήσεις ƒ, g με πεδίο ορισμού το . Δίνε-

ται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης ƒ o g  είναι 1-1.
α) Να δειχθεί ότι η g είναι 1-1.
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση:

( )( ) ( )( )3g ƒ x + x - x = g ƒ x + 2x - 1
έχει ακριβώς δύο θετικές και μία αρνητική ρίζα.

Σχολιάζουμε μόνο το (β) ερώτημα.

( )( ) ( )( )
g:1 1

3g ƒ x x x g ƒ x 2x 1
−

+ − = + − ⇔

( ) ( )3 3ƒ x x x ƒ x 2x 1 x 3x 1 0+ − = + − ⇔ − + = (1)

Πρέπει να δείξουμε ότι η (1) έχει ακριβώς 3 ρίζες, δύο θετικές και μία αρνη-
τική.
Θέτουμε 3h(x) x 3x 1= − + .
Η συνήθης απόδειξη είναι η εξής:

Εφαρμόζουμε το Θ. Bolzano στα διαστήματα [–2, –1], [0, 1], [1, 2].

• h συνεχής στο [–2, –1].
• h(–2)⋅h(–1) = –1⋅3 < 0,
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επομένως η h(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (–2, –1), δηλαδή μία αρ-
νητική ρίζα.
Όμοια η h(x) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1) και μία στο (1, 2), δη-
λαδή η h(x) = 0 έχει τουλάχιστον 3 ρίζες και επειδή είναι 3ου βαθμού (πολυ-
ωνυμική) δεν έχει άλλες ρίζες.
Η απόδειξη αυτή είναι πλήρης˙ δημιουργείται όμως ένα ερώτημα:

Το Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας, ότι δηλαδή: "Κάθε πολυωνυμική
εξίσωση νιοστού βαθμού με συντελεστές από το  έχει ακριβώς ν ρίζες στο

", αν και περιέχεται στο σχολικό βιβλίο στο κεφάλαιο των Μιγαδικών Α-
ριθμών, είναι έξω από τη διδακτέα ύλη. Θα μπορούσε λοιπόν να χρησιμο-
ποιηθεί; Το γνώριζαν όλοι οι μαθητές;
Πώς αλλιώς θα μπορούσαν να αποδείξουν ότι δεν υπάρχουν άλλες ρίζες;

Δίνουμε δύο άλλες αποδείξεις που υιοθετούνται από πολλούς μαθητές,
είναι όμως ελλιπείς. Θα συμπληρώσουμε τις λύσεις, ώστε να είναι πλήρεις.

 Α΄ Απόδειξη:

3h(x) x 3x 1= − +
( )( )2h΄(x) 3x 3 3 x 1 x 1= − = + − .

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα μεταβολών της h.

x −∞ +∞–1
–
0–2 21

+0+h΄(x)
h(x)

0

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η h είναι γν. μονότονη στα δια-
στήματα (-2, –1), (0, 1) και (1, 2), άρα οι ρίζες που βρέθηκαν με το Θ.
Bolzano στα παραπάνω διαστήματα είναι μοναδικές.

Το συμπέρασμα αυτό όμως δεν είναι σωστό, όπως φαίνεται στο παρα-
κάτω αντιπαράδειγμα:
Η συνάρτηση  ƒ(x) = x3 είναι γν. αύξουσα στο , αφού με x1, x2∈  και

x1 < x2  ⇔  3 3
1 2x x<   δηλαδή  ƒ(x1) < ƒ(x2).

Όμως η εξίσωση ƒ(x) = 0  έχει 3 ρίζες ίσες με 0 και όχι μία.
(

Τονίζουμε ότι στο Θεμελιώδες Θεώρημα της Άλγεβρας στο πλήθος των ρι-
ζών προσμετράται και η πολλαπλότητά τους,
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δηλαδή η εξίσωση x3 = 0 έχει τρεις ρίζες x1 = x2 = x3 = 0 κι όχι μόνο μία).(*)

Έτσι λοιπόν η παραπάνω λύση δεν αποδεικνύει ότι οι ρίζες που βρήκαμε
είναι μοναδικές, δηλαδή η παραπάνω απόδειξη είναι ελλιπής.

Το ότι μία συνάρτηση ƒ είναι γν. αύξουσα στο διάστημα Δ δεν αρκεί για να
έχει η ƒ μοναδική ρίζα στο Δ.

Ισχύει όμως το εξής:

"Αν για την πολυωνυμική συνάρτηση ƒ ισχύει: ƒ΄(x) > 0 στο
διάστημα Δ, τότε η ƒ δεν μπορεί να έχει στο Δ ρίζα πολλα-
πλότητας ≥ 2".

Πράγματι, αν ρ ρίζα της ƒ(x) = 0, βαθμού πολλαπλότητας ≥ 2, θα είναι:

ƒ(x) = (x – ρ)2⋅π(x)  ⇒   ƒ΄(x) =2(x – ρ)⋅π(x) + (x – ρ)2⋅π΄(x), άρα  ƒ΄(ρ) = 0.

Έτσι, το γεγονός ότι h΄(x) > 0 στο (–2, –1) αποδεικνύει ότι η ρίζα της h στο
(–2, –1) είναι μοναδική (και όχι το ότι η h είναι γν. μονότονη στο (–2, -1)).
Τονίζουμε ότι μία συνάρτηση ƒ μπορεί να είναι γν. αύξουσα (αντ. φθίνουσα)
στο διάστημα Δ και όταν ƒ΄(x) ≥ 0 (αντ. ƒ΄(x) ≤ 0), αρκεί τα σημεία μηδενι-
σμού της ƒ να μην αποτελούν διάστημα, δηλαδή ο μηδενισμός της ƒ΄ σε
μεμονωμένα σημεία δεν επηρεάζει τη μονοτονία της ƒ, αν η ƒ δεν αλλάζει
πρόσημο εκατέρωθεν των σημείων μηδενισμού της.

Ως εδώ αποδείξαμε ότι οι ρίζες της h στα παραπάνω διαστήματα είναι μο-
ναδικές. Υπάρχουν όμως άλλες ρίζες έξω από τα διαστήματα αυτά;

Μπορούμε να αποδείξουμε ότι δεν υπάρχουν άλλες ρίζες ως εξής:
Είναι: 

x x
lim h(x) και lim h(x)
→−∞ →+∞

= −∞ = +∞

Επίσης: h(–1) = 3  και  h(1) = –1.

Στο διάστημα (–∞, –1] η h είναι γν. αύξουσα και συνεχής, άρα το σύνολο
τιμών της είναι το (–∞, 3] και επειδή στο (–∞, –1) είναι ƒ΄(x) > 0, υπάρχει
μοναδική ρίζα στο (–∞, –1].

Όμοια, υπάρχει μοναδική ρίζα στο (–1, 1] και μοναδική ρίζα στο (1, +∞),
έτσι οι ρίζες που βρέθηκαν με το Θ. Bolzano είναι μοναδικές.

                                                
(*) Λέμε ότι ο αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου ƒ(x) (ή ισοδύναμα της πολυωνυμικής

εξίσωσης ƒ(x) = 0), βαθμού πολλαπλότητας κ (κ∈ *) αν  (x – ρ)κ ƒ(x) ενώ ( )κ 1x ρ +−  ƒ(x) .

Ισοδύναμα: ƒ(x) = (x – ρ)κ⋅π(x), με π(ρ) ≠ 0.
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 Β΄ Απόδειξη (Με τη βοήθεια του Θ. του Rolle):

Υποθέτουμε ότι η h έχει 2 ρίζες ρ1, ρ2∈ (–2, –1) και έστω ρ1 < ρ2.

Εφαρμόζουμε το Θ. Rolle στο [ρ1, ρ2].

Ισχύουν οι απαιτούμενες προϋποθέσεις, άρα υπάρχει ξ∈ (ρ1, ρ2),
με  h΄(ξ) = 0   ⇔   3(ξ2 – 1) = 0   ⇔    ξ = ±1∉ (–2, –1), άτοπο.

Άρα η ρίζα που βρήκαμε στο (–2, –1) με το Θ. Bolzano είναι μοναδική.

Και η παραπάνω απόδειξη όμως δεν είναι πλήρης, επειδή υποθέτουμε
ρ1 ≠ ρ2, δηλαδή δεν εξετάζεται η περίπτωση ρ1 = ρ2.

Συμπληρώνουμε λοιπόν την απόδειξη ως εξής:

Αν ρ1 = ρ2 (= ρ), είναι δύο ίσες ρίζες της h στο (–2, –1), τότε:

h(x) = (x – ρ)2⋅π(x),   

και, όπως και στην προηγούμενη απόδειξη, h΄(ρ) = 0, άτοπο.    
Έτσι, η ρίζα στο (–2, –1) είναι μοναδική.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και οι άλλες ρίζες που βρήκαμε με το
Θ. Bolzano είναι μοναδικές στα αντίστοιχα διαστήματα.

Βέβαια, για να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν άλλες ρίζες εκτός των παρα-
πάνω διαστημάτων, πρέπει η απόδειξη να συμπληρωθεί όπως κάναμε και
στην Α΄ Απόδειξη.

Συμπερασματικά: Στην απόδειξη ύπαρξης μόνο τριών ριζών, αν δεν θέ-
λουμε να χρησιμοποιήσουμε το Βασικό Θεώρημα της Άλγεβρας, πρέπει να
αιτιολογήσουμε ότι δεν υπάρχουν πολλαπλές ρίζες. Ο αριθμός των ριζών
ενός πολυωνύμου προσμετρά και την πολλαπλότητά τους.

ΠΡΟΣΟΧΗ όμως: Σύμφωνα με το σχολικό βιβλίο, μόνο για τα πολυώνυμα
ορίστηκαν πολλαπλές ρίζες. Δηλαδή οι παραπάνω διαδικασίες γίνονται μό-
νο σε πολυωνυμικές συναρτήσεις.

Αν η εξίσωση h(x) = 0 δεν ήταν πολυωνυμική δεν θα χρειαζόταν η απόδειξη
ότι δεν υπάρχουν πολλαπλές ρίζες.

Ο ορισμός της πολλαπλότητας των ριζών μπορεί να επεκταθεί και για μη
πολυωνυμικές συναρτήσεις (βλ. Θ. Καζαντζή: ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ,
Εκδόσεις Σπηλιώτη, Αθήνα 1991, σελ. 100). Κάτι τέτοιο όμως δεν αφορά
τους υποψηφίους.
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Θέμα 4ο Περιοριζόμαστε μόνο στο ερώτημα (β1)

Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση ƒ που ικανο-

ποιεί τις σχέσεις: ( ) ( )−− −ƒ xƒ x e = x 1, x∈   και ƒ(0) = 0.

Να εκφραστεί η ƒ΄ ως συνάρτηση της ƒ.

ΑΝΑΛΥΣΗ:

Τα δεδομένα εδώ (ύπαρξη της ƒ, παραγωγισιμότητά της, και ƒ(0) = 0) φαί-
νονται πολλά.
Αυτό που σκέφτεται κανείς είναι ότι από τη σχέση:

( ) ( )ƒ xƒ x e x 1−− = − ,   x∈

η ƒ μάλλον είναι ορισμένη, οπότε τα άλλα δεδομένα (παραγωγισιμότητα
και ƒ(0) = 0) μάλλον περιττεύουν.

Πριν την απόδειξη ότι τα δεδομένα αυτά δεν είναι απαραίτητα, θα απαντή-
σουμε πρώτα στο ερώτημα:
Υπάρχει συνάρτηση που ικανοποιεί την παραπάνω σχέση για κάθε x∈ ;

Η απάντηση είναι καταφατική. Η απόδειξή της γίνεται ως εξής:

α) ΥΠΑΡΞΗ της ƒ.

Θεωρούμε την εξίσωση:     y – e–y + 1 = x (1),   με άγνωστο τον y.
Θα αποδείξουμε ότι για κάθε x∈  υπάρχει y∈  που ικανοποιεί την (1).

Θέτουμε g(y) = y – e–y + 1.
Η g έχει πεδίο ορισμού το  και είναι παραγωγίσιμη στο  με

g΄(y) = 1 + e–y > 0, για κάθε y∈ , άρα η g είναι γν. αύξουσα στο .

Ακόμη: y
y y
lim g(y) lim (y e )−

→−∞ →−∞
= − = −∞ − ∞ = −∞

και:   y
y y
lim g(y) lim (y e ) 0−

→+∞ →+∞
= − = +∞ − = +∞

και επειδή η g είναι συνεχής και γν. αύξουσα στο , το σύνολο τιμών της

είναι το (–∞, +∞) = .

Άρα για κάθε x∈ , από την (1) ορίζεται μοναδικό y με y – e–y + 1 = x.

Αν λοιπόν για κάθε x∈  αντιστοιχίσουμε την τιμή ƒ(x) = y που επαληθεύει

την (1), ορίζεται μοναδική συνάρτηση ƒ με την ιδιότητα: ( ) ( )ƒ xƒ x e 1 x−− + = .
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β) ΑΠΟΔΕΙΞΗ της ƒ(0) = 0

Αφού η συνάρτηση ƒ που επαληθεύει την (1) είναι μοναδική, η συνθήκη
ƒ(0) = 0 πρέπει να προκύπτει.

Θα αποδείξουμε λοιπόν ότι πράγματι ƒ(0) = 0, δηλαδή η συνθήκη αυτή ως
δεδομένο περιττεύει.

Η σχέση ( ) ( )ƒ xƒ x e 1 x−− + =  για x = 0 δίνει:
( ) ( )ƒ 0ƒ 0 e 1−− = −    ή, θέτοντας ƒ(0) = y0,   0y

0y e 1− = − .

Η τελευταία ισχύει για y0 = 0, και επειδή αποδείξαμε ότι για κάθε x∈  υ-

πάρχει μοναδικό y που ικανοποιεί την (1), η ρίζα y0 = 0 είναι μοναδική.
Άρα ƒ(0) = y0 = 0.

γ) ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ της ƒ

Αφού η συνάρτηση ƒ που ικανοποιεί την (1) είναι μοναδική, η παραγωγισι-
μότητά της πρέπει επίσης να προκύπτει.

Η απόδειξη γίνεται ως εξής:
Η συνάρτηση g(x) = x – e–x + 1 είναι παραγωγίσιμη στο  με:

g΄(x) = 1 + e–χ > 0, για κάθε x∈ ,

άρα η g είναι γν. αύξουσα, επομένως και 1-1, άρα ορίζεται η g–1: → , που

προφανώς είναι η ƒ.
Επειδή τώρα g΄(x) ≠ 0, για κάθε x∈ , η αντίστροφή της, δηλαδή η ƒ, είναι

παραγωγίσιμη στο .

Ώστε και η ύπαρξη της ƒ και η παραγωγισιμότητά της και η συνθήκη
ƒ(0) = 0, σε μια αυστηρή μελέτη είναι περιττές. Για το επίπεδο όμως
των μαθητών ήσαν αναγκαίες.

δ) ΕΥΡΕΣΗ της ƒ΄

Η εύρεση της ƒ΄ τώρα είναι εύκολη.

Παραγωγίζοντας την (1) ως προς x παίρνουμε:
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ƒ x ƒ(x)ƒ΄ x e ƒ΄ x 1 ή ƒ΄ x 1 e 1− −− ⋅ = + =

άρα: ( )
ƒ(x)

1ƒ΄ x
1 e−=

+
, για κάθε x∈ .
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Η τριγωνική ανισότητα
     Ιωσηφίδης Λεωνίδας

 Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ.

ίναι γνωστό ότι: Σε κάθε τρίγωνο κάθε πλευρά είναι μικρότερη από το
άθροισμα των άλλων δύο και μεγαλύτερη από τη διαφορά τους.

Εδώ, όταν λέμε διαφορά, εννοούμε φυσικά την απόλυτη τιμή της διαφοράς,
διότι στην Γεωμετρία δεν υπάρχουν αρνητικά μεγέθη.
Αν λοιπόν ονομάσουμε α, β, γ τις τρεις πλευρές ενός τριγώνου, θα έχουμε
τις εξής ανισότητες:

•  β – γ  < α < β + γ

•  γ – α  < β < γ + α

•  α – β  < γ < α + β

Το ερώτημα είναι: Πόσες σχέσεις πρέπει να χρησιμοποιήσουμε σε μια ά-
σκηση ώστε τα α, β, γ να μπορούν να είναι πλευρές τριγώνου;

Π.χ. στην επόμενη άσκηση: "Να βρεθούν οι τιμές του x για τις οποίες τα:
x2 + x + 1,  2x + 1,  x2 + 1 είναι πλευρές τριγώνου", αν ονομάσουμε:

α = x2 + x + 1,    β = 2x + 1,     γ = x2 + 1,
πόσες και ποιες συνθήκες θα χρησιμοποιήσουμε;

Είναι π.χ. αρκετό να πάρουμε:
α < β + γ     ή       β – γ < α < β + γ        ή     β – γ  < α < β + γ  ;

Μήπως πρέπει να πάρουμε εδώ επιπλέον τις σχέσεις: α > 0, β > 0, γ > 0;

Μήπως αν πάρουμε και τις τρεις σχέσεις:

 β – γ  < α < β + γ   γ – α  < β < γ + α  α – β  < γ < α + β

είναι περισσότερες από όσες μας αρκούν;

Παρόμοιες ασκήσεις υπάρχουν πολλές. Ασκήσεις δηλαδή, που η λύση τους
προκύπτει από την τριγωνική ανισότητα. Αναφέρουμε ακόμα μια γνωστή
άσκηση της Β΄ Λυκείου:

"Αν οι πλευρές ενός τριγώνου αποτελούν γεωμετρική πρόοδο, να αποδει-

χθεί ότι ο λόγος της προόδου περιέχεται μεταξύ 5 1 5 1και
2 2
− + ".

Ε
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Και εδώ το ερώτημα είναι το ίδιο: Αν α, β = α⋅ω, γ = α⋅ω2 είναι οι τρεις πλευ-
ρές του τριγώνου, πόσες και ποιες ανισότητες πρέπει να χρησιμοποιήσουμε;

Θα αποδείξουμε εδώ τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες ώστε τα α, β, γ να
είναι πλευρές τριγώνου.
Από την Γεωμετρία είναι γνωστό ότι για να υπάρχει τρίγωνο με πλευρές α,
β, γ πρέπει φυσικά: α > 0, β > 0, γ > 0 και επιπλέον:  β – γ  < α < β + γ.

Θα αποδείξουμε ότι τα παρακάτω συστήματα ανισοτήτων (Σ1), (Σ2), (Σ3),
(Σ4), (Σ5) είναι ισοδύναμα.

( )1

α β γ
β α γ Σ
γ α β

< + 
< + 
< + 

( )2

α β γ
β γ α Σ
γ α β

> − 
> − 
> − 

 (Οι σχέσεις είναι γραμμένες με κυκλική εναλλαγή  των α, β,γ)

 β – γ  < α < β + γ (Σ3)

 γ – α  < β < γ + α (Σ4)

 α – β  < γ < α + β (Σ5)

Η ισοδυναμία των (Σ1) και (Σ2) είναι προφανής.

Ισοδυναμία των (Σ1) και (Σ3)
( ) ( )α β γ και β γ α και γ α β α β γ και α β γ και α γ β< + < + < + ⇔ < + > − > −

( )α β γ και α β γ β γ α β γ⇔ < + > − ⇔ − < < +

Όμοια αποδεικνύεται ότι: (Σ1)  ⇔  (Σ4)  και  (Σ1)  ⇔  (Σ5).
Επειδή τα (Σ2), (Σ3), (Σ4), (Σ5) είναι ισοδύναμα με το (Σ1), θα είναι ισοδύναμα
και μεταξύ τους. Έτσι και τα πέντε συστήματα (Σ1), (Σ2), (Σ3), (Σ4), (Σ5) είναι
μεταξύ τους ισοδύναμα.

Όταν λοιπόν ισχύει οποιοδήποτε από τα 5 συστήματα, τότε θα ισχύουν τα
(Σ3), (Σ4), (Σ5), άρα α > 0, β > 0, γ > 0  (αφού α >  β – γ  και  β – γ  ≥ 0).

Έτσι λοιπόν, για να χρησιμοποιήσουμε ότι τα α, β, γ είναι πλευρές τριγώ-
νου, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε από τα συστήματα (Σ1),
(Σ2), (Σ3), (Σ4), (Σ5) και μόνο ένα από αυτά.

Δεν χρειάζονται οι πρόσθετοι περιορισμοί α > 0, β > 0, γ > 0, διότι περιέχο-
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νται σε οποιοδήποτε από τα παραπάνω συστήματα.
Και στις δύο ασκήσεις που αναφέραμε, οι σχέσεις που θα παίρναμε για τη
λύση τους είναι οι:   α < β + γ  και β < α + γ   και γ < α + β
που στους πιο πολλούς φαίνονται απλούστερες.

Έτσι, η λύση της 1ης άσκησης που αναφέραμε: "Να βρεθούν οι τιμές του x
για τις οποίες τα  x2 + x + 1,  2x + 1,  x2 + 1 είναι πλευρές τριγώνου", είναι:

Πρέπει και αρκεί να ισχύουν:

2 2

2 2 2

2 2

x x 1 2x 1 x 1 x 1 (1)α β γ
β α γ 2x 1 x 1 x x 1 2x x 1 0 (2)
γ α β 1x 1 x x 1 2x 1 x (3)

3

+ + < + + + > − < +    < + ⇔ + < + + + + ⇔ − + > < + + < + + + +  > − 

Η (2) έχει Δ < 0 και αληθεύει για κάθε x∈ .

Οι (1),  (2) και (3) συναληθεύουν λοιπόν όταν x > 1
3

− .

Δηλαδή για x > 1
3

−  τα α, β, γ είναι μέτρα πλευρών τριγώνου.
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29
κατασκευαστές
πλυντηρίων
συνιστούν

skip
αυτοί
ξέρουν

….

Γιάννης Απλακίδης,
Μαθηματικός, Βέροια

ίναι γνωστή η διαφήμιση απορρυπαντικού που προβάλλεται στην τη-
λεόραση με το παραπάνω σλόγκαν. Στο τέλος της εμφανίζεται μια πυ-

ραμίδα από πλυντήρια. Στην κορυφή της εμφανίζεται ένα πλυντήριο κατό-
πιν δύο κ.ο.κ.

Το πλήθος των πλυντηρίων που εμφανίζεται σε κάθε σειρά αποτελεί αριθ-
μητική πρόοδο με πρώτο όρο α1 = 1 (το πλυντήριο που βρίσκεται στην κο-
ρυφή) και διαφορά ω = 1.

Είναι γνωστό πως το άθροισμα των ν πρώτων όρων αριθμητικής προόδου

είναι: Sν=
( )ν ν 1

2
+

.

Αλλά:  29 = ( )ν ν 1
2
+

    ⇔    58 = ν(ν + 1)    ⇔     58 = ν2 + ν   ⇔

⇔ ν2 + ν – 58 = 0,
η οποία δεν έχει λύσεις στο !

29 κατασκευαστές πλυντηρίων συνιστούν skip αυτοί ξέρουν ???

Ε
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ΔΥΟ ΣΥΝΤΟΜΕΣ ΛΥΣΕΙΣ
ΣΕ ΓΝΩΣΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Γιάννης Απλακίδης,
 Μαθηματικός, Βέροια

1ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ:

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με Â 90= °  και
ο εγγεγραμμένος κύκλος σε αυτό εφάπτεται
στην υποτείνουσα στο Δ.
Να δειχθεί ότι: (ΑΒΓ) = ΔΒ⋅ΔΓ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ:
A B

Ã

Ä

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

A B

Ã

Ä

Å

Æ
É

È

Ë

Ì

Í

Ê�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

(ΑΒΓ) = (ΓΒΝ) = (ΓΘΛ) + (ΘΛΜΚΝ) + (ΜΚΒ)
                       = (ΛΔΙ) + (ΘΛΜΚΝ) + (ΙΜΔ)
                       = (ΘΙΚΝ)
                       = ΘΙ⋅ΙΚ
                       = ΓΖ⋅ΒΕ
                       = ΓΔ⋅ΔΒ

2ο ΠΡΟΒΛΗΜΑ:
Αν τα διανύσματα ( ) ( )α κ, λ και β μ, ν= =

��
 είναι κάθετα και α β 1= =

��
,

να δειχθεί ότι (κν – λμ)2 = 1.
ΑΠΟΔΕΙΞΗ:

Θεωρούμε το διάνυσμα ( )γ ν, μ= −
�

. Είναι γ β άρα γ // α και γ 1⊥ =
� �� � �

.

Άρα: (κν – λμ)2 = ( ) ( )( )2
2α γ α γ συν α,γ 1 1 1 1

∧

⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =
� � �� � �

.
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Μαθαίνουμε
Παίζοντας

(Θεωρία Αριθμών
Β΄ Λυκείου)
    Ιωσηφίδης Γιώργος

Μαθηματικός, Βέροια

αραθέτουμε κάποιες απλές, αλλά χρησιμότατες προτάσεις και δεί-
χνουμε με παραδείγματα τη χρησιμότητά τους. Οι προτάσεις αυτές δεν
περιέχονται στο σχολικό βιβλίο. Θεωρούνται ίσως προφανείς. Δεν θα

χρησιμοποιήσουμε όλες τις προτάσεις που ακολουθούν. Τις αναφέρουμε
όμως –και καλό θα ήταν να τις αποδείξουν οι μαθητές για εξάσκηση–.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ:

Έστω α, β άρτιοι  και  π, ρ περιττοί, Τότε:

  1)  α + β = άρτιος   7)   π⋅ρ = περιττός
  2)   α – β = άρτιος   8)   πν = περιττός  (ν∈ *)

  3)   α⋅β = άρτιος   9)   α + π = περιττός
  4)   αν = άρτιος (ν∈ *) 10)   α – π = περιττός

  5)  π + ρ = άρτιος 11)   α⋅π = άρτιος

  6)   π – ρ = άρτιος

12)  Το άθροισμα οποιουδήποτε πλήθους αρτίων είναι άρτιος.

13)  Το άθροισμα άρτιου πλήθους περιττών είναι άρτιος.

14)  Το άθροισμα περιττού πλήθους περιττών είναι περιττός.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ:

1) Μπορεί ο αριθμός 25 να γραφεί ως άθροισμα 10 προσθετεών, που
ο καθένας είναι ίσος με 1 ή 3 ή 5;

(Ασκ. σχολ. βιβλίου κατευθ. Β΄ Λυκείου)
ΛΥΣΗ:

Π
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Σύμφωνα με την πρόταση 13, το άθροισμα 10 περιττών είναι άρτιος,
άρα δεν μπορεί να είναι ίσο με 25.

2) Αν α, β, γ είναι περιττοί, η εξίσωση: αx2 + βx + γ = 0 (1)
δεν έχει ακέραια λύση.

(Ασκ. σχολ. βιβλίου κατευθ. Β΄ Λυκείου)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ:

Έστω ότι η (1) έχει ακέραια λύση ρ. Τότε: αρ2 + βρ + γ = 0.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

α) ρ = άρτιος. Τότε:  
( ) ( )

( ) ( )

2αρ περιττός άρτιος άρτιος
βρ περιττός άρτιος άρτιος
γ περιττός

= ⋅ =


= ⋅ = ⇒
= 

αρ2 + βρ + γ = περιττός, άτοπο, αφού αρ2 + βρ + γ = 0 = άρτιος.

β) ρ = περιττός. Τότε: 
( ) ( )

( ) ( )

2αρ περιττός περιττός περιττός
βρ περιττός περιττός περιττός
γ περιττός

= ⋅ =


= ⋅ = ⇒
= 

αρ2 + βρ + γ = περιττός, άτοπο, αφού αρ2 + βρ + γ = 0 = άρτιος.

Άρα η εξίσωση δεν έχει ακέραια ρίζα.

3) Να αποδειχθεί ότι:  2 (α – β)(β – γ)(γ – α) για όλους τους ακέραιους
α, β, γ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ:

Από τους ακέραιους α, β, γ δύο τουλάχιστον είναι άρτιοι ή δύο τουλάχι-
στον είναι περιττοί.

Η διαφορά των δύο αυτών ακεραίων είναι άρτιος (πρόταση 2 ή πρόταση
6), οπότε το γινόμενο της διαφοράς αυτής (π.χ. της (α – β) επί το γινό-
μενο (β – γ)(γ – α) είναι άρτιος (πρόταση 3 ή πρόταση 11).

Άρα σε κάθε περίπτωση 2 (α – β)(β – γ)(γ – α).



ÁÐÏËËÙÍÉÏÓ   ô. 1ï 63

Δείχνουμε τώρα ένα τρικ με κέρματα, που στηρίζεται στις προτάσεις που
αναφέραμε.

Ένα
έξυπνο
τρικ

                  

           

Τοποθετούμε πάνω στο τραπέζι οποιοδήποτε αριθμό κερμάτων, άλ-
λα με όψη κεφαλή και άλλα με όψη γράμματα.
Μετράμε τις κεφαλές και τα γράμματα (αρκεί μόνο το ένα πλήθος,
π.χ. μετράμε τις κεφαλές).
Ζητάμε από έναν φίλο μας να αναποδογυρίζει τα κέρματα ενημερώ-
νοντάς μας για κάθε γύρισμα με τη λέξη: "γύρισα".
Μπορεί να αναποδογυρίσει οσαδήποτε κέρματα, οσεσδήποτε φορές
το καθένα, με οποιαδήποτε σειρά. Κατά τη διάρκεια των γυρισμάτων
εμείς έχουμε στραμμένη την πλάτη μας προς αυτόν, ώστε να μην
βλέπουμε τι κάνει.
Αφού ικανοποιηθεί  ο φίλος μας από τον αριθμό των γυρισμάτων
που έκανε, κρύβει ένα νόμισμα κάτω από την παλάμη του και μας
ζητά να γυρίσουμε προς αυτόν. Μετρώντας εμείς τον αριθμό των
κεφαλών, βρίσκουμε την όψη του κρυμμένου νομίσματος.

Η εξήγηση του παραπάνω τρικ είναι απλή και γίνεται με βάση τις προτάσεις
που αναφέραμε.
Ας υποθέσουμε π.χ. ότι ο αρχικός αριθμός των κεφαλών είναι 8 (άρτιος) και
ότι έγιναν 17 γυρίσματα.
Με κάθε γύρισμα ο αριθμός των κεφαλών αυξάνεται ή μειώνεται κατά μία,
άρα από άρτιος γίνεται περιττός, από περιττός γίνεται άρτιος κ.ο.κ. Επομέ-
νως με άρτιο αριθμό γυρισμάτων ο αριθμός των κεφαλών θα παραμείνει
άρτιος, ενώ με περιττό αριθμό γυρισμάτων θα γίνει περιττός.
΄Ετσι, με 17 γυρίσματα ο αριθμός των κεφαλών θα είναι περιττός. Αν λοι-
πόν μετρώντας βρούμε άρτιο αριθμό κεφαλών, το κρυμμένο κέρμα είναι
"κεφαλή", ενώ αν μετρήσουμε περιττό αριθμό κεφαλών, το κρυμμένο κέρμα
θα είναι "γράμματα".
Ανάλογο σκεπτικό μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε κάθε περίπτωση. Αφήνου-
με τον αναγνώστη να πειραματιστεί μόνος του.
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Σχετικά με τις Εφαπτομένες
Γραφικών Παραστάσεων Συναρτήσεων

 πρώτη επαφή με την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης μιας
συνάρτησης ƒ δίνει την εντύπωση ότι η εφαπτομένη (ε) και η Cƒ έχουν
ένα μόνο κοινό σημείο. Μία καλύτερη μελέτη όμως αποδεικνύει ότι η

εφαπτομένη της Cƒ μπορεί να έχει με την κα-
μπύλη περισσότερα από ένα κοινά σημεία. Εί-
ναι εύκολο να κατασκευάσουμε γραφικά μια
τέτοια καμπύλη.
Στο διπλανό σχήμα 1, η εφαπτομένη (ε) έχει με
με την Cf δύο κοινά σημεία.

Δημιουργείται το ερώτημα:
"Μπορεί η (ε) να εφάπτεται με την Cƒ σε περισσότερα από ένα σημεία;"

Η απάντηση είναι πάλι καταφατική, α-
φού μπορούμε να σχεδιάσουμε μια κα-
μπύλη που να είναι γραφική παράστα-
ση συνάρτησης και να εφάπτεται σε
μιαν ευθεία σε δύο διαφορετικά σημεία
(σχήμα 2).

Αν θεωρήσουμε μάλιστα την ƒ(x) = ημx, η ευθεία y = 1 εφάπτεται με αυτήν
σε άπειρα σημεία (σχήμα 3).

1

-ð 3ð2ð-2ð

-1

ð

y

x

y = 1

y = çìx

Ó÷Þìá 3

Αν τώρα δοθεί μια συνάρτηση ƒ, πώς μπορούν να βρεθούν οι ευθείες που
εφάτπονται με την Cƒ σε περισσότερα από ένα σημεία;

Το παρακάτω άρθρο του συνάδελφου Γρηγόριου Κωστάκου δίνει τον τρό-
πο εύρεσης τέτοιων εφαπτομένων.

y

x

Ó÷Þìá 1

Cƒ
(å)

Η

y

x

Ó÷Þìá 2

Cƒ

(å)
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ:

Από  όλες  τις  εφαπτόμενες  ευθείες  στην  γραφική  παράσταση

της συνάρτησης 
2

(x) = ln(x )ƒ x , να βρεθούν εκείνες πού εφάπτονται

σε δύο διαφορετικά σημεία  στην  γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης.

Κωστάκος Γρηγόριος,
 Μαθηματικός, Αθήνα

ΛΥΣΗ:

Έστω δύο σημεία 
2 2ln(t ) ln(u )Α t, και Β u,t u

   
      

, t u≠ , της γραφικής πα-

ράστασης της συνάρτησης ( )2ln xƒ(x) x= .

Τότε οι εξισώσεις των αντίστοίχων εφαπτόμενων ευθειών είναι:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2

t2 2 2t
ln t ln t ln tln t ln ty x t y x tt tt t t

2 2 2− − −− = ⋅ − ⇔ = ⋅ − ⋅ +    ⇔

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

u2 2t
ln t ln t ln u ln uy x και y xt ut u

2 2 2 2 2 2− ⋅ − − ⋅ −= ⋅ + = ⋅ +

Για να ταυτίζονται οι  εφαπτόμενες  ευθείες  πρέπει να έχουν  ίδιο συντελε-
στή διεύθυνσης και ίδιο σταθερό όρο, δηλαδή:

( ) ( )2 2

2 2
ln t ln u
t u

2 2− −=           και  
( ) ( )2 2ln t ln u
t u

2 2 2 2⋅ − ⋅ −=    

Για τον συντελεστή διεύθυνσης 
( )2

2x ln x(x) f ( )
x

2−′λ = =  προκύπτουν:

( )2

3
ln(x ) 3΄(x) f (x)

x
2 ⋅ −′′λ = = ,

ενώ ένας πίνακας μεταβολής είναι:
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x
–+0

−∞ +∞–e
–

0
+

–e e e e
λ́
λ

λ

0– – +

e

0+
+–

– –
0

O.E.O.E.

Πίνακας 1

Η συνάρτηση λ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στα σημεία:

x e e και x e e= − =  με ελάχιστη τιμή την ( ) ( )
3

1e e e e
e

λ − = λ = − .

Επίσης ο άξονας xx′  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης λ στις
περιοχές του −∞  και του +∞ .

Επομένως, και από τον  πίνακα 1, προκύπτει ότι:

λ(x) < 0,  για κάθε x ( , e) (e, )∈ −∞ − ∪ + ∞ ,   ενώ
λ(x) ≥ 0 για κάθε  [ ) ( ]x e, 0 0,e∈ − ∪ .

α) Οι  λύσεις  της  εξίσωσης  λ(x) = α, α∈ , στο [ ) ( ]e, 0 0,e− ∪  είναι  δύο,

λόγω της μονοτονίας και των τιμών της συνάρτησης σ αυτό  το διάστημα,
και μάλιστα, αντίθετες αφού η συνάρτηση λ είναι άρτια.

Ισοδύναμα, οι λύσεις της εξίσωσης  είναι είναι οι t = –u  και  t = u.

Επομένως η εξίσωση   γίνεται:

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

2ln t ln t ln t2 0 ln t 1 0t t t
2 2 2 2 2 2 ⋅ − ⋅ − − ⋅ − = ⇔ ⋅ = ⇔ − =−     ⇔

( )2 2ln t lne t e t e και t e= ⇔ = ⇔ = − = .

Επειδή t ≠ u, για t e και u e= − = , προκύπτουν οι εφαπτόμενες ευθείες:

e e
1 1y x και y x
e e− = = .

Επομένως μία από τις ζητούμενες ευθείες είναι η 1y x
e

= .
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β) i. Για κάθε x (e, )∈ + ∞ , η εξίσωση, λ(x) = α, α∈ , από τον πίνακα 1,

προκύπτει ότι έχει τον πολύ δύο λύσεις.

Έστω ότι υπάρχουν t, u στο (e, )+ ∞ ,

ώστε η ευθεία: 
( ) ( )2 2

t 2
ln t ln ty x tt

2 2 2− ⋅ −= ⋅ +  να εφάπτεται

και στα δύο σημεία 
( ) ( )2 2ln t ln uA t, και Β u,
t u

   
   
   

,  t < u.

  
Τότε από το Θεώρημα Μέσης Τιμής για  την παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ,

υπάρχει x0∈ (t, u), τέτοιο ώστε να ισχύει: ( ) ( ) ( )
0

ƒ u ƒ tƒ΄ x
u t

−=
−

   ⇔

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2

0

ln t ln t ln t ln tu tt tt tx
u t

2 2 2 2 2 2− ⋅ − − ⋅ −⋅ + − ⋅ +
=

−
λ     ⇔

( )
( ) ( )

( ) ( )
2

22

0 0 2

ln t u t ln ttx x
u t t

2
2

− ⋅ − −= ⇔ = ⇔
−

λ λ

( ) ( ) ( ) ( )2

0 2
ln tu t x
t

2−= = =λ λ λ , άτοπο.

Άρα δεν υπάρχει ευθεία εφαπτομένη σε δύο σημεία t, u στο διάστημα
(e, )+ ∞ .

ii. Έστω t∈ (e, )+ ∞ . Τότε από τον παρακάτω πίνακα

x
– +

−∞ +∞–1
–

0
+

–e e

λ 0–– +

1

0+
+
–

0ƒ 0–

+ +

προκύπτει ότι επειδή στο διάστημα (e, )+ ∞   η κλίση λ(x) της  εφαπτομένης
είναι  αρνητική  και οι τιμές ƒ(x) της συνάρτησης ƒ θετικές, η εφαπτομένη

ευθεία στο σημείο 
( )2ln tA t,
t

 
 
 

 θα τέμνει τον άξονα x΄x στο διάστημα

(e, )+ ∞ , ενώ, αν θα εφάπτεται και σε ένα δεύτερο σημείο 
( )2ln uB u,
u

 
 
 

,
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( ) (u , 0 0, e∈ −∞ ∪  , τότε για αυτό το σημείο θα πρέπει να ισχύει: ƒ(u) > 0.

Aυτό όμως συμβαίνει μόνο για τα σημεία 
( )2ln uB u,
u

 
 
 

, με u∈ (–1, 0).

Όμως η  κλίση λ(x) της εφαπτομένης ευθείας στα σημεία 
( )2ln uB u,
u

 
 
 

,

u∈ (–1, 0) είναι θετική και η εφαπτομένη ευθεία στο 
( )2ln tA t,
t

 
 
 

 έχει αρνη-

τική κλίση και δεν μπορεί να είναι εφαπτομένη σε κάποιο από αυτά τα ση-

μεία 
( )2ln uB u,
u

 
 
 

, u∈ (–1, 0).

Άρα, για t∈ (e, +∞), δεν υπάρχει ευθεία εφαπτομένη σε δύο σημεία της γρα-
φικής παράστασης της  συνάρτησης ƒ.

xO e

e
–

y

–e
e

γ) Επειδή η συνάρτηση ƒ είναι περιττή, ομοίως αποδεικνύεται
ότι για t∈ (–∞, e) δεν υπάρχει  ευθεία εφαπτομένη σε δύο σημεία της γραφι-
κής παράστασης της συνάρτησης  ƒ.   
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Στροφή Διανύσματος
Ένας χρήσιμος μετασχηματισμός

     Δεργιαδές Νικόλαος
    Καθηγητής Μαθηματικών

            Πειραματικού Σχολείου Π.Θ.

ια πράξη στα διανύσματα που είναι πολύ χρήσιμη στη γεωμετρία και
η οποία θα μπορούσε να αναφέρεται στα σχολικά βιβλία χωρίς τυμπα-

νοκρουσίες και πολυσέλιδες βαρύγδουπες θεωρίες είναι η στροφή διανύ-
σματος.

Συγκεκριμμένα αν περιστρέψουμε το επί-
πεδο γύρω από ένα σημείο του Ο κατά
γωνία φ (η δεξιόστροφη κίνηση είναι η αρ-
νητική) και πάρουμε για το διάνυσμα α

�

ένα τυχαίο αντιπρόσωπο ΒΓ
����

 και τον συ-
γκεκριμμένο αντιπρόσωπο OA

����
 τότε το

παραλληλόγραμμο ΟΑΓΒ μετασχηματίζε-
ται στο παραλληλόγραμμο ΟΑ΄Γ΄Β΄ δηλα-
δή ο τυχαίος αντιπρόσωπος ΒΓ

����
 του ελεύ-

θερου διανύσματος α
�

 μετασχηματίζεται σε
διάνυσμα Β΄Γ΄ ΟΑ΄=

����� �����
  όπου το ΟΑ΄

�����
 είναι

ένα σταθερό διάνυσμα για τη γωνία φ και αντιπρόσωπος ενός συγκεκριμμέ-
νου ελεύθερου διανύσματος α΄

���
.

Άρα η στροφή ενός διανύσματος κατά γωνία φ είναι μία (1 προς 1) συνάρ-
τηση Fφ καλώς ορισμένη στο σύνολο των ελευθέρων διανυσμάτων και ι-
σχύει:

Fφ(α
�

) = α΄
���

 καθώς επίσης και Fφ(λα
�

) = λα΄
���

 με λ πραγματικό.

Επί πλέον δε αν OB
����

 είναι ένας αντιπρόσωπος του διανύσματος β
�

 ισχύει:

Fφ(α
�

+β
�

) = Fφ(OA
����

+OB
����

) = Fφ(ΟΓ
����

) = ΟΓ΄ ΟΑ΄ OB΄= +
����� ����� �����

 = Fφ(α
�

) + Fφ(β
�

)

Αυτή η ιδιότητα, που μεταφράζεται στο ότι, για να στρέψω ένα διάνυσμα,
αρκεί να στρέψω δύο ή περισσότερα άλλα διανύσματα που αποτελούν συ-
νιστώσες του, είναι χρησιμότατη στη γεωμετρία όπως φαίνεται από τις πα-
ρακάτω γεωμετρικές ασκήσεις.

Μ

Ï

Á

Â

Á´

Ã

Ã´

Â´

ö
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ΑΣΚΗΣΗ: Σε κύκλο κέντρου Ο, παίρ-
νουμε 6 διαδοχικά σημεία Α1, Α2, Α3,
Α4, Α5, Α6. Αν τα τόξα Α1Α2, Α3Α4, Α5Α6

είναι 60ο να δειχθεί ότι τα μέσα P, Q, R
των χορδών  Α2Α3, Α4Α5, Α6Α1 είναι
κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου.

Απόδειξη:
Αν F60 είναι ο μετασχηματισμός που προ-
καλεί στροφή 60ο , για να δείξουμε ότι το
PQR είναι ισόπλευρο αρκεί να δείξουμε ότι:   PR

����
 = F60(PQ

����
)

Επειδή τα P, Q, R είναι μέσα xορδών και τα τρίγωνα ΟΑ1Α2, ΟΑ3Α4, ΟΑ5Α6

είναι ισόπλευρα θα έχουμε:

2 1A A
�������

 + 3 6A A
�������

 = 2 1 3 6(A P PR RA ) (A P PR RA )+ + + + +
����� ���� ����� ����� ���� ������

 

  = 2 1 2 1(A P PR RA ) ( A P PR RA )+ + + − + −
����� ���� ����� ����� ���� �����

 = 2PR
����

,

Ομοίως,  2OA
������

 + 3OA
������

 = 2 OP
����

, 4OA
������

 + 5OA
������

 = 2 OQ
�����

και F60( 4OA
������

) = 3 4A A
�������

, F60( 5OA
������

) = 6OA
������

,

F60( 2OA
������

) = 1 2A A
�������

,   F60( 3OA
������

)= 4OA
������

.
Άρα,

F60(PQ
����

) = F60 (OQ
�����

 −OP
����

) = 1
2

F60 ( 4OA
������

 + 5OA
������

) − 1
2

F60( 2OA
������

 + 3OA
������

)

      = 1
2

( 3 4A A
�������

 + 6OA
������

) − 1
2

( 1 2A A
�������

 + 4OA
������

) = 
1
2

( 3 6A A
�������

 + 2 1A A
�������

) = PR
����

. 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2457   (του περιοδικού Crux Mathematicorum της Καναδικής Μ. Ε.)

Σε τετράπλευρο ΑBCD, έχουμε ∠ Α + ∠ Β = 2α < 180ο και BC = AD.
Κατασκευάζουμε ισοσκελή τρίγωνα BCI, ACJ, και DBK, όπου τα I, J
και K βρίσκονται σε σχέση με το Α από την άλλη μεριά της CD, ώ-
στε:   ∠ ICD = ∠ IDC = ∠ JAC = ∠ JCA = ∠ KDB = ∠ KBD = α.

a)   Δείξτε ότι τα I, J, K είναι συνευθειακά.
b)  Εξετάστε πώς είναι τοποθετημένα στην ευθεία.

Á1

Á2

Á3 Á 4

Á5

Á6

P

Q

R

O
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Απόδειξη:

Αν η στροφή κατά γωνία 180 - 2α ≠ 0 είναι
ο μετασχηματισμός F, τότε:

F( JA
����

) = JC
����

F(ID
���

) = IC
���

F(KD
����

) = KB
����

F(DA
����

) = CB
����

    άρα

F(IJ
��

) = F(ID
���

+DA
����

+ AJ
���

) =
= F(ID

���
)+F(DA

����
) – F( JA

����
)

= IC
���

 + CB
����

 – JC
����

 = IB
���

 - IC
���

 + IJ
��

F(IK
���

) = F(ID
���

 + DK
����

) = F(ID
���

) – F(KD
����

) = IC
���

 – KB
����

 = IC
���

 – IB
���

 + IK
���

και με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει:

F(IJ
��

 + IK
���

) = IJ
��

 + IK
���

 ή IJ
��

 + IK
���

 = 0
�

,

το οποίο σημαίνει ότι τα σημεία J, I, K είναι συνευθειακά και ότι το I είναι το
μέσο του τμήματος JK.  

Σχόλια συντάκτη Ν. Ιωσηφίδη:

Αγαπητέ φίλε Νίκο Δεργιαδέ,

το άρθρο σου με εξέπληξε επειδή η πρώτη άσκηση που λύνεις με συ-
ντομότατο και κομψότατο τρόπο, έχει για μένα μια ιστορία.

Γύρω στο 1970-75 είχε κυκλοφορήσει η άσκηση αυτή, και ο τρόπος λύ-
σης της ήταν δυσκολότατος. Σου ζήτησα τότε να τη λύσεις και μου έστειλες,
αν θυμάσαι, μια τριγωνομετρική απόδειξη.

Εκτός της δικής σου λύσης και αυτής που κυκλοφόρησε, δεν έχω δει
άλλη. Με την ευκαιρία αυτή παραθέτω τη γεωμετρική λύση που κυκλοφό-
ρησε.

Ζητάμε από τους αναγνώστες του ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ να ασχοληθούν με την
απόδειξη της άσκησης αυτής. Στα επόμενα τεύχη θα δημοσιεύσουμε τις
λύσεις που θα μας στείλετε.

A B

D

J
I

K

C
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 ΠΡΟΒΛΗΜΑ:

� � �  ⇒


AB = 60°, ΓΔ = 60°, ΕΖ = 60° ΚΛΜ : ισόπλευρο
Λ,Μ,Κ μέσα των χορδών ΖΑ,ΒΓ, ΔΕ

�

ΑΠΟΔΕΙΞΗ:

A

B

Ã

ÄÅ

Æ

60°

60° 60°

Ï

Ê

Ë

Ì

Ç
È

Ñ

ö

á´ â´
21

óá
â

ù

Έστω Η, Θ μέσα των ΟΖ, ΟΓ.
Τότε ΛΗ // ΟΑ, ΜΘ // ΟΒ άρα � �ΛΡΜ σ ΑOΒ 60 .= = = °

ΟΕΖ
�

 ισόπλευρο  ⇒   α = 30°, ΕΗΟΚ εγγράψιμο διότι � �ΟΗΕ ΟΚΕ= = 90° ά-
ρα α′ = α = 30°.
Όμοια ΟΚΔΘ εγγράψιμο ⇒  β΄ = β = 30°  (β = 30° λόγω του ισοπλεύρου
τριγώνου ΟΓΔ). Άρα α΄ = β΄ = 30°.
ΟΚ⊥ ΕΔ και ΕΔ // ΖΓ (διότι � �ΕΖ ΓΔ= )  ⇒  ΟΚ⊥ ΓΖ  ⇒  ΟΚ⊥ ΗΘ.

Στο ΗΚΘ
�

 η ΟΚ είναι διχοτόμος και ύψος,

άρα ΗΚΘ
�

 ισοσκελές ⇒  � �ΚΗΛ ΚΘΜ= .

Τώρα, ΚΗΛ ΚΘΜ=
� �

 διότι ΚΗ = ΚΘ, ΛΗ = ΜΘ � �β και ΚΗΛ ΚΘΜ
2

 = =  
,

άρα ΚΛ = ΚΜ και � �1 2Κ Κ= .

Όμως � �ΗΚΘ 60 άρα ΛΚΜ 60 και το ΚΛΜ= ° = °
�

 είναι ισόπλευρο.
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ÈÝìáôá Ðñïáãùãéêþí ÅîåôÜóåùí 2002
Åíéáßïõ Ëõêåßïõ

óôá ÌáèçìáôéêÜ

πειδή οι Πανελλαδικές εξετάσεις πλησιάζουν και υπάρχει μεγάλο εν-
διαφέρον των μαθητών για τα θέματα των προηγουμένων ετών, θεω-
ρήσαμε σκόπιμο να παραθέσουμε τα θέματα των περυσινών εξετά-

σεων στα Μαθηματικά της Β΄ και Γ΄ Λυκείου.
Δεν θα δώσουμε τις λύσεις τους εξαιτίας του μεγάλου μεγέθους τους και επειδή οι
μαθητές μπορούν να τις βρουν εύκολα.

ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Β΄ ΤΑΞΗΣ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΣΑΒΒΑΤΟ 8 ΙΟΥΝΙΟΥ 2002

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ: ΑΛΓΕΒΡΑ

ΘΕΜΑ 1ο
Α. Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο υ της διαίρεσης ενός πολυωνύμου P(x)

με το x – ρ είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου για x = ρ. Είναι δη-
λαδή υ = P(ρ). Μονάδες 9

Β. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας την λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοι-
χεί σε κάθε πρόταση.
α.  ex = θ ⇔ lnθ = x   ,  θ>0
β.  Αν α>0 με α ≠1, τότε για οποιουσδήποτε θ1 , θ2 > 0 ισχύει:

logα(θ1θ2) = logαθ1 ⋅ logαθ2         

γ. εφ2α = 2
2εφα

1  εφ α+

Ε
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δ. ημ2α = 1 συν2α
2

−

ε. εφ(α – β) = εφα  εφβ
1  εφα εφβ

+
−

.

Μονάδες 10
Γ. Πότε μία ακολουθία λέγεται:

α. αριθμητική πρόοδος;
β. γεωμετρική πρόοδος;

Μονάδες 6

ΘΕΜΑ 2ο
Δίνονται οι αριθμοί α1 = συν2α, α2 = συν2α,  α3 = 1, όπου η γωνία  α ικανο-

ποιεί τη σχέση   0 < α < π
2

.

α. Να αποδείξετε ότι αυτοί οι αριθμοί, με τη σειρά που δίνονται, αποτε-
λούν διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου. Μονάδες 7

β. Να βρείτε τη διαφορά ω αυτής της προόδου. Μονάδες 8

γ. Να βρείτε το άθροισμα των πέντε πρώτων όρων της προόδου.
Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 3ο
Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = kx3 – (k + λ)x2 + λx + 1.

α. Αν 1P 7
2

 − =  
και P(–1) = 23, να αποδείξετε ότι k = –6 και λ = –5.

Μονάδες 8
β. Να γίνει η διαίρεση του P(x), για k = –6 και λ –5, με το πολυώνυμο

2x + 1 και να γραφεί το P(x) με την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρε-
σης. Μονάδες 8

γ. Να λυθεί η ανίσωση P(x) > 7  για k = –6 και λ = –5. Μονάδες 9

ΘΕΜΑ 4ο

Δίνεται η συνάρτηση 
2x

x
e 1f(x) ln
e 5

 −=  + 
.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f(x). Μονάδες 5

β. Να λύσετε την εξίσωση   f(x) = 2ln2 . Μονάδες 10

γ. Να λύσετε την ανίσωση   f(x) > 0. Μονάδες 10
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ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Β΄ ΤΑΞΗΣ  ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΣΑΒΒΑΤΟ 1 ΙΟΥΝΙΟΥ 2002

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ: ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

ΘΕΜΑ 1ο
Α1. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν τραπεζίου ισούται με το γινόμενο του

ημιαθροίσματος των βάσεών του επί το ύψος του. Μονάδες 10

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας τη λέξη "Σωστό" ή "Λάθος" δίπλα στο γράμμα που αντι-
στοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Το Ρ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου (Ο, R), αν και μόνο αν
Ρ
(Ο, R)Δ >0,  όπου  Ρ

(Ο, R)Δ  η δύναμη του σημείου Ρ ως προς  τον  κύκλο
(Ο, R). Μονάδα 1

β. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η ισοδυναμία:
            α2 < β2 + γ2, αν και μόνο αν  �A < 90° . Μονάδα 1

γ. Το εμβαδόν Ε κάθε τριγώνου ΑΒΓ  δίνεται από τον τύπο:

                                     1E αβημΒ.
2

= Μονάδα 1

δ. Σε κύκλο (Ο, R), το εμβαδόν Ε κυκλικού τομέα μο δίνεται από τον

τύπο  
2πR μE

180
= . Μονάδα 1

ε. Το 1ο θεώρημα των διαμέσων σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ εκφράζεται α-

πό τον τύπο: 
2

2 2 2 αμβ γ 2α
2

+ = + . Μονάδα 1

Β. α. Να εγγραφεί κανονικό εξάγωνο σε κύκλο (Ο, R) και να αποδείξετε
ότι λ6 = R, όπου λ6 η πλευρά του εξαγώνου. Μονάδες 6

β. Να αποδείξετε ότι 6 
R 3α ,

2
=  όπου 6  α  το απόστημα του εξαγώ-

νου. Μονάδες 4

ΘΕΜΑ 2ο
Δίνεται  τρίγωνο  ΑΒΓ  με  πλευρές  α, β, γ και διάμεσο ΑΜ = μα. Αν ισχύει η

σχέση 
2

2
α

α   2μ βγ ,
2

− =

α. να αποδείξετε ότι α2 = β2 + γ2 – βγ, Μονάδες 15

β. να υπολογιστεί η γωνία �A . Μονάδες 10
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ΘΕΜΑ 3ο
Στο σχήμα που ακολουθεί, δίνεται
κύκλος (Ο,R) διαμέτρου ΒΓ και ημι-
ευθεία Βx τέτοια, ώστε η γωνία  ΓΒx
να είναι 30ο. Έστω ότι η Βx τέμνει τον
κύκλο στο σημείο Α. Φέρουμε την ε-
φαπτομένη του κύκλου στο Γ, η ο-
ποία τέμνει τη Βx  στο σημείο Ρ.

Να αποδείξετε ότι:

α. ΑΓ = R. Μονάδες 5

β. ( )
( )
ΡΒΓ
ΡΑΓ

= 4. Μονάδες 10

γ. 2R 3ΡΓ     
3

= Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 4ο
Στο σχήμα που ακολουθεί, σε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 7 cm, εγγράφουμε
τετράγωνο ΕΖΗΘ έτσι, ώστε: ΑΕ = ΒΖ = ΓΗ = ΔΘ = 3 cm.

Α Β

ΓΔ

Κ

Λ

Ε

Ζ

Η

Θ

α. Να βρεθεί το εμβαδόν του τετραγώνου ΕΖΗΘ. Μονάδες 5

β. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΕΒΖ και να αποδείξετε ότι η
ακτίνα του εγγεγραμμένου  κύκλου (Λ , ρ)   στο τρίγωνο ΕΒΖ είναι
ρ = 1cm. Μονάδες 12

γ. Εάν (Κ, R) είναι ο εγγεγραμμένος κύκλος στο τετράγωνο ΕΖΗΘ, να
υπολογίσετε το λόγο του εμβαδού του κύκλου (Κ, R) προς το εμβαδόν
του κύκλου (Λ , ρ). Μονάδες 8

x

Α

Β Γ

Ρ

Ο
300
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ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Β΄ ΤΑΞΗΣ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΠΕΜΠΤΗ 6 ΙΟΥΝΙΟΥ 2002

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΕΜΑ 1o

Α. Τι ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων α, β
��

.
Μονάδες 4

Β. Να αποδείξετε ότι το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο
με το άθροισμα των γινομένων των ομώνυμων συντεταγμένων τους.

Μονάδες 9

Γ. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντι-
στοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Ένα διάνυσμα και μία ευθεία, αν έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύ-
θυνσης είναι παράλληλα.

β. Αν det ( ) α, β  
��  είναι η ορίζουσα των διανυσμάτων  α , β

�� , τότε ι-

σχύει η ισοδυναμία:  α // β
��  ⇔ det ( ) α, β   1=

��  .

γ. Αν α, β είναι θετικοί ακέραιοι, τότε πάντα ισχύει:α⋅β⋅[α, β] = (α, β)
όπου [α, β] είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των α, β και (α, β)
είναι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α, β.

δ. Η εξίσωση x2 + y2 + Ax + By +Γ = 0 με Α2 + Β2 – 4Γ > 0 παριστάνει

κύκλο με κέντρο A BK , 
2 2

 − −  
.

Μονάδες 8

Δ. Στη Στήλη Α δίνονται εξισώσεις κωνικών τομών και στη Στήλη Β εξι-
σώσεις εφαπτομένων κωνικών τομών στο σημείο επαφής (x1,y1).

Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα της Στήλης Α και δίπλα σε
κάθε γράμμα, τον αριθμό της Στήλης Β που αντιστοιχεί πάντα στη σω-
στή εξίσωση εφαπτομένης.
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Στήλη Α Στήλη Β

α.  x2 + y2 = ρ2 1. yy1 = p(x + x1)

β. 
2 2

2 2
x y 1
α β

+ = 2. xx1 + yy1 = ρ2

γ. y2 = 2px 3.  1 1
2 2

xx yy      1  
α β

+ =

δ.
2 2

2 2
x y – 1
α β

= 4. xx1 + yy1 = 1

5.  21 1
2 2

xx yy   –   ρ   
α β

=

6.  1 1
2 2

xx yy   –   1  
α β

=

Μονάδες 4

ΘΕΜΑ 2ο
Α. Να αποδείξετε ότι το γινόμενο δύο περιττών ακεραίων αριθμών είναι

περιττός ακέραιος αριθμός. Μονάδες 5

Β. Να αποδείξετε ότι αν ο α είναι ακέραιος, τότε και ο 
( )2α α 1

2
+

 είναι ακέ-

ραιος. Μονάδες 10

Γ. Αν  ο α είναι περιττός ακέραιος, να αποδείξετε ότι ο 
( )2α α 1

2
+

 είναι

επίσης περιττός ακέραιος. Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 3ο
Δίνεται η παραβολή y2 = 4x. Να βρείτε:

Α. την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής Μονάδες 6

Β. τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν

από την αρχή των αξόνων  απόσταση ίση με 2
2

. Μονάδες 10

Γ. την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι παράλληλη
στην ευθεία y = x – 1. Μονάδες 9
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ΘΕΜΑ 4ο

Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 – 2xσυνθ – 2yημθ –1 = 0,  0 ≤ θ< 2π.

Α. Να αποδείξετε ότι για κάθε θ η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο, του
οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα. Moνάδες 9

Β. Αν πθ
2

= , να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο

σημείο Μ(1, 2). Μονάδες 9

Γ. Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του θ τα κέντρα των παραπά-
νω κύκλων βρίσκονται σε κύκλο με κέντρο Ο(0, 0) και ακτίνα ρ = 1.

Μονάδες 7

ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΤΡΙΤΗ 28 ΜΑΪΟΥ 2002

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ:
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

ΘΕΜΑ 1ο
Α. Aς υποθέσουμε ότι x1,x2,…,xk είναι οι τιμές μιας μεταβλητής Χ, που

αφορά τα άτομα ενός  δείγματος μεγέθους ν,  όπου k,ν  μη  μηδενικοί
φυσικοί  αριθμοί με k ≤ ν.

α. Τι ονομάζεται απόλυτη συχνότητα νi ,  που αντιστοιχεί στην τιμή:
xi , i = 1,2,…,k; Μονάδες 3

β. Τι ονομάζεται σχετική συχνότητα fi της τιμής xi , i = 1,2,…,k;
Μονάδες 3

γ. Να αποδείξετε ότι:

i)   0 ≤ fi ≤ 1   για i = 1,2,…,k

ii)  f1 + f2 + …+ fk = 1.
Μονάδες 4

Β.1. Για οποιαδήποτε ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα Α, Β ενός
δειγματικού χώρου Ω να αποδείξετε ότι: Ρ (Α∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β).

Μονάδες 8
Β.2. α. Να δώσετε τον κλασικό ορισμό της πιθανότητας ενός ενδεχομένου

Α κάποιου δειγματικού χώρου Ω. Μονάδες 5
β. Να δώσετε τις αριθμητικές τιμές των παρακάτω πιθανοτήτων:

i) P(Ω)         ii) Ρ (∅ ). Μονάδες 2
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ΘΕΜΑ 2ο

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x  
x 1+

.

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f. Μονάδες 4

β. Να υπολογίσετε το όριο 
x 3
lim f(x)

→
. Μονάδες 4

γ. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f. Μονάδες 7

δ. Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της καμπύλης της συνάρτησης f που είναι
παράλληλες στην ευθεία y = 2x + 5. Μονάδες 10

ΘΕΜΑ 3ο
Ένα προϊόν πωλείται σε 10 διαφορετικά καταστήματα στις παρακάτω τιμές,
σε Ευρώ: 8, 10, 13, 13, 15, 16, 18, 14, 14, 9.

α. Να υπολογίσετε τη μέση τιμή, τη διάμεσο και την επικρατούσα τιμή.
Μονάδες 6

β. Να υπολογίσετε το εύρος, την τυπική απόκλιση και τον συντελεστή
μεταβολής. Μονάδες 6

γ. Αν οι τιμές του προϊόντος σε όλα τα καταστήματα υποστούν έκπτωση
10%, να εξετάσετε αν θα μεταβληθεί ο συντελεστής μεταβολής.

Μονάδες 13

ΘΕΜΑ 4ο

Έστω  Α, Β  δύο  ενδεχόμενα  ενός δειγματικού  χώρου  Ω  με:
Ρ(Α) + Ρ(Β) ≠ 2Ρ(Α ∩ Β).

Δίνεται ακόμα η συνάρτηση:
f(x) = (x – P(A∪ B))3 – (x – P(A∩B))3 ,   x∈ .

α. Να δείξετε ότι P(A∩B) ≠ P(A∪ B). Μονάδες 5

β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) παρουσιάζει μέγιστο στο σημείο:

                               P(A) P(B)x
2
+= . Μονάδες 13

γ. Εάν τα ενδεχόμενα Α, Β είναι ασυμβίβαστα, να δείξετε ότι:
                                 f(P(A)) = f(P(B)). Μονάδες 7
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ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ
ΠΕΜΠΤΗ 30 ΜΑΪΟΥ 2002

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

ΘΕΜΑ 1o
A. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστημα [α, β]. Αν G  είναι μια

παράγουσα της f  στο [α, β], τότε να δείξετε ότι: 
β

α
f(t)dt G(β) G(α).= −∫

Μονάδες 12
Β.1. Έστω η συνάρτηση f(x) = ημx. Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη

στο  και ισχύει f΄(x) = συνx . Μονάδες 8

Β.2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντι-
στοιχεί σε κάθε πρόταση.

α. Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο [α,β] και συνεχής στο (α,β],
τότε η f παίρνει πάντοτε στο [α, β] μία μέγιστη τιμή. Μονάδα 1

β. Κάθε συνάρτηση, που είναι 1-1 στο πεδίο ορισμού της, είναι γνη-
σίως μονότονη. Μονάδα 1

γ. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f στο x0

             και
0x x

lim f(x) 0
→

= , τότε 
0x x

lim f(x) 0
→

= . Μονάδα 1

δ. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο , τότε:

                   f(x)dx x f(x) x f΄(x)dx= ⋅ − ⋅∫ ∫ . Μονάδα 1

ε. Αν 
0x x

lim f(x) 0
→

> τότε f(x) > 0 κοντά στο  x0 . Μονάδα 1

ΘΕΜΑ 2ο
Έστω  z  ένας μιγαδικός αριθμός  και  f(ν) = iν z,  ν∈ *.

α. Να δείξετε ότι f(3) + f(8) + f(13) + f(18) = 0 . Μονάδες 7

β. Αν  z = ρ  και Arg(z) = θ,  να δείξετε ότι:

                   f(13) = ρ ( ) ( )π πσυν θ iημ θ
2 2

 + + +  
. Μονάδες 8

γ. Αν  z = 2 και Arg(z) = π
3

, να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου με κο-

ρυφές τα σημεία του μιγαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των μιγαδι-
κών αριθμών 0, z και  f(13). Μονάδες 10
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ΘΕΜΑ 3ο
Έστω οι συναρτήσεις f, g με πεδίο ορισμού το .

Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog είναι 1-1.

α. Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. Μονάδες 7

β. Να δείξετε ότι η εξίσωση: g(f(x) + x3 – x) = g(f(x) + 2x –1) έχει ακριβώς
δύο θετικές και μία αρνητική ρίζα. Μονάδες 18

ΘΕΜΑ 4ο
α. Έστω δύο συναρτήσεις h, g συνεχείς στο [α, β]. Να αποδείξετε ότι αν

h(x) > g(x) για κάθε x ∈  [α, β], τότε και:  
 β  β

 α  α
h(x)dx g(x)dx>∫ ∫

Μονάδες 2
β. Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση f, που ικανοποιεί τις σχέ-

σεις: f(x)f(x) e x 1,−− = −   x ∈    και   f(0) = 0 .

i) Να εκφραστεί η f΄ ως συνάρτηση της f. Μονάδες 5

ii) Να δείξετε ότι  x f(x) x f΄(x),
2

< < ⋅  για κάθε  x > 0. Μονάδες 12

iii) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική
παράσταση της f, τις ευθείες x = 0,  x = 1 και τον άξονα x΄x, να δεί-

ξετε ότι 1 1E f(1)
4 2

< < Μονάδες 6

ΟΔΗΓΙΕΣ (για τους εξεταζόμενους)

1. Στο τετράδιο να γράψετε μόνο τα προκαταρκτικά (ημερομηνία, κατεύθυνση,
εξεταζόμενο μάθημα). Τα θέματα να μην τα αντιγράψετε στο τετράδιο. Τα
σχήματα που θα χρησιμοποιήσετε στο τετράδιο, μπορούν να γίνουν και με
μολύβι.

2. Να γράψετε το ονοματεπώνυμό σας στο πάνω μέρος των φωτοαντιγράφων
μόλις σας παραδοθούν. Καμιά άλλη σημείωση δεν επιτρέπεται να γράψετε.

 Κατά την αποχώρησή σας να παραδώσετε μαζί με το τετράδιο και τα φωτοα-
ντίγραφα, τα οποία και θα καταστραφούν μετά το πέρας της εξέτασης.

3. Να απαντήσετε στο τετράδιό σας σε όλα τα θέματα.
4. Κάθε λύση επιστημονικά τεκμηριωμένη είναι αποδεκτή.
5. Διάρκεια εξέτασης: Τρεις (3) ώρες μετά τη διανομή των φωτοαντιγράφων.
6. Χρόνος δυνατής αποχώρησης: Μιάμιση (1 1/2) ώρα μετά τη διανομή των

φωτοαντιγράφων.

KΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ
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Προτεινόμενες
Ασκήσεις

Μαθηματικών
Α΄, Β΄, Γ΄ Λυκείου

ροτείνουμε παρακάτω για λύση κάποιες ασκήσεις από όλη την ύλη
του Λυκείου. Οι ασκήσεις που φέρουν το σύμβολο  είναι πιο δύσκο-
λες και απαιτούν μεγαλύτερη προσπάθεια για τη λύση τους.

Στείλτε μας τις λύσεις των ασκήσεων στη διεύθυνση επικοινωνίας του πε-
ριοδικού (βλ. σελ. 2). Στείλτε μας ακόμη προτεινόμενες ασκήσεις για λύση
(μαζί με τις λύσεις τους). Όσοι μας στείλετε λύσεις μέσω Ε.Λ.Τ.Α. ή με fax,
σας παρακαλούμε η λύση κάθε άσκησης να γίνεται σε ξεχωριστό φύλλο
χαρτιού.

Α΄ Λυκείου

Α1. Να λυθεί η εξίσωση:  5x2 + 6y2 + 3z2 – 8xy – 4yz – 2zx = 0
Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ.

Α2. Να βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων:

α) ( ) 3ƒ x =
x 2 4x 5− − −

β) ( ) 1g x
x 2003 2

=
− −

γ) ( ) x 3 2 2 xh x
x 3 2

+ − −=
+ −

Γολιδοπούλου Εύα, Μαθηματικός, Βέροια

Α3. Να εξεταστεί ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις έχουν άξονα συμ-
μετρίας τον y΄y ή κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο.
α) ( )ƒ x 5 x 5 x x= − + + − β) ( ) 2004 2002g x x 2003x 2001= − +

γ) ( ) 3 3h x x 2004 x 2004= − − +
Γολιδοπούλου Εύα, Μαθηματικός, Βέροια

Α4.Να λυθεί η ανίσωση: x x x 1 2− − − < .
Κοραΐδου Ελένη, Μαθηματικός, Βέροια

Α5. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός 32 3+  είναι άρρητος.
Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Π
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Α6. Να γίνει γινόμενο η παράσταση: ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2α βγ β γα γ αβ− + − + −
Σκοτίδας Σωτήρης, Μαθηματικός, Καρδίτσα

Α7. Να αποδειχθεί ότι: 2 3 5 6 7+ + > +
(Δίχως να υπολογιστούν τα 2, 3  κ.λπ.)

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ.

Α8. Να αποδειχθεί ότι αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν:
α + β = α΄ + β΄, γ = γ΄ και � �B B́= , τότε αυτά είναι ίσα.

Κουπίδης Θοδωρής, Μαθητής Γ΄ Λυκείου, Βέροια
Α9. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ), η διχοτόμος της γωνίας Β τέμνει τη ΓΔ

στο Ε και είναι ΒΕ // ΑΔ. Έστω Μ το μέσο της ΒΕ. Αν �AMΔ 90= ° , να
αποδειχθεί ότι το τραπέζιο είναι περιγράψιμο σε κύκλο.

Κοραΐδου Ελένη, Μαθηματικός, Βέροια

Α10. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ η διάμεσος είναι ίση με τα 2
3

 της μεγάλης βάσης

ΑΒ. Αν Η και Θ είναι τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ, να αποδειχθεί
ότι το ΗΘΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

Γκαγκούσης Βασίλης, Μαθητής Β΄ Λυκείου, Βέροια

Α11. Δίνονται τρεις ομόκεντροι κύκλοι με κέντρο Ο, και μια χορδή ΑΒ του
μεγάλου κύκλου, που εφάπτεται στον μεσαίο κύκλο. Οι ακτίνες ΟΑ και
ΟΒ τέμνουν τον μεσαίο κύκλο στα Γ και Δ. Αν η ΓΔ εφάπτεται με τον
μικρό κύκλο, να αποδειχθεί ότι η ακτίνα του μεσαίου κύκλου είναι μέση
ανάλογος των δύο άλλων ακτίνων.

Κάσπαρης Κώστας, Μαθητής Γ΄ Λυκείου, Βέροια
Α12. Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι (Κ, ρ) και (Κ, 2ρ). Δύο χορδές ΑΒ και

ΑΓ του μεγαλύτερου κύκλου εφάπτονται με τον μικρό. Να αποδειχθεί
ότι: α) �ΒΑΓ 60= ° β) Η ΒΓ εφάπτεται με τον κύκλο (Κ, ρ).

Πάλλα Φένια, Μαθήτρια Α΄ Λυκείου, Βέροια
Α13. Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΚΛ μέτρου α και το μέσο του Μ. Γράφουμε

τους κύκλους α α αΚ, , Λ, , Μ,
2 2 2

     
          

. Ο κύκλος με κέντρο Μ τέμνει

τους κύκλους με κέντρα Κ και Λ στα σημεία Α, Β, Γ, Δ.
α) Να αποδειχθεί ότι τα Α, Β, Γ, Δ είναι κορυφές ορθογωνίου.
β) Να υπολογιστούν τα μήκη των πλευρών του και των διαγωνίων

του ως συνάρτηση του α.
γ) Να υπολογιστεί η γωνία των διαγωνίων του.

Κουρουμλίδου Χριστίνα, Μαθήτρια Α΄ Λυκείου, Βέροια
Α14. Μέσα σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 1, υπάρχουν 20 σημεία μη

συνευθειακά ανά 3. Αποδείξτε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον τρίγωνα
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με κορυφές από τα 20 σημεία με περίμετρο το πολύ ίση με 1.
Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ.

Α15. Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι (Κ, ρ) και (Κ, 2ρ). Από σημείο Ο ε-
κτός των δύο κύκλων φέρνουμε την εφαπτομένη ΟΑ του (Κ, ρ). Η
ΚΑ τέμνει τον κύκλο (Κ, 2ρ) στο Β και το ευθύγραμμο τμήμα ΟΚ τέ-
μνει τους δύο κύκλους στα Γ και Δ. Αν η ΒΗ είναι η διχοτόμος της
γωνίας Β του τριγώνου ΟΚΒ, να αποδειχθεί ότι το Η βρίσκεται μετα-
ξύ Γ και Δ.

Ιωσηφίδης Γιώργος, Μαθηματικός, Βέροια

Β΄ Λυκείου

Β1. α) Βρείτε τους α,β∈ : ( )
1 α β

x x 1 x x 1
= +

+ +
  (1), για κάθε x ≠ 0 και x ≠ –

1.
β) Με τη βοήθεια της (1) να αποδειχθεί ότι:

1 1 1 1 2003...
1 2 2 3 3 4 2003 2004 2004

+ + + + =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Γολιδοπούλου Εύα, Μαθηματικός, Βέροια

Β2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 2 2 2α β γ βγ= + − . Να αποδειχθεί ότι:

�( ) �( ) 1ημ Α 45 ημ Α 15
4

− ° ⋅ + ° =

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια
Β3. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος (αν), ν∈ *.

α) Αποδείξτε ότι  α1 + α5 = α2 + α4
β) Αν οι όροι της (αν) είναι θετικοί ακέραιοι, δείξτε ότι:

1 5 2 4α α α αα α α α+ = +
γ) Αν α10 = 0,

i)   αποδείξτε ότι α7 + α13 = 0
ii)  Αν α6 + α16 = 4, να υπολογισθεί η διαφορά της προόδου.

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά

Β4. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 2 2 2 2
αα β γ 8μ+ + = , να βρεθεί το είδος του

τριγώνου ως προς τις γωνίες και να δειχθεί κατόπιν ότι:
Β ΓσυνΒ συνΓ 2 συν

2
−+ = ⋅

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια
Β5. α) Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν κ, λ, μ∈ :

8ημ4x = κ + λ⋅συν2x + μ⋅συν4x
β) Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α = 8κ, β = –3λ, γ = 16μ.

Να προσδιοριστεί το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες.
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γ) Να υπολογιστεί η μα
δ) Να υπολογιστεί η προβολή της διαμέσου μα στη ΒΓ.

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια

Β6. Έστω ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ με � �Γ 90 και Α΄Β΄Γ΄ με Β́ 90= ° = ° .
Αν ΑΓ = 8, ΒΓ = 6, Α΄Β΄ = 12, Α΄Γ΄ = 15, να δειχθεί ότι:

( ) 7ημ Α Γ΄
25

− = − . Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια

Β7. Να λυθεί η εξίσωση: ( ) ( )22συν κx ημ λx 0
3

− = , όπου κ = �ημΑ , τριγώ-

νου ΑΒΓ, για το οποίο ισχύει: 2 2 2α β γ βγ 3= + +  και λ = 2 ν
9

, όπου ο

ν ικανοποιεί τη σχέση: 2 2 2 2
β γ ανα 2μ 2μ μ= + − .

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια

Β8. Οι χορδές ΑΒ και ΓΔ του κύκλου τέμνονται
κάθετα στο Ε έτσι ώστε: ΔΕ = 3, ΕΓ = 6
και ΑΕ = 2. Να υπολογιστεί η ακτίνα του
κύκλου

Απλακίδης Γιάννης,
Μαθηματικός, Βέροια

Ã

Ä

2
Á

6

3

Â

K

Å Ë

Ì

Β9. Έστω ο κύκλος στο διπλανό σχήμα
με ακτίνα 5 και κέντρο το Α.
Αν ΓΔ = ΔΕ και ΒΓ = 8 να υπολογι-
στεί το τμήμα ΒΕ.

Απλακίδης Γιάννης,
Μαθηματικός, Βέροια

ÁÂ

Ã

Ä

Å

5 5

8

Β10. Τα τρία τρίγωνα του διπλανού σχήμα-
τος έχουν παράλληλες πλευρές με τις
πλευρές του μεσαίου τριγώνου να α-
ποτελούν μεσοπαράλληλους. Αν τα
μήκη των πλευρών του μεσαίου τρι-
γώνου είναι 3, 4, 6 και η απόσταση
των παραλλήλων μεταξύ τους είναι 1
να βρεθεί το εμβαδόν του γραμμο-
σκιασμένου τμήματος.

Απλακίδης Γιάννης, Μαθηματικός, Βέροια
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Β11. Σε τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ είναι ΑΒ = 73 , το ύψος ΑΔ = 8 και η

διάμεσος ΑΜ = 265
2

.

α) Αποδείξτε ότι το μήκος του τμήματος ΜΔ είναι 3
2

.

β) Αποδείξτε ότι: 2β2 – α2 = 119.
γ) Υπολογίστε τα μήκη των πλευρών α, β.
δ) Προεκτείνουμε την ΑΜ κατά μήκος ΜΡ = ΑΜ. Υπολογίστε το εμβα-

δόν του τριγώνου ΔΑΡ.
Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά

Β12. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι �Α 60= ° , να αποδειχθεί ότι: α
γ2μ β
2

> + .

Κοραΐδου Ελένη, Μαθηματικός, Βέροια

Β13. Το τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχή-
ματος έχει εμβαδόν 10τμ. Έστω τα
σημεία Δ, Ε, Ζ των πλευρών ΑΒ,
ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα ώστε ΑΔ = 2,
ΔΒ = 3 και ΕΑΒΕ = ΕΔΒΕΖ = κ. Να υ-
πολογιστεί το κ.

Απλακίδης Γιάννης,
Μαθηματικός, Βέροια

A B

Ã

Ä

Å

Æ

2 3

Β14. Στο τραπέζιο ΑΒΓΔ οι διαγώνιοι
τέμνονται στο Ο. Αν S = (ΑΒΓΔ),
S1 = (AOB), S2 = (ΔΟΓ), να δει-
χθεί ότι: 1 2S S S+ = .

Απλακίδης Γιάννης,
Μαθηματικός, Βέροια

Á Â

ÃÄ

Ï

Β15. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ
και σημείο Ο στο ε-
σωτερικό του. Από
το Ο φέρνουμε τις
παράλληλες προς τις
πλευρές του ΑΒΓ,
όπως φαίνεται στο
σχήμα.
Ονομάζουμε:

Á

Â Ã

É

Ä

Ç

Å
Ï

Æ È

Å
1

Å
2

Å
3

Ε = (ΑΒΓ),  Ε1 = (ΟΖΘ),  Ε2 = (ΟΕΗ), Ε3 = (ΟΔΙ).
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Αν ισχύει: 1 2 3
1Ε Ε Ε Ε
3

+ + = , να αποδειχθεί ότι το Ο είναι το κέντρο

βάρους του ΑΒΓ. Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Β16. Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = α, ΒΓ = β, έστω Μ και Ρ τα μέ-
σα των ΓΔ και ΒΓ αντίστοιχα.  Αν � �ΑΜΒ ΑΡΔ 90+ = °, να αποδειχθεί

ότι: 2 2 8Εα β
3

+ ≥ , όπου  Ε = (ΑΒΓΔ).

Αποδείξτε ότι το (=) ισχύει σε ρόμβο με ημΑ = 3
4

.

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Β17. Στις παρακάτω περιπτώσεις, όπου είναι δυνατό, να γράψετε το διάνυ-
σμα γ

�
 ως γραμμικό συνδιασμό των α και β

��
.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

α 2, 5 , β 1, 4 , γ 8, 7

α 4, 3 , β 1, 2 , γ 2, 4

α 2, 1 , β 4, 2 , γ 5, 3

α 3, 1 , β 6, 2 , γ 9, 3

= − = = −

= = − = −

= − = − =

= − = − = −

α)

β)

γ)

δ)

�� �

�� �

�� �

�� �

Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Βέροια

Β18. Δίνονται τα διανύσματα ( ) ( ) ( )ΑΒ κ 1, 2 , ΑΓ κ,1 , ΑΔ 1,κ
→ → →

= − = = , κ∈ .

Να αποδείξετε ότι για κάθε κ∈  τα σημεία Β, Γ, Δ είναι συνευθειακά.
Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Βέροια

Β19. Να συγκρίνετε τους αριθμούς:
α) 22500  και  31562 β) 31335  και  41001 γ) 32312  και  17925

Ιωσηφίδης Λεωνίδας, Φοιτητής Μαθηματικών Α.Π.Θ.

Β20. Να αποδειχθεί ότι το γινόμενο δύο διαδοχικών ακεραίων δεν μπορεί
να είναι τετράγωνο ακεραίου διάφορου του μηδενός.

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Β21. Αν ο ακέραιος α ≠ 0 είναι γινόμενο δύο διαδοχικών ακεραίων, τότε ο α
δεν μπορεί να είναι γινόμενο δύο διαδοχικών αρτίων.

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Β22. Δίνονται τα μη συγγραμικά διανύσματα α,β με α β 0⋅ ≠
� �� �

. Αν ισχύει:

( ) ( )α x x x β β 0⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
� � �� � � �

, να εκφραστεί το διάνυσμα x
�

 συναρτήσει

των α και β
��

. Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Βέροια
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Β23. Δίνεται σημείο Α(0, 2). Έστω Ρ ένα σημείο που κινείται στον άξονα

x΄x και Μ σημείο της ευθείας ΑΡ, τέτοιο ώστε ΑΜ ΑΡ 4
→ →

⋅ = .
α) Να δείξετε ότι το σημείο Μ κινείται στον κύκλο x2 + (y – 1)2 = 1.
β) Αν το Ρ βρίσκεται στη θέση (5, 0), να υπολογιστεί το εμβαδόν του

τριγώνου ΚΜΡ, όπου κ το κέντρο του παραπάνω κύκλου.
γ) Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που

περνούν από το Ρ(5, 0).
Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Βέροια

Β24. Σημείο Ρ κινείται πάνω σε μια ευθεία (ε) που τέμνει τον άξονα x΄x
στο 2 και τον άξονα y΄y στο 4. Έστω Α και Β οι προβολές του Ρ πά-
νω στους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα.
α) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας (ε).
β) Αν λ ≠ 0 η τετμημένη του Ρ, να δείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας

ΑΒ είναι: (4 – 2λ)x + λy + 2λ2 – 4λ = 0.
γ) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Ρ ώστε η ευθεία ΑΒ να διέρχε-

ται από το σημείο 1 ,1
2

 
  

.

δ) Να βρεθεί η εξίσωση της γραμμής πάνω στην οποία κινείται το

σημείο Μ αν ΑΜ 2 ΒΜ
→ →

= ⋅ .
Παπαδόπουλος Μανώλης, Μαθηματικός, Βέροια

Β25. Δίνεται η παραβολή y2 = 2px και τα σημεία της Α, Β, Γ, Δ. Να απο-
δειχθεί ότι το τετράπλευρο με κορυφές τα Α, Β, Γ, Δ δεν μπορεί να
είναι παραλληλόγραμμο.

Ιωσηφίδης Γεώργιος, Μαθηματικός, Βέροια
Β26. Δίνεται η παραβολή y2 = 2px και τα σημεία της Α(x1, y1), Β(x2, y2),

Γ(x3, y3) με y1, y2, y3 ≥ 0. Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΒΓ δεν μπορεί
να είναι ισόπλευρο.

Ιωσηφίδης Γεώργιος, Μαθηματικός, Βέροια

Γ΄ Λυκείου

Γ1. Μία κληρωτίδα περιέχει άγνωστο αριθμό κλήρων ν, αριθμημένων: 1, 2,
3, ..., ν. Επιλέγουμε στην τύχη ένα κλήρο. Αν η πιθανότητα να επιλέ-
ξουμε περιττό αριθμό είναι κατά 4% μεγαλύτερη από το να επιλέξουμε
άρτιο, να βρεθεί ο ν. Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Γ2. α) Μία μεταβλητή X παίρνει τις τιμές: 1, 2, 3, 4 με αντίστοιχες συχνότη-
τες 10, ν2, ν3, 25. Αν το μέγεθος του δείγματος είναι 60 και η μέση τι-
μή του είναι x 2,8= , τότε:
i) να βρεθούν τα ν2, ν3.
ii) να βρεθεί η διάμεσος και να εξεταστεί αν το δείγμα είναι ομοιογενές.
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β) Έστω μια μεταβλητή Ψ με τιμές yi = αxi + β, i = 1, 2, 3, 4, όπου xi οι τι-
μές της μεταβλητής Χ και με τις ίδιες συχνότητες. Έστω ακόμη y 28= η
μέση τιμή της Ψ.
i) Να βρεθεί η σχέση που συνδέει τα α, β.
ii) Να βρεθούν οι τιμές των α, β ώστε το γινόμενο α⋅β να γίνει μέγιστο.
iii) Να βρεθεί η διακύμανση της Ψ.

Βαρελά Μαργαρίτα, Μαθηματικός, Αθήνα
Γ3. Έστω μεταβλητή Χ η οποία ακολουθεί την κανονική κατανομή και έχει

εύρος R = 36 και CV = 20%.
α) Να υπολογιστεί η μέση τιμή x  του δείγματος.
β) Να υπολογιστεί το ποσοστό των ατόμων που η τιμή τους είναι με-

ταξύ 24 και 42.
γ) Να αποδειχθεί ότι αν οι τιμές της Χ αυξηθούν κατά ω > 0, ο CV θα

μειωθεί.
δ) Να βρεθεί η μικρότερη τιμή του ω, ώστε το δείγμα να γίνει ομοιογε-

νές. Βαρελά Μαργαρίτα, Μαθηματικός, Αθήνα

Γ4. Έστω X μια ποσοτική μεταβλητή ως προς την οποία εξετάζουμε ένα
δείγμα μεγέθους ν και t1, t2, ..., tν οι παρατηρήσεις με μέση τιμή x  και
τυπική απόκλιση s.
Θεωρούμε τη συνάρτηση: ( )34ƒ(x) 2x x x 10s= − + , x∈ .
Αν η ƒ παρουσιάζει για x = 1 ελάχιστο ίσο με –3,
α) Βρείτε τη μέση τιμή x  και την τυπική απόκλιση s.
β) Να εξετάσετε αν το δείγμα είναι ομοιογενές.
γ) Αυξάνουμε κάθε παρατήρηση κατά την ίδια ποσότητα α > 0. Να

βρείτε τη μικρότερη τιμή του α, ώστε το δείγμα να είναι τώρα ο-
μοιογενές. Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ5. Έστω Ω = {1, 2, 3, 4, 5} ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης.
Για τις πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχομένων του Ω ισχύει:

P(1) P(2) P(3) P(4) P(5)
2 5 3 4 6

= = = =

α) Βρείτε τις πιθανότητες των στοιχειωδών ενδεχομένων του Ω.
β) Θεωρούμε τη συνάρτηση ƒ(x) = eμx, x∈ , όπου μ∈ Ω και τα ενδε-

χόμενα:
Α = {μ∈ Ω / ƒ′′ (0) – 3ƒ′(0) + 2ƒ(0) = 0}
Β = {μ∈ Ω / ƒ′′ (0) > 4}
i)   Nα παρασταθούν με αναγραφή τα ενδεχόμενα Α και Β.
ii)  Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων Α∩Β, Α∪ Β, Α′∩Β.

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα
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Γ6. Έστω x1, x2, ..., xν παρατηρήσεις με μέση τιμή 2x
3

> .

Έστω y1, y2, ..., yν οι παρατηρήσεις που προκύπτουν από τις x1, x2, ..., xν
με yi = 3xi – 2, i = 1, 2, ..., ν και CVy = 45%.
Έστω z1, z2, ..., zν οι παρατηρήσεις που προκύπτουν από τις x1, x2, ..., xν
με zi = 2xi – 1, i = 1, 2, ..., ν και CVz = 30%.
α) Να βρείτε τη μέση τιμή x  και την τυπική απόκλιση sx των παρατη-

ρήσεων x1, x2, ..., xν.
β) Να εξετάσετε αν το δείγμα είναι ομοιογενές.

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα
Γ7.Μία μεταβλητή παίρνει 10 τιμές από το σύνολο {3, 5, 7}. Η μέση τιμή

της μπορεί να είναι:
Α.  2,8    Β. 7,1 Γ. 5,3 Δ. Καμμία από τις παραπάνω

Ιωσηφίδης Νίκος, Μαθηματικός, Βέροια

Γ8. α) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x > 0 ισχύει: x⋅lnx ≥ x – 1.
β) Αν α, β, γ > 0 και α + β + γ = 3, να δειχθεί ότι: αα⋅ββ⋅γγ ≥ 1.

Πασχαλίδου Αντωνία, Υποψ. Τεχν. κατεύθυνσης, Βέροια

Γ9. Θεωρούμε τις συναρτήσεις: ƒ(x) = ln(ημx) και g(x) = ln(συνx), 
πx 0,
2

 ∈   
.

α) Να μελετηθούν οι ƒ και g ως προς τη μονοτονία.
β) Να δειχθεί ότι: ( ) ( )1 2 2ƒ(x) g(x)

0
e ƒ΄(x) e g΄(x) dx 1 ⋅ + ⋅ =  ∫ .

γ) Να δειχθεί ότι: ƒ(β) ƒ(α)e e β α− ≤ − , για κάθε α, β∈  π0,
2

 
  

.

Παπαδόπουλος Κώστας, Μαθηματικός, Βέροια

Γ10. α) Να βρεθεί ο γ.τ. (C1) των εικόνων των μιγαδικών z = x + yi, x, y∈ ,

για τους οποίους ισχύει: ( ) ( ) ( )22 21 iz z z z i z 4 z z
4 2

 + + + + = −  
.

β) Αν ο αριθμός ( ) ( )23 z z i z z 2i
2

+ + + +  είναι φανταστικός, να βρεθεί

ο γ.τ. των εικόνων του z.
γ) Αν ƒ(x) η συνάρτηση που ορίζεται από το (α) ερώτημα και g(x) η

συνάρτηση που ορίζεται από το (β) ερώτημα, να υπολογιστεί το:
2

0
ƒ(x) g(x) dx−∫

Βαρελά Μαργαρίτα, Μαθηματικός, Αθήνα
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Γ11. Έστω μια περιττή συνάρτηση ƒ: → .

α) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα ( )π

π
ƒ x dx

−∫
β) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g(x) = ( )x

0
ƒ t dt∫  είναι άρτια.

γ) Να υπολογισθεί το άθροισμα ( ) ( )π π

0 0
g t dt g t dt

−
+∫ ∫

Κωστάκος Γρηγόριος, Μαθηματικός, Αθήνα

Γ12. Να αποδειχθεί, για κάθε α, β, γ, δ∈ , με αδ ≠ βγ, ότι:

( ) ( )αx βƒ dx αδ βγ ƒ t dt
γx δ

+  = − + ∫ ∫
Κωστάκος Γρηγόριος, Μαθηματικός, Αθήνα

Γ13. α) Να βρεθεί ο γ.τ. των εικόνων των μιγαδικών z για τους οποίους
ισχύει: ( )1 i z 2 4i 2 2− − + =

β) Αν z1, z2, z3∈ , z1 ≠ z2 ≠ z3 ≠ z1 και:

( ) ( ) ( )1 2 31 i z 2 4i 1 i z 2 4i 1 i z 2 4i 2 2− − + = − − + = − − + =
να βρείτε τον μιγαδικό z για τον οποίο ισχύει:

1 2 3z z z z z z− = − = −
Παπαδόπουλος Κώστας, Μαθηματικός, Βέροια

Γ14.         Να βρεθεί
το εμβαδόν

του σκιασμένου
χωρίου

που βρίσκεται
στο παράπλευρο

σχήμα,
με δεδομένο

ότι οι
συναρτήσεις

f και g
έχουν τύπους:

( )

( )

2ƒ x 4 x ,
2g x
x

= −

=

0 1 2 3 4 x–1

–1

–2

–2

–3–4

1

2

3

4

y

Cg

Cƒ

y = 3

x = –3
x = 3

Κωστάκος Γρηγόριος, Μαθηματικός, Αθήνα
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Γ15. Να βρεθεί μια παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ: → , η οποία πληρεί τη

σχέση: ( )( ) ( ) x x lnx 1ln ƒ x ƒ΄ x dx e
x

− −⋅ = ⋅∫
Κωστάκος Γρηγόριος, Μαθηματικός, Αθήνα

Γ16. Έστω η συνάρτηση ƒ: → , ( )
x

g(t)α
π
2

ƒ x e ημt dt
−

= ⋅∫ , α∈ *.

α) Αν για κάθε x∈  ισχύει: α⋅ƒ′(x) + ημ ( )x ƒ(x) 1
α

− = 0 και ƒ(0) = 1 – e, 

να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης g.
β) Έστω η συνάρτηση : → , (x) = 

x g(t)
π
2

e ημt ημx dt
−

⋅ ⋅∫ .

Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των
γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  και g, και των κα-

θέτων ευθειών  x = π
2

 και x = π.

Κωστάκος Γρηγόριος, Μαθηματικός, Αθήνα

Γ17. Έστω μία συνάρτηση ƒ: → , συνεχής στο , για την οποία ισχύει:

ƒ(x) = 
x

20

10 dt
1 3ƒ (t)+∫ ,  για κάθε x∈ .

α) Να δειχθεί ότι ƒ3(x) + ƒ(x) = 10x, για κάθε x∈ .

β) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cƒ στο σημείο της
Μ(0, ƒ(0)).

γ) Να υπολογίσετε το 
1

20

10 dt
1 3ƒ (t)+∫ .

δ) Να δειχθεί ότι υπάρχει x0∈ (0, 1) τέτοιο ώστε ƒ΄(x0) = 4x0.
ε) Να μελετηθεί η ƒ ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί το πρόση-

μο της ƒ.
στ) Να μελετηθεί η ƒ ως προς τα κοίλα και να βρείτε (αν υπάρχει) το

σημείο καμπής της Cƒ.
ζ) Να δειχθεί ότι η ƒ έχει σύνολο τιμών το .
η) Να δειχθεί ότι η ƒ έχει αντίστροφη συνάρτηση και να οριστεί η ƒ –1.
θ) Να δειχθεί ότι για κάθε x∈  ισχύει: 

x 2

0
ƒ(t)dt 5x≤∫ .

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ18. Δίνεται η συνάρτηση ƒ(x) = 
x

2
e

x 2+
, x∈ .

α) Να μελετηθεί η ƒ ως προς τη μονοτονία.
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β) Να συγκριθούν οι αριθμοί 3 2 5A e και Β
4

−= = .

γ) Να λυθεί η ανίσωση ( )
4

x x 1
2

x 2e
x 2

− +>
+

, x∈ .

δ) Να λυθεί η εξίσωση 
2

x
2

4x 4x 3e
x 2x 3

+ +=
+ +

, x∈ .

ε) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της ƒ.
στ) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ∈  η εξίσωση:

( )( )x λ 2 2e λ λ x 2− = − +  έχει λύση στο .
Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ19. Για την δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ: π π,
2 2

 −  
→  ισχύει:

ƒ΄΄(x) = 2ƒ(x)⋅ƒ΄(x)  για κάθε x∈ π π,
2 2

 −  
 και ƒ(0) = ƒ΄(0) – 1 = 0.

α) Να δειχθεί ότι ƒ΄(x) = 1 + ƒ2(x) για κάθε x∈ π π,
2 2

 −  
.

β) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση h(x) = 
x

20

1 dt
1 t+∫ , x∈  είναι "1–1".

γ) Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης:

φ(x) = ( )( ) ( )ƒ
π πh x h εφx , x ,
2 2

 − ∈ −  
δ)   Να βρεθεί ο τύπος της ƒ.

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ20. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ: →  για την οποία ισχύει:

ƒ΄(x) = 
42 x4x e για κάθε x∈  και ƒ(1) = 0.

α) Να βρεθεί το πρόσημο της ƒ.
β) Να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία η ƒ είναι κυρτή ή κοίλη και

η θέση σημείου καμπής της ƒ.
γ) Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται σπό την Cƒ,

τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0  και x = 1.
Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ21. α) Να δειχθεί ότι: x2 ≥ x + lnx για κάθε x∈ .

β) Αν α, β, γ∈ *
+�  και α⋅β⋅γ = 1, να δειχθεί ότι:  α2

 + β2
 + γ2

 ≥ α + β + γ.
γ) Να δειχθεί ότι για κάθε κ, λ, μ∈ *

+�  ισχύει:

κ2
 + λ2

 + μ2 ≥ (κ + λ + μ) 3 κ λ μ⋅ ⋅
Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα
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Γ22. α) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g(x) =x + lnx, x > 0 είναι "1–1".
β) Για την παραγωγίσιμη συνάρτηση ƒ: →   ισχύει:

ƒ(x) > 0 και ƒ(x) = 1 + 
x

0

t1 eƒ(t) dt
1 ƒ(t)

+⋅
+∫  για κάθε x∈ .

i) Να δειχθεί ότι ƒ(x) + lnƒ(x) = x + ex  για κάθε x∈ .
ii)  Να βρεθεί ο τύπος της ƒ.

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ23. Θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση ƒ: → , για την οποία ισχύει:

ƒ(x) = ( )x

0
t x ƒ(t)dt x− +∫  για κάθε x∈ .

α) Να δειχθεί ότι ƒ΄΄(x) + ƒ(x) = 0 για κάθε x∈ .
β) Θεωρούμε τη συνάρτηση:

g(x) = ( )( ) ( )( )2 2
ƒ x ημx ƒ΄ x συνx− + − , x∈ .

i) Να δειχθεί ότι η g είναι σταθερή στο .
ii) Να βρεθεί ο τύπος της ƒ.

Ζανταρίδης Νίκος, Μαθηματικός, Έδεσσα

Γ24. Αν η συνάρτηση ƒ: →  είναι γν. αύξουσα και ικανοποιεί τη σχέση:

x y ƒ(x) ƒ(y)ƒ x y
2

+ + +  = +  
, για κάθε x, y∈ ,

α) Να δείξετε ότι ƒ(0) = 0 και x ƒ(x)ƒ x
2

+  =  
, για κάθε x∈ .

β) Βρείτε τη συνάρτηση ƒ.
Παπαδόπουλος Κώστας, Μαθηματικός, Βέροια

Γ25. Η συνάρτηση ƒ είναι συνεχής στο [α, β] και δύο φορές παραγωγίσι-
μη στο (α, β). Ισχύει ακόμη: Το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα
σημεία Α(α, ƒ(α)) και Β(β, ƒ(β)) της Cƒ τέμνει τη Cƒ σε ένα τρίτο ση-
μείο Γ(γ, ƒ(γ)). Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ∈ (α, β) με ƒ′′ (ξ) = 0.

Παπαδόπουλος Κώστας, Μαθηματικός, Βέροια

Γ26. Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις ƒ, g: →  με την ιδιότητα:

ƒ(1 – x) + ƒ(1 + x) = g(1 – x) + g(1 – x), για κάθε x∈ .
  Να δειχθεί ότι:
α)

2 2

0 0
ƒ(x)dx g(x)dx=∫ ∫
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β) υπάρχει ξ∈ (0, 2), τέτοιο ώστε ƒ(ξ) = g(ξ).
Παπαδόπουλος Κώστας, Μαθηματικός, Βέροια

Γ27. α) Έστω συνάρτηση ƒ συνεχής στο [α, β].
Να δειχθεί ότι υπάρχουν μ, Μ∈ : ( ) ( )β

α
μ β α ƒ(x)dx Μ β α− ≤ ≤ −∫ .

β) Αν 
x 1

xx x
lim ƒ(x) 0, να δειχθεί ότι : lim ƒ(t)dt 0

+

→+∞ →+∞
= =∫ .

γ) Έστω συνάρτηση ƒ, συνεχής στο , η οποία δέχεται την ευθεία

με εξίσωση y = 3x + 1 πλάγια ασύμπτωτη, καθώς x → +∞.

Να βρεθεί το 
x 1

xx
lim ƒ(t)dt 3x

+

→+∞
 −  ∫ .

Μυταρέλλης Παναγιώτης, Μαθηματικός, Μυτιλήνη

Γ28. Έστω συνάρτηση ƒ: (0, +∞)→  με ƒ′′ (x) > 0 για κάθε x > 0.
Αν η Cƒ δέχεται εφαπτομένη την y = 3x, να δειχθεί ότι:
α) ƒ(x) > 0 για κάθε x > 0.
β) Η συνάρτηση h(x) = x⋅ƒ′(x) – ƒ(x) είναι γν. αύξουσα στο (0, +∞)

 και 
x 0
lim ƒ(x) 0

→
>

γ) Να βρεθούν οι τιμές του λ∈ , για τις οποίες η εξίσωση ƒ(x) = λx
έχει λύση.

Μυταρέλλης Παναγιώτης, Μαθηματικός, Μυτιλήνη

Γ29. Αν ƒ(x) = 3x x+ , x > 0,
α) αποδείξτε ότι η ƒ αντιστρέφεται.

β) υπολογίστε την τιμή του ολοκληρώματος: 
10 1

2
Ι x ƒ (x)dx−= ⋅∫

Θαρραλίδης Λεωνίδας, Μαθηματικός, Καστοριά

Γ30. Για τη συνεχή συνάρτηση ƒ ισχύει: ( )ƒ ƒ (x) x 2= −� , για x∈ .

Θεωρούμε τη συνάρτηση: 
x

x 2
g(x) ƒ(t)dt

−
= ∫ .

Αν 
1 1

0 2
ƒ(t)dt ƒ(t)dt=∫ ∫ , δείξτε ότι η Cg παριστάνει ευθεία που περνά

από το σημείο (0, –4).

Τσιτούρης Αλέξανδρος, Μαθηματικός, Νέα Σμύρνη, Αθήνα
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