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΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΗ΢ 
 

Δίλαη γλσζηό όηη ε ηζρύο ησλ ζεσξεκάησλ είλαη απόξξνηα ησλ νξηζκώλ. 

Αλάινγα κε ηνλ νξηζκό πνπ δίλεηαη θάζε θνξά, ηα ζεσξήκαηα κπνξνύλ λα ηζρύνπλ κε 

ηνλ έλαλ ή ηνλ άιινλ ηξόπν. 

Δδώ ζα πηνζεηήζνπκε ηνπο νξηζκνύο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ ηεο Καηεύζπλζεο 

θαη ζα πξνζαξκόζνπκε θάζε καο παξαηήξεζε πάλσ ζ’ απηνύο. 

 

Θα πηνζεηήζνπκε επίζεο  ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνύο πνπ ζα δηεπθνιύλνπλ ηε 

γξαθή θαη ηνλ ιόγν: 

 

Σν ζύκβνιν { σο άθξν ελόο δηαζηήκαηνο ζα παξηζηάλεη ην ζύκβνιν ( ή ην [. 

Αληίζηνηρα, ην ζύκβνιν } ζα παξηζηάλεη ) ή ].  

 

Έηζη ην ζύκβνιν {α, β} ζα παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε από ηα δηαζηήκαηα (α,β)  ή [α,β]  

ή (α,β]  ή [α,β) . Σα α θαη β επίζεο ζα παξηζηάλνπλ πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ή α  

ή β   

 

 

 

Γηλόκελν ζπλαξηήζεσλ ίζν κε 0 
 

Μηα ζπλάξηεζε  f : A  ιέγεηαη κεδεληθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε f 0  αλ γηα 

θάζε  x A  ηζρύεη: f (x) 0  

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ:  
Ο νξηζκόο δελ απνθιείεη ε f λα κεδελίδεηαη γηα θάπνηεο ηηκέο ηνπ x, αθόκε θαη 

άπεηξεο. Π.ρ 

 

 Η ζπλάξηεζε f :  κε  2f (x) x 4  δελ είλαη κεδεληθή, αλ θαη 

κεδελίδεηαη γηα x 2  θαη x 2  δειαδή είλαη f 0 . 
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΢ει. 2 

 Σν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε  
2x αλ x 0

f (x)
0 αλ x 0

   είλαη κε κεδεληθή 

 

 Σν ίδην θαη ε ζπλάξηεζε  f  κε 
0 αλ x 0

f (x)
1 αλ x 0

  είλαη κε κεδεληθή, αλ θαη 

ππάξρεη κόλν κηα ηηκή γηα ηελ νπνία  ε f  δελ κεδελίδεηαη. 

 

Αλ ηώξα γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f , g: A  ηζρύεη  f g 0  , απηό δελ ζεκαίλεη όηη 

f 0   ή  g 0   όπσο θαίλεηαη από ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα όπνπ f 0  θαη 

g 0  

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

 

0 αλ x 3
f(x)

2x αλ x 3


 


   ,   

3x αλ x 3
g(x)

0 αλ x 3


 


 

 

Δίλαη f 0  θαη g 0  

Όκσο: 
0 αλ x 3

f(x).g(x) =
0 αλ x 3

  δειαδή  f(x).g(x) = 0 γηα θάζε x , άξα f.g = 0  

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

Οη ζπλαξηήζεηο f ,g :   νξίδνληαη από ηνπο ηύπνπο: 

f (x) x x    θαη g(x) x x   

Καη εδώ είλαη f 0  θαη g 0 , αιιά  

(f g)(x) f (x)g(x)    
22(x x )(x x ) x x 0 x       , δει.  f .g 0  

 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ηδηόηεηαο κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη: 

 

Υξήζηκν 

Aλ f , g: A    θαη 
2 2

f  = g , δειαδή  
2 2

f (x) = g (x)  γηα θάζε  x A  ηόηε δελ 

ηζρύεη ζίγνπξα όηη f = g  ή f = - g , δειαδή  f(x) = g(x)  γηα θάζε x A  ή 

f(x) = -g(x)  γηα θάζε x A . 

 

Απηό πνπ ηζρύεη είλαη όηη γηα θάζε x A  ηζρύεη όηη: f(x) = g(x)  ή  f(x) = -g(x)  

Μπνξεί όκσο λα είλαη f g θαη f g  όπσο θαίλεηαη από ην παξαθάησ  

 

Παξάδεηγκα 

Οη ζπλαξηήζεηο f , g:   νξίδνληαη σο εμήο: 

 

2x, αλ x 3
f(x)

2x, αλ x 3


 

 
   θαη 

2x, αλ x 1
g(x)

2x, αλ x 1


 

 
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΢ει. 3 

Ιζρύεη πξνθαλώο όηη 2 2f (x) = 4x   γηα θάζε x   θαη  2 2g (x) = 4x   γηα θάζε x . 

Δπνκέλσο 2 2f g .  Όκσο πξνθαλώο είλαη f g  θαη f g . 

 

Η απόδεημε ηεο πξόηαζεο απηήο γίλεηαη σο εμήο:  
2 2 2 2f  = g  f  - g  = 0  (f + g)(f - g) = 0  

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε δελ πξνθύπηεη ππνρξεσηηθά όηη  f + g = 0    ή  f - g = 0  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g κπνξεί λα είλαη νη παξαπάλσ. 

 

΢αλ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ δίλνπκε ην εμήο  

 

Παξάδεηγκα 

Να βξεζνύλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο f :   κε ηελ ηδηόηεηα: 2 2
f (x) x  

 

Λύζε 

΢ύκθσλα κε ηα όζα γξάςακε παξαπάλσ, γηα θάζε x  ζα είλαη: f (x) x  ή  

f (x) x  

Απηό δίλεη σο ιύζεηο άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη σο εμήο: 

 

x, αλ x A
f (x)

x, αλ x A
  όπνπ Α νπνηνδήπνηε ππνζύλνιν ηνπ . 

 

Γύν από ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο είλαη βέβαηα θαη νη f (x) x  γηα θάζε x   θαη  

f (x) x  γηα θάζε x . 

 

 

 

Πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο δύν ζπλαξηήζεσλ 
 

Αλ  f : A  θαη g : B  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο, ε ζύλζεζή ηνπο g f  νξίδεηαη 

όηαλ ην ζύλνιν Γ {x A θαη f (x) B}  δελ είλαη θελό. Σόηε ε ζπλάξηεζε 

g f νξίδεηαη σο εμήο: 

 

g f : Γ   κε  (g f )(x) g(f(x))  

 

Δίλαη ζεκαληηθό λα ηνλίζνπκε όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g f  δελ κπνξεί λα βξεζεί από 

ηνλ ηειηθό ηεο ηύπν g(f (x)) , αιιά πξέπεη λα βξεζεί σο  Γ {x A θαη f (x) B} .  

Σν ζύλνιν απηό δελ είλαη πάληνηε ίζν κε απηό πνπ ζα πξνέθππηε από ηνλ ηύπν ηεο 

g f όπσο θαίλεηαη θαη από ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 

3
f (x)

x
 θαη 

1
g(x)

x 1
 

Σα πεδία νξηζκνύ ησλ f θαη g είλαη αληίζηνηρα A {0} θαη  B {1}  
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΢ει. 4 

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο  g f   είλαη ην Γ {x A θαη f (x) B}  

3
{x 0 θαη 1}

x
 {0,3}  

Ο ηύπνο ηεο g f  είλαη  (g f )(x) g(f (x))  
1

3
1

x

  
x

3 x
 

Η παξάζηαζε 
x

3 x
 νξίδεηαη γηα θάζε x 3 , δειαδή νξίδεηαη θαη γηα x 0  

Έηζη ηα πεδία νξηζκνύ ησλ g f   θαη  
x

h(x) = 
3 x

 δελ είλαη ίζα. 

Σνλίδνπκε όηη γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g f , ν νξηζκόο απαηηεί λα νξίδεηαη θαη ην 

f (x)  θαη ην g(f (x))  θαη δελ αξθεί λα νξίδεηαη ην g(f (x)) . 

 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

Έζησ 2f (x) x 9   κε πεδίν νξηζκνύ ην A ( , 3] [3, )         

2g(x) 16 x   κε πεδίν νξηζκνύ ην B [ 4,4]    

 

Η ζύλζεζε g f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Γ {x A θαη f (x) B}     

Όκσο x A (x 3 ή x 3)           (1) 

θαη 2f (x) B 4 x 9 4        2x 9 4    2x 9 16    2x 25   

5 x 5             (2) 

 

Οη (1) θαη (2) ζπλαιεζεύνπλ όηαλ x [ 5, 3] [3,5]     , δειαδή ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

g f είλαη ην Γ [ 5, 3] [3,5]      

Ο ηύπνο ηεο g f είλαη: 2(g f )(x) g(f(x)) 16 f (x)     225 x   ν νπνίνο νξίδεηαη 

ζην επξύηεξν ζύλνιν Γ [ 5,5]    

 

Γύν ζπλεζηζκέλα ιάζε ζηε ζύλζεζε ησλ ζπλαξηήζεσλ 

α) Όηαλ ζε κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε ζέηνπκε όπνπ x ην f(x), δελ κπνξνύκε ηαπηόρξνλα 

λα ζέζνπκε όπνπ f(x) ην x. Απηό πνπ αληηθαζηζηνύκε είλαη ην x κε κηα ηηκή (ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο f) πνπ είλαη ην f(x) 

 

β) Αθόκε, γηα λα ζέζνπκε όπνπ x ην f(x), πξέπεη ην f(x) λα αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ Α 

ηεο f. 

Αλ π.ρ f (x) 2x 3  κε πεδίν νξηζκνύ ην A [0,2]  , ηόηε f (A) [3,7]  θαη δελ 

κπνξνύκε λα ζέζνπκε όπνπ x ην f(x), δειαδή λα γξάςνπκε f (f (x)) 2f (x) 3  αθνύ 

θαλέλα f(x) δελ αλήθεη ζην A. 

 

 

Μνλνηνλία ζπλαξηήζεσλ 
 

Έζησ ζπλάξηεζε f : A   θαη  Γ Α   έλα δηάζηεκα.  
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΢ει. 5 

Αλ γηα θάζε 
1 2

x ,x Γ  κε 
1 2

x  < x   ηζρύεη 

 

 
1 2

f(x ) < f(x ) ηόηε ε f ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ 

 

 
1 2

f(x ) > f(x )  ηόηε ε f ιέγεηαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην Γ 

 

 
1 2

f(x )  f(x )  ηόηε ε f ιέγεηαη αύμνπζα ζην Γ 

 

 
1 2

f(x )  f(x )  ηόηε ε f ιέγεηαη θζίλνπζα ζην Γ 

 

Πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη ζύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ, 

ε κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο νξίζηεθε κόλν ζε δηάζηεκα. 

Έηζη δελ κπνξνύκε λα πνύκε όηη κηα ζπλάξηεζε είλαη γλ. αύμνπζα π.ρ ζην ζύλνιν  

Α=(1, 2) (2, 3) , αθνύ ην Α δελ είλαη δηάζηεκα. 

΢ύκθσλα κε άιινπο ζπγγξαθείο, ν νξηζκόο ηεο κνλνηνλίαο επεθηείλεηαη κε ηνλ ίδην 

ηξόπν ζε νπνηνδήπνηε ζύλνιν. 

 

Πξόηαζε 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα {α,β]  θαη [β, γ}  (θαη ηα δύν 

δηαζηήκαηα θιεηζηά ζην β), ηόηε ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζην δηάζηεκα 

{α,β] [β,γ} {α, γ}  

Αληίζηνηρα ηζρύεη ε πξόηαζε γηα γλ. θζίλνπζα ζπλάξηεζε. 

Ζ ίδηα πξόηαζε ηζρύεη θαη γηα ζπλαξηήζεηο αύμνπζεο ή θζίλνπζεο. 

 

Απόδεημε 

Απνδεηθλύνπκε κόλν ηελ πξώηε πξόηαζε. Οη άιιεο απνδεηθλύνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

Έζησ 1 2x ,x {α, γ}  κε 1 2x x  

Αλ 1 2x ,x {α,β]  ηόηε πξνθαλώο 1 2f (x ) f (x ) αθνύ ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην {α,β]  

Αλ 1 2x ,x [β, γ}  ηόηε θαη πάιη 1 2f (x ) f (x )  αθνύ ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην [β, γ} 

Αλ 1x {α,β]  θαη 2x [β, γ} ηόηε 

1 1

1 2

2 2

x β f (x ) f (β)
f (x ) f (x )

β x f (β) f (x )
 

Σν ίζνλ ηζρύεη ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο όηαλ ηζρύνπλ ζπγρξόλσο 1x β  θαη 2β x , 

δειαδή όηαλ 1 2x x  

Δπνκέλσο κε 1 2x x  ηζρύεη κόλν 1 2f (x ) f (x )  θαη ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζην 

{α, γ}  
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΢ει. 6 

Παξαηήξεζε 

Η παξαπάλσ πξόηαζε δελ ηζρύεη αλ ηα δηαζηήκαηα {α,β}  θαη {β, γ} δελ είλαη θαη ηα 

δύν θιεηζηά ζην β όπσο δείρλνπκε ζην παξαθάησ  

 

Παξάδεηγκα 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο:  
2x, αλ x [1,3)

f (x)
x 1, αλ x [3,5]

 

 

Δίλαη θαλεξό όηη ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζην [1,3)  

θαη ζην [3,5] . Όκσο ε f δελ είλαη γλ. αύμνπζα ζηελ 

έλσζε [1, 3) [3, 5] = [1, 5] , αθνύ f(2) = 4 θαη 

f(4) = 3 , δειαδή  

f(2) > f(4)  

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δίλεηαη από ην δηπιαλό 

ζρήκα. 

 

 

Μνλνηνλία ηεο ζύλζεζεο δύν ζπλαξηήζεσλ 

Έζησ δύν ζπλαξηήζεηο 1f : Γ    θαη  2g : Γ   όπνπ 1Γ  θαη 2Γ  δηαζηήκαηα ηνπ 

 θαη έζησ όηη νξίδεηαη ε ζύλζεζε g f , δειαδή ην ζύλνιν 

1 2Γ {x Γ θαη f (x) Γ }      θαη δελ είλαη κνλνζύλνιν. 

Δίλαη γλσζηό όηη: 

 

Αλ  ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην 
1

Γ  θαη ε g είλαη γλ. αύμνπζα ζην 
2

Γ , ηόηε ε g f είλαη 

γλ. αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Γ. 

 

Η απόδεημε απηήο ηεο πξόηαζεο γίλεηαη σο εμήο: 

Έζησ 1 2x , x Γ  κε 1 2x x . Θα απνδείμνπκε όηη 1 2(g f )(x ) (g f )(x )   

Πξάγκαηη:  
gf

1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) (g f )(x ) (g f )(x )


      

Άξα ε  g f είλαη γλ. αύμνπζα. 

 

Απηή είλαη ζπλήζσο ε απόδεημε πνπ βιέπνπκε ζε δηάθνξεο ιύζεηο. Ζ απόδεημε όκσο 

δελ είλαη πιήξεο. Γηα λα πνύκε όηη ε g f  είλαη γλ. αύμνπζα ζην Γ, πξέπεη (ζύκθσλα 

πάληνηε κε ην ζρνιηθό βηβιίν) λα απνδείμνπκε όηη ην Γ είλαη δηάζηεκα. Δίλαη όκσο 

πξάγκαηη ην Γ δηάζηεκα; 

Η απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή. Θα απνδείμνπκε όηη αλ α, β Γ , ηόηε γηα θάζε 

γ (α, β) γ Γ    

Δπεηδή 1α Γ α Γ    θαη 2f (α) Γ   
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Όκνηα, 
1β Γ β Γ    θαη 

2f (β) Γ  

Όκσο 
f

α γ β f (α) f(γ) f (β)


       

θαη επεηδή 2f (α), f (β) Γ  θαη ην 
2Γ  είλαη δηάζηεκα 

2f (γ) Γ   

Δπεηδή ηώξα 
1γ Γ  θαη 2f (γ) Γ γ Γ     

Άξα ην Γ είλαη δηάζηεκα  

 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Μηα ζπλάξηεζε f : A  δελ είλαη ππνρξεσηηθά κνλόηνλε θνληά ζην α Α , δειαδή 

δελ ππάξρεη πάληνηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο (α δ,α)  ή (α,α δ)  νζνδήπνηε κηθξόο θαη 

αλ είλαη ν δ 0  ζην νπνίν δηάζηεκα ε f λα είλαη γλ. κνλόηνλε. 

 

Οπηηθά απηό θαίλεηαη ιάζνο. Γειαδή δελ είλαη εύθνιν λα θαληαζηνύκε κηα ηέηνηα 

γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο. Η απιή παξαηήξεζε ιέεη όηη δεμηά π.ρ ηνπ α, ε fc  ή 

ζα “αλεβαίλεη” ή ζα “θαηεβαίλεη”, δειαδή ε f ζε θάπνην δηάζηεκα ηεο κνξθήο  

(α,α δ) ζα είλαη ή αύμνπζα ή θζίλνπζα. 

 

Όκσο ε ζπλάξηεζε 
2 1

x εκ αλ x 0
f (x) x

0 αλ x 0




 
 

  

ζε νπνηνδήπνηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ( δ,0)  ή (0,δ)  όπνπ δ 0  δελ είλαη νύηε γλ. 

αύμνπζα νύηε γλ. θζίλνπζα. 

Δλδεηθηηθά, αλ ζεσξήζνπκε 
1

δ
1000

  , δει. 
1

(0,δ) (0, )
1000

 , παξαηεξνύκε όηη 

αλ 1

1
x (0,δ)

1000π
   , 

2

1
x (0,δ)

π
1000π

2

 



, 
3

1
x (0,δ)

3π
1000π

2

 



,  

ηόηε ελώ 1 2 3x x x    είλαη  
2

1 1f (x ) x εκ(1000π) 0     

2 2

2 2 2

π
f (x ) x εκ(1000π ) x 0

2
     

2 2

3 3 3

3π
f (x ) x εκ(1000π ) x 0

2
      

Γειαδή είλαη 1 2 2 3f (x ) f (x ) θαη f (x ) f (x )   , άξα ε f δελ είλαη νύηε γλ. αύμνπζα 

νύηε γλ. θζίλνπζα ζην 
1

(0, )
1000

. 

 

Γεληθόηεξα, γηα θάζε δ 0  κπνξνύκε λα επηιέμνπκε 1 2 3x ,x ,x (0,δ)  κε 1 2 3x x x    

ώζηε 1 2f (x ) f (x )  θαη 2 3f (x ) f (x ) . 

Πξάγκαηη, ππάξρεη *θ  ώζηε 1

1 1
x δ θ

2θπ 2πδ
      
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΢ει. 8 

Αξθεί ινηπόλ λα επηιέμνπκε 
1 1

θ [ ] 1
2πδ 2πδ

    (ην ζύκβνιν [α] παξηζηάλεη ην 

αθέξαην κέξνο ηνπ α) 

Δπηιέγνπκε επίζεο 
2 1

1
x x

π
2θπ

2

 



 , άξα  
2x (0,δ)  θαη 

3 2

1
x x

3π
2θπ

2

 



 , άξα 

3x (0,δ) . Σόηε είλαη: 

  
2

1 1f (x ) x εκ(2θπ) 0   

2 2

2 2 2

π
f (x ) x εκ(2θπ ) x 0

2
     

2 2

3 3 3

3π
f (x ) x εκ(2θπ ) x 0

2
      

 

δει. είλαη 1 2f (x ) f (x )  θαη 2 3f (x ) f (x ) , άξα ε f δελ είλαη γλ. κνλόηνλε ζην 

δηάζηεκα (0,δ)  

Αλάινγα απνδεηθλύεηαη όηη ε f δελ είλαη γλ. κνλόηνλε ζε θαλέλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο  

( δ,0)  γηα θαλέλα δ 0 . 

 

 

 

΢πλαξηήζεηο 1-1 
 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη 1 1 , θαλέλα ζπκπέξαζκα δελ πξνθύπηεη γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο f g , f g  , f g   θαη  
f

g
 (αλ είλαη ή δελ είλαη 1 1 ).  

Ζ ζύλζεζε όκσο g f είλαη πάληνηε 1 1 . 

 

Πξάγκαηη, νη ζπλαξηήζεηο 3f (x) x ,  x   θαη  g(x) x , x    είλαη 1 1. 

Όκσο νη ζπλαξηήζεηο 

3(f + g)(x) =x  - x , x ,  4(f g )(x) = -x ,  x ,  
2f

( )(x) x
g

 ,  *x    δελ είλαη 

1 1. 

Αλ όκσο επηιέμνπκε 3f(x) = x  , x   θαη  g(x) = x ,  x ,  νη f  θαη g είλαη 1 1 θαη 

ε  3(f + g)(x) = x  + x , x  σο γλ. αύμνπζα είλαη επίζεο 1 1. 

 

Σν όηη ε g f είλαη ζε θάζε πεξίπησζε 1 1 απνδεηθλύεηαη σο εμήο: 

Έζησ Γ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο g f .  

Αλ 1 2x , x Γ  κε  1 2(g f )(x ) (g f )(x )  1 2g(f(x ) = g(f(x ) 
g:1 1

 1 2f(x ) = f(x ) 
f :1 1

  

1 2x  = x   

Άξα ε g f είλαη 1 1. 
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΢ει. 9 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Έλα άιιν ζπλεζηζκέλν ιάζνο πνπ γίλεηαη ζηηο ζπλαξηήζεηο 1-1 είλαη ην εμήο: 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη 1-1, ηόηε νη εμηζώζεηο f (x) 0  θαη f (x) α , έρνπλ ην πνιύ κηα 

ξίδα. 

Δδώ ζπρλά γίλεηαη ην ιάζνο λα ζεσξνύλ νη καζεηέο όηη θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο 

f (x) g(x) , π.ρ f (x) x έρεη ην πνιύ κηα ξίδα. 

Πξνθαλώο θάηη ηέηνην είλαη ιάζνο.  

Π.ρ αλ 3f (x) x  , ε f είλαη 1-1 όπσο εύθνια απνδεηθλύεηαη. Όκσο ε εμίζσζε f (x) x , 

δειαδή ε εμίζσζε 3x x   x(x 1)(x 1) 0    έρεη 3 ξίδεο θαη όρη κόλν κηα. 

 

 

 

Αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 
 

Πεδίν νξηζκνύ αληίζηξνθεο 

Αλ ε ζπλάξηεζε f : A  είλαη αληηζηξέςηκε, ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  
1f 
δελ κπνξεί 

λα βξεζεί από ηνλ ηύπν ηεο. 

Από ηνλ νξηζκό ηεο αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο, πεδίν νξηζκνύ ηεο 
1f 
είλαη ην 

f (A) {y : x A κε f (x) y}      

Έηζη, γηα ηε ζπλάξηεζε xf (x) 1 1 e    κε πεδίν νξηζκνύ ην A ( ,0]   , επεηδή ε f 

είλαη γλ. αύμνπζα (απόδ. κε ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ), ην ζύλνιν ηηκώλ είλαη ην 

x
f (A) ( lim f (x),f (0)]


  (0,1]   

Δύθνια πξνθύπηεη όηη ν ηύπνο ηεο αληίζηξνθεο είλαη ν 1 2f (x) ln(2x x )    θαη 

νξίδεηαη γηα θάζε x (0,2) (0,1]    

 

 

Κνηλά ζεκεία ησλ 
f

c   θαη 1f
c   

 

Έζησ  f : Α   κία 1 1ζπλάξηεζε, νπόηε ππάξρεη ε 
1f . 

Γηα ηα θνηλά ζεκεία ησλ fc  θαη 1f
c ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 

Αλ ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην Α, ηόηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ 
f

c
 
 θαη 1f

c   

βξίζθνληαη ππνρξεσηηθά ζηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο xOy , επνκέλσο ηα ζεκεία απηά 

είλαη νη ιύζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο: 

 

f (x) x
΢ :

y x





 

Αλ όκσο ε f δελ είλαη γλεζίσο αύμνπζα, είλαη δπλαηόλ λα ππάξρνπλ θαη άιια θνηλά 

ζεκεία ηα νπνία δελ βξίζθνληαη ζηε δηρνηόκν y x . Σόηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ 
f

c
 
 

θαη 1f
c   βξίζθνληαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 
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΢ει. 10 

1
f (x) f (x)

΢ :
y f (x)

 



 

 

Γηαηππώλνπκε ηελ πξόηαζε θαη δίλνπκε ηελ απόδεημή ηεο: 

 

Πξόηαζε 

Έζησ f : Α  κηα γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, B A f(A)   κε θελό ζύλνιν 

θαη 
0

x B . Ηζρύεη ηόηε ε ηζνδπλακία:   1

0 0
f (x ) f (x )

   
0 0

 f(x ) = x  

 

Απόδεημε 

α)  Έζησ -1

0 0f(x ) = f (x )            (1) 

Θα απνδείμνπκε όηη 0 0f(x ) = x  

Αλ 0 0f(x ) x , ηόηε ζα είλαη  0 0f(x ) > x   ή  0 0f(x ) < x      

Λόγσ ηεο (1) ζα είλαη αληίζηνηρα: -1

0 0f (x ) > x   ή  -1

0 0f (x ) < x      

 αλ -1

0 0f (x ) > x  
f

 -1

0 0f(f (x )) > f(x )  0 0x  > f(x ) άηνπν 

 αλ -1

0 0f (x ) < x  
f

 -1

0 0f(f (x )) < f(x )  0 0x  < f(x ) άηνπν 

άξα ζα είλαη: 0 0f(x ) = x  

 

β) Έζησ 0 0f(x ) = x   1 1

0 0f (f (x )) f (x )   1

0 0x f (x ) , άξα 1

0 0f (x ) f (x )   

Σν ζεώξεκα απηό επηηξέπεη λα βξίζθνπκε ηα θνηλά ζεκεία ησλ fc θαη 1f
c  ιύλνληαο ηελ 

εμίζσζε f(x) = x αληί ηεο ηζνδύλακεο 1f (x) f (x)  

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

Να απνδεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε 
3

f(x) = 2x  + x - 2  είλαη αληηζηξέςηκε θαη λα 

βξεζνύλ ηα θνηλά ζεκεία ησλ 
f

c  θαη 1f
c   

 

Απόδεημε 

Πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην A .  

Δίλαη εύθνιν λα απνδεηρζεί όηη ε f είλαη γλ. αύμνπζα άξα θαη 1 1. Δπνκέλσο 

αληηζηξέθεηαη. 

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο αληίζηξνθεο είλαη ην  

x x
f (A) ( lim f (x), lim f (x))  (- , +  ) =    

Άξα B A f (A)  

΢ύκθσλα ινηπόλ κε ηελ πξόηαζε, νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ  fc  θαη 

1f
c είλαη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο  

f(x) = x 
32x  + x - 2 = x x = 1  

Άξα ην κνλαδηθό θνηλό ζεκείν ησλ fc  θαη 1f
c είλαη ην (1, 1) . 

 

Παξαηήξεζε 
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΢ει. 11 

Θα ήηαλ εδώ πνιύ δύζθνιν λα βξεζεί ε 1f θαη λα ιπζεί απεπζείαο ε εμίζσζε  
1f (x) f (x)  

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

Να απνδεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε 

1
(x 8) αλ x [0,2]

2
f (x)

1
(x 1) αλ x [5,8]

3


 

 
  


  

είλαη αληηζηξέςηκε θαη λα βξεζεί ε 
1

f


.  

Να βξεζνύλ θαηόπηλ ηα θνηλά ζεκεία ησλ 
f

c  θαη 1f
c   

 

Λύζε 

Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην A = [0,2] [5,8]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η f δελ είλαη γλ. αύμνπζα ζην Α.  

 

[΢ην ζρνιηθό βηβιίν ε κνλνηνλία νξίδεηαη κόλν ζε δηάζηεκα. Έηζη θαη αλ αθόκε 

γηα θάζε 
1 2

x ,x A  κε 
1 2

x  < x  ήηαλ 
1 2

f(x ) <  f(x ) δελ ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη 

ε f είλαη γλ. αύμνπζα. Δδώ είλαη επηπιένλ f(0) > f(8)  ] 

Δίλαη εύθνιν λα απνδείμνπκε όηη ε f είλαη αληηζηξέςηκε θαη είλαη: 

1
3x 1, αλ x [2,3]

f (x)
2x 8 αλ x [4,5]
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΢ει. 12 

Σα θνηλά ζεκεία ησλ 
f c θαη 1f

c είλαη ηα B(2,5)  θαη B (5,2) θαη θαλέλα από απηά δελ 

βξίζθεηαη ζηε δηρνηόκν y = x  όπσο πξνθύπηεη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη 
-1f  (αιιά θαη ρσξίο ηε ρξήζε ηνπ ζρήκαηνο είλαη εύθνιν λα δηαπηζησζεί κε αιγεβξηθέο 

πξάμεηο).  

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη ηα επζ. ηκήκαηα ΑΒ θαη Β Γ  θαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο -1f  είλαη ηα επζ. ηκήκαηα Α Β  θαη ΒΓ.  
1
 

 

 

Μνλνηνλία αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο 

 

Έλα ζπλεζηζκέλν ιάζνο πνπ γίλεηαη εδώ είλαη εμαηηίαο ηνπ παξαθάησ ζεσξήκαηνο πνπ 

ζεσξείηαη ζσζηό. 

 

 

Θεώξεκα 

Αλ ε ζπλάξηεζε f : A   είλαη γλ. κνλόηνλε ζην δηάζηεκα Γ   (νπόηε 

ππάξρεη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 
1

f


 ), ηόηε ε 
1

f


είλαη γλ. κνλόηνλε  ζην f (Γ)  κε 

ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο. 

 

Η απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ γίλεηαη σο εμήο: 

Έζησ όηη ε f είλαη γλ. αύμνπζα. Θα δείμνπκε όηη θαη ε 
1f 
 είλαη  γλ. αύμνπζα. 

Έζησ 1 2y , y f (Γ)  κε 1 2y y   1 1

1 2f (f (y )) f (f (y ))   θαη επεηδή ε f είλαη  γλ. 

αύμνπζα 1 1

1 2f (y ) f (y )   . Δπνκέλσο  ε 
1f 
 είλαη γλ. αύμνπζα. 

 

Σν ζπκπέξαζκα απηό δελ είλαη αθξηβέο. Πνην είλαη όκσο ην ιάζνο; 

 

Η αιήζεηα ή όρη κηαο καζεκαηηθήο πξόηαζεο εμαξηάηαη από ηνπο νξηζκνύο θαη ηα 

αμηώκαηα πνπ έρνπλ πξνεγεζεί. Αλ αιιάμεη έλαο νξηζκόο, ηόηε θάπνηεο πξνηάζεηο από 

αιεζείο γίλνληαη ςεπδείο ή αληίζηξνθα. Απηό έρεη γίλεη θαη εδώ. 

 

΢ην πξνεγνύκελν ζρνιηθό βηβιίν (επί Γεζκώλ) ε κνλνηνλία νξίδνληαλ ζε νπνηνδήπνηε 

ζύλνιν. Όκσο ζην ησξηλό ζρνιηθό βηβιίν (όπσο θαη ζηα πεξηζζόηεξα κε ζρνιηθά 

βηβιία) ε κνλνηνλία νξίδεηαη κόλν ζε δηάζηεκα. Έηζη ε παξαπάλσ πξόηαζε πνπ ήηαλ 

αιεζήο κε ηνλ πξνεγνύκελν νξηζκό, κε ηνλ νξηζκό ηνπ ησξηλνύ ζρνιηθνύ βηβιίνπ ε 

πξόηαζε δελ έρεη πάληνηε λόεκα, επεηδή ην f (Γ)  κπνξεί λα κελ είλαη δηάζηεκα. 

 

Γίλνπκε έλα παξάδεηγκα γηα θαιύηεξε θαηαλόεζε 

 

 

Παξάδεηγκα 

 

Ζ ζπλάξηεζε 
x αλ 0 x 1

f(x)
x 1 αλ 1 x 2

 
 

  
  

 

                                                
1 Βιέπε άιια ζρεηηθά παξαδείγκαηα ζην πεξηνδηθό ηεο ΔΜΔ Ηκαζίαο ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ΢, ηεύρνο 2, 

Οθηώβξηνο 2003, άξζξν Γεσξγαθίια Γεκ, ζει. 39-43 
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έρεη πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα Γ [0,1] (1,2] [0,2]    θαη είλαη γλ. αύμνπζα ζ’ απηό 

όπσο εύθνια απνδεηθλύεηαη. 

Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην f (Γ) [0,1] (2,3]   

πνπ δελ είλαη δηάζηεκα. Έηζη δελ κπνξνύκε λα 

κηιάκε γηα κνλνηνλία ηεο 1f  ζην f (Γ) . 

Όηαλ 1 2y , y f (Γ)  θαη 

1 1

1 2 1 2y y f (y ) f (y )     όπσο απνδείμακε 

παξαπάλσ, απηό όκσο δελ αξθεί γηα λα πνύκε όηη 

ε  1f   είλαη γλ. αύμνπζα. 

Η παξαπάλσ πξόηαζε,  αλ δει. ε  f   είλαη γλ. 

αύμνπζα ζην Γ, ηόηε ε 1f   είλαη γλ. αύμνπζα ζην 

f(Γ), είλαη αιεζήο ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

f (Γ) είλαη δηάζηεκα, όηαλ π.ρ ε f είλαη ζπλερήο.  

 

 

 

Πεξηηηή ζπλάξηεζε 
 

Ζ ζπλάξηεζε  f : A  ιέγεηαη πεξηηηή, αλ γηα θάζε x A  ηζρύνπλ 

 

 x A     θαη  

 f(- x) = - f(x)   

 

Γηα ηηο πεξηηηέο ζπλαξηήζεηο ηζρύεη κηα ρξήζηκε πξόηαζε πνπ αλαθέξνπκε 

 

Αλ ε f : A   είλαη πεξηηηή θαη 0 A ηόηε f(0) = 0  

 

Πξάγκαηη, επεηδή ε f  είλαη πεξηηηή, γηα θάζε x Aζα είλαη: f(- x) = - f(x)  θαη 

ζέηνληαο  x = 0  βξίζθνπκε  f (0) f (0)   2f(0) = 0 ,  άξα   f(0) = 0  

 

 

 

Μνλάδα κέηξεζεο ηόμσλ 
 

΢ηελ αλάιπζε έρεη θαζηεξσζεί σο κνλάδα κέηξεζεο ηόμσλ θαη γσληώλ ην αθηίλην  (rad).  

Έηζη ζε θάζε πξόηαζε, ζρέζε, ηύπν πνπ πεξηέρεη ηξηγσλνκεηξηθό αξηζκό, ζεσξείηαη όηη 

όια ηα ηόμα όηη εθθξάδνληαη ζε αθηίληα. Δίλαη θάηη πνπ ελλνείηαη, αιιά ζπρλά δελ 

αλαθέξεηαη κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγνύληαη εξσηεκαηηθά. 

 

Έηζη π.ρ ζηα γλσζηά ζεσξήκαηα 
x 0

εκx
lim 1

x
,  (εκx) ζπλx , (ζπλx) εκx  θ.ι.π 

ην ηόμν x εθθξάδεηαη ζε αθηίληα. Οη ηύπνη είλαη δηαθνξεηηθνί όηαλ ην ηόμν x 

εθθξάδεηαη ζε κνίξεο. 

Ο 

y 

x 1 2 

3 

1 

2 
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Τπελζπκίδνπκε ηνλ ηύπν κεηαηξνπήο κνηξώλ ζε αθηίληα θαη αληίζηξνθα  
κ α

180 π
  όπνπ 

κ θαη α είλαη ην κέηξν ηνπ ίδηνπ ηόμνπ ζε κνίξεο θαη αθηίληα αληίζηνηρα. 

΢ύκθσλα κε ηνλ ηύπν απηό, 
rad ν1 κ

π 180
, άξα  ν 180 180

κ
π 3,14159

  ή   

rad 01  = 57  17  44,8    

 

Έηζη είλαη:  ζπλ2 < 0 , αθνύ ην ηόμν rad 02 114  ιήγεη ζην 02  ηεηαξηεκόξην 

 

Δπνκέλσο:  
rad

0

x 0 x 0

πx
εκ

εκx 180lim lim
x x

rad
πx

u
180

x 0

πx
εκ

π 180lim
πx180

180

rad

u 0

π εκu π
lim

180 u 180
 

Δπίζεο: 
rad rad

0 πx πx πx
(εκx ) (εκ ) ζπλ ( )

180 180 180

rad
0π πx π

ζπλ ζπλx
180 180 180
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ΟΡΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΩΝ 
 

Πξηλ μεθηλήζνπκε ηε κειέηε ησλ νξίσλ, ζα πηνζεηήζνπκε έλα ζύκβνιν πνπ ζα 

δηεπθνιύλεη ηε γξαθή θαη ην ιόγν. 

 

Όπνπ παξαθάησ ζα ζπλαληνύκε ην ζύκβνιν  x L  ζα ελλννύκε όηη  

0
x x    ή  x  ή   x  

 

΢ηε ζεσξία ησλ νξίσλ πνιιά είλαη ηα ζεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή, 

επεηδή ε ζεσξία ησλ νξίσλ ζην ζρνιηθό βηβιίν παξνπζηάδεηαη ρσξίο απζηεξόηεηα  θαη 

νη νξηζκνί ησλ νξίσλ είλαη εθηόο δηδαθηέαο ύιεο. 

Απνδείμεηο ζεσξεκάησλ ππάξρνπλ ειάρηζηεο θαη ε αιήζεηα θάπνησλ πξνηάζεσλ γίλεηαη 

απνδεθηή ρσξίο απόδεημε. Θα αθνινπζήζνπκε θαη εκείο ηελ ίδηα ινγηθή 

πξνζαξκνδόκελνη ζην πλεύκα θαη ην επίπεδν ηνπ ζρνιηθνύ  βηβιίνπ. 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ 
0x x

lim f (x)


 ζπλήζσο δελ βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

Τπνζέηνπκε όηη ε f νξίδεηαη θνληά ζην 0x  ώζηε ην όξην λα έρεη λόεκα . 

Όκσο απηό δελ είλαη πάληνηε αιεζέο. ΢ε θάπνηεο πεξηπηώζεηο ηα όξηα ζην 0x  δελ έρνπλ 

λόεκα. Μηα απζηεξόηεξε κειέηε απαηηεί ηελ εύξεζε ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο ή ηελ απόδεημε όηη ε ζπλάξηεζε νξίδεηαη θνληά ζην ζεκείν όπνπ δεηνύκε 

ην όξηό ηεο. 

 

Έηζη π.ρ  αλ 4 2
f (x) x x    

ην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη ην 4 2Α {x / x x 0}      ( , 1] {0} [1, )       

θαη δελ πεξηέρεηαη ζ’ απηό θαλέλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο (α,0)  ή (0,β)  γηα λα κηινύκε 

γηα  
x 0
limf (x)


. Γειαδή ην 
x 0
limf (x)  δελ έρεη λόεκα. 

 

Αληίζηνηρα, γηα ηε ζπλάξηεζε 2
g(x) x 3x 2 x 1      , ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην 

2B {x / x 3x 2 0 θαη x 1 0}        [2, ) {1}   θαη ην 
x 1
limf (x)


 δελ έρεη 

λόεκα. 

 

΢ηελ ίδηα θαηεγνξία (δει. είλαη ρσξίο λόεκα) αλήθεη θαη ην 
x 0

1
limεθ

x
  

Πεδίν νξηζκνύ  ηεο ζπλάξηεζεο 
1

f (x) εθ
x

 είλαη ην 

1 π
A {x / θπ , θ }

x 2
     

1
{x / x , θ }

π
θπ

2

  


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΢ει. 16 

΢ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  δελ πεξηέρεηαη θαλέλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο ( δ,0)  ή 

(0,δ) γηα νπνηνδήπνηε δ 0  

Πξάγκαηη, γηα δεδνκέλν δ 0  κπνξνύκε πάληνηε λα επηιέμνπκε θαηάιιειν θ , 

ώζηε 
1

(0,δ)
π

θπ
2





 

Αξθεί  
1

0 δ
π

θπ
2

  



π 1
θπ

2 δ
    

Αξθεί  
1 1

θπ θ
δ πδ

    

Αξθεί ινηπόλ λα εθιέμνπκε 
1 1

θ [ ] 1
πδ πδ

    (ην ζύκβνιν [α]  ζπκβνιίδεη ην αθέξαην 

κέξνο ηνπ α) 

Όκνηα κπνξνύκε λα επηιέμνπκε θ , ώζηε 
1

( δ,0)
π

θπ
2

 



 

Άξα δελ έρεη λόεκα ην 
x 0

1
limεθ

x
 

 

Σνλίδνπκε όηη είλαη ιάζνο λα πνύκε όηη δελ ππάξρεη ην παξαπάλσ όξην.  

 

Γελ κπνξνύκε λα νκηινύκε εδώ γηα 
x 0

1
limεθ

x
 επεηδή ν νξηζκόο ηνπ νξίνπ απαηηεί πξώηα 

θαηάιιειν πεδίν νξηζκνύ ώζηε κεηά λα κηιήζνπκε γηα όξην. 

 

Γειαδή δελ πξέπεη λα ζπγρένληαη νη εθθξάζεηο  

 

“Γελ έρεη λόεκα ην 
0x x

lim f(x)


” θαη  

“Γελ ππάξρεη ην 
0x x

lim f(x)


”. 

 

Η 1
ε
 έθθξαζε ζεκαίλεη όηη δελ κπνξνύκε λα νκηινύκε γηα 

0x x
lim f (x)


επεηδή θάηη ηέηνην 

δελ νξίζηεθε, δει. ην x δελ κπνξεί λα πάξεη ηηκέο “θνληά” ζην 0x . 

 

Η 2
ε
 έθθξαζε ζεκαίλεη όηη ππάξρνπλ νη πξνϋπνζέζεηο γηα λα νκηινύκε γηα ην 

0x x
lim f (x)


, 

δειαδή ππάξρεη δηάζηεκα ηεο κνξθήο 0 f(α, x ) D  ή 0 f(x ,β) D , αιιά θαζώο ην x 

πιεζηάδεη ζην 0x , ην f (x)  δελ πιεζηάδεη ζε ζπγθεθξηκέλε ηηκή. 

 

Γηα ηνπο καζεηέο ηεο Γ΄ Λπθείνπ, απηό ζπκβαίλεη επεηδή ηα πιεπξηθά όξηα ζηεο f ζην 

0x  ππάξρνπλ κελ, αιιά είλαη δηαθνξεηηθά. 

 

Όκσο δελ είλαη απηή ε κνλαδηθή πεξίπησζε. Δίλαη δπλαηόλ λα κελ ππάξρνπλ νύηε ηα 

πιεπξηθά  όξηα ηεο f ζην 0x . 
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Σέηνην παξάδεηγκα είλαη ην 
x 0

1
lim εκ

x
 πνπ ζπλαληνύκε ζπρλά ζε πνιιέο αζθήζεηο. 

Γείρλνπκε πξαθηηθά γηαηί δελ ππάξρεη ην παξαπάλσ όξην. 

Αλ δώζνπκε ζην x ηηο ηηκέο 
6

1
x , θ

θπ
10 π

2

 



 πνπ βξίζθνληαη “πνιύ θνληά ζην 0”, 

νη αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ 61 θπ θπ
εκ εκ(10 π ) εκ

x 2 2
    είλαη νη 0, 1, -1 πνπ 

επαλαιακβάλνληαη γηα ηηο δηαδνρηθέο ηηκέο ηνπ θπζηθνύ θ. Έηζη ε ζπλάξηεζε 

1
f (x) εκ

x
 δελ πιεζηάδεη ζε ζπγθεθξηκέλν αξηζκό όηαλ ην x πιεζηάδεη ζην 0 από 

δεμηά, κε άιια ιόγηα δελ ππάξρεη ην 
x 0

1
lim εκ

x
 

 

Γίλνπκε ηελ πιήξε απόδεημε ηεο κε ύπαξμεο ηνπ παξαπάλσ νξίνπ. 

 

Απνδεηθλύνπκε πξώηα όηη δελ ππάξρεη ην 
x
lim εκx  

Έζησ όηη ππάξρεη ην 
x
lim εκx  

Δπεηδή 1 εκx 1 δελ κπνξεί λα είλαη 
x
lim εκx ή  

Έζησ ινηπόλ 
x
lim εκx  

Σόηε 
π x u

x u
lim εκ(π x) lim εκu  

Όκσο εκ(π x) εκx
x x
lim εκ(π x) lim εκx 0 , δειαδή 

x
lim εκx 0  

Δίλαη ηώξα 
π

ζπλx εκ( x)
2

π
x u

2

x x x

π
lim ζπλx lim εκ( x) lim εκu 0

2
 

Όκσο 2 2 2 2

x
εκ x ζπλ x 1 lim (εκ x ζπλ x) 1 2 20 0 1 , άηνπν. 

Άξα δελ ππάξρεη ην 
x
lim εκx  

 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη δελ ππάξρνπλ ηα 
x
lim εκx  θαη 

x
lim ζπλx  

 

Με ηελ βνήζεηα ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο απνδεηθλύνπκε ηώξα όηη δελ ππάξρεη ην 

x 0

1
lim εκ

x
 

Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη δελ ππάξρεη ην 
x 0

1
lim εκ

x
 

Θέηνπκε 
1

u
x

, άξα 
x 0 x 0

1
lim u lim

x
, επνκέλσο 

ux 0

1
lim εκ lim εκu

x
 

Αλ δειαδή ππήξρε ην 
x 0

1
lim εκ

x
 ζα ππήξρε θαη ην 

u
lim εκu  πνπ όπσο απνδείμακε δελ 

ππάξρεη. 



2
η
 ΗΜΕΡΘΔΑ  ΓΘΑ ΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΘΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΘ΢ΜΟΤ ΣΗ΢  Γ΄ ΛΤΚΕΘΟΤ  21-4-2019 

 

΢ει. 18 

Έηζη δελ ππάξρεη ην 
x 0

1
lim εκ

x
 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη όηη δελ ππάξρεη θαη ην 
x 0

1
limζπλ

x
 

Μηα δηαθνξεηηθή απόδεημε κπνξεί λα δνζεί κε ηε βνήζεηα ελόο πνιύ ρξήζηκνπ 

ζεσξήκαηνο πνπ όκσο δελ πεξηέρεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν θαη δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί από ηνπο καζεηέο. 

Η απόδεημε ζηεξίδεηαη ζηελ παξαθάησ 

 

Πξόηαζε 

Έζησ ε ζπλάξηεζε f : A   

Αλ 
0x x

lim f(x)


 , ηόηε γηα θάζε αθνινπζία 
λ

(x ) κε 
λ

x Α  γηα θάζε *
λ Ν  θαη  

λ 0
limx = x  ζα είλαη  

λ
limf(x ) = . 

 

Αληίζηξνθα, αλ γηα θάζε αθνινπζία 
λ

(x ) κε 
λ

x Α  γηα θάζε *
λ Ν  θαη  

λ 0
limx = x  

είλαη 
λ

limf(x ) = , ηόηε 
0x x

lim f(x)


 . 

Αλ ινηπόλ γηα δύν αθνινπζίεο 
λ

(x )  θαη 
λ

(x )  κε 
λ

x Α , 
λ

x Α   γηα θάζε *
λ Ν  θαη 

λ 0
limx = x ,   

λ 0
limx x    ηζρύεη 

λ λ
limf(x ) limf(x ) ,  ηόηε ε f  δελ έρεη όξην ζην 

0
x . 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο κπνξνύκε λα απνδείμνπκε εύθνια όηη δελ 

ππάξρεη ην 
x 0

1
lim εκ

x
. 

Πξάγκαηη, πεδίν νξηζκνύ ηεο   
1

f (x) εκ
x

 είλαη ην 
*A . 

Aλ ζεσξήζνπκε ηηο αθνινπζίεο λ(x )   κε λ

1
x 0

2λπ
 θαη λ(x )  κε 

λ

1
x 0

π
2λπ

2

 

ηόηε λx Α  θαη λx Α  γηα θάζε *λ .  

Οη αληίζηνηρεο αθνινπζίεο ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

λf (x ) εκ(2λπ) 0 0    θαη  λ

π
f (x ) εκ(2λπ ) 1 1

2
 

Δπνκέλσο δελ ππάξρεη ην 
x 0

1
lim εκ

x
. 

 

Πνιύ ρξήζηκα όξηα πνπ ζπλαληνύκε ζε πνιιέο αζθήζεηο είλαη ηα 
x

εκx
lim 0

x
  θαη 

x

ζπλx
lim 0

x
  θαη γεληθόηεξα

λ
x

εκx
lim 0

x
 , 

λ
x

ζπλx
lim 0

x
  όπνπ *λ Ν  

 

Γίλνπκε ηηο απνδείμεηο ηνπο 

Γηα θάζε *x ηζρύεη 
εκx 1 1

εκx
x x x

1 εκx 1

x x x
   (1) 

Όκσο 
x

1
lim 0

x
 θαη 

x

1
lim 0

x
 



Νικ. Θωσηφίδης:  ΑΝΑΛΤ΢Η Γ΄ ΛΤΚΕΘΟΤ.  ΢ΗΜΕΘΑ  ΠΟΤ  ΥΡΕΘΑΖΟΝΣΑΘ  ΘΔΘΑΘΣΕΡΗ ΠΡΟ΢ΟΥΗ 

΢ει. 19 

΢ύκθσλα ινηπόλ κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο από ηελ (1) βξίζθνπκε όηη είλαη θαη 

x

εκx
lim 0

x
 

Όκνηα απνδεηθλύνληαη θαη νη ππόινηπεο ηδηόηεηεο. 

 

 

1) Ύπαξμε νξίνπ αζξνίζκαηνο, δηαθνξάο θ.ι.π 

 

Η πξόηαζε: 

 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g έρνπλ όξην ζην 
0

x   , ηόηε θαη ε ζπλάξηεζε f g  έρεη 

όξην ζην 
0

x  θαη ηζρύεη 
0 0 0x x x x x x

lim[f(x) g(x)] = lim f(x) lim g(x)
  

   

δελ ηζρύεη πάληνηε. 

Γηα ηνλ ίδην ιόγν δελ ηζρύνπλ θαη νη πεξηζζόηεξεο ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ κε ηνλ ηξόπν 

πνπ αλαθέξνληαη ζην ζρνιηθό βηβιίν (όξην δηαθνξάο, γηλνκέλνπ θ.ι.π).  

Γηα λα ηζρύεη ε παξαπάλσ πξόηαζε πξέπεη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g λα νξίδνληαη ζηελ 

ίδηα πεξηνρή ηνπ 0x . Αλ ε f νξίδεηαη αξηζηεξά ηνπ 0x  θαη ε g νξίδεηαη δεμηά ηνπ 0x , ε 

παξαπάλσ ηζόηεηα δελ έρεη λόεκα. 

 

΢ηα επόκελα, γηα απινύζηεπζε, όηαλ ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ f θαη g ζην L, ζα 

ζεσξνύκε όηη νη f θαη g νξίδνληαη ζηελ ίδηα πεξηνρή ηνπ L, ώζηε λα ππάξρνπλ ηα 

όξηα ησλ ζπλαξηήζεσλ f g , f g  ,   f g ,   
f

g
   θ.ι.π 

 

2) Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g δελ έρνπλ όξην ζην L, είλαη δπλαηό θάπνηεο από ηηο 

ζπλαξηήζεηο f g  , f - g , f g  , 
f

g
 θαη άιινη ζπλδπαζκνί ησλ f θαη g λα έρνπλ όξην 

ζην L. 

π.ρ αλ   
1

f (x)
x

, *x   θαη 
1

g(x) x
x

, *x   ηόηε νη f θαη g δελ έρνπλ όξην 

ζην 0, αθνύ  
x 0
lim f (x) , ελώ 

x 0
lim f (x)  θαζώο επίζεο θαη  

x 0
lim g(x) , ελώ 

x 0
lim g(x)  

Όκσο 
x 0 x 0
lim[f (x) g(x)] limx 0   

Αλάινγα παξαδείγκαηα κπνξνύλ λα δνζνύλ θαη γηα ηηο f g  ,  f g ,  
f

g
 

 

3) Αλ ε f έρεη όξην ζην  όηαλ  x L  θαη ε g δελ έρεη όξην ζην  όηαλ  x L  

ηόηε νη f g  θαη f - g  δελ έρνπλ όξην ζην  όηαλ  x L .  

Γελ ηζρύεη ην ίδην θαη γηα ηηο f g  θαη 
f

g
 πνπ κπνξεί λα έρνπλ όξην (κπνξεί θαη όρη). 
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΢ει. 20 

Πξάγκαηη, αλ ζέζνπκε  h f g ,  ηόηε, αλ ε h είρε όξην ζην  θαη ε g h f  ζα 

είρε όξην ζην  όηαλ  x L , πξάγκα άηνπν. Άξα ε h δελ έρεη όξην ζην  όηαλ  

x L . 

 

Όκνηα απνδεηθλύεηαη όηη θαη ε f g  δελ έρεη όξην ζην  όηαλ  x L . 

 

Η f g  κπνξεί λα έρεη όξην. Αλ π.ρ είλαη  2f (x) x  , x    θαη 
1

g(x)
x

, *x  

επεηδή  
x 0
lim g(x) θαη 

x 0
lim g(x)  δελ ππάξρεη ην 

x 0
limg(x)  

Όκσο ην 
x 0x 0

lim[f (x) g(x)] limx 0  

 

Παξαηήξεζε 

Σν όηη δελ ππάξρνπλ ηα όξηα θάπνησλ ζπλαξηήζεσλ δελ απνθιείεη λα ππάξρνπλ όξηα 

ζπλαξηήζεσλ πνπ πεξηέρνπλ ηηο παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο. Έηζη, θάπνηα γλσζηά όξηα 

είλαη ηα 
x 0

1
lim(xεκ ) 0

x
,   

x 0

1
lim(xζπλ ) 0

x
 θαη γεληθόηεξα   α

x 0

1
lim(x εκ ) 0

x
  θαη  

α

x 0

1
lim(x ζπλ ) 0

x
 όπνπ α 0  ελώ δελ ππάξρνπλ ηα 

x 0

1
lim εκ

x
 θαη  

x 0

1
limζπλ

x
 όπσο 

έρνπκε απνδείμεη. 

 

Γελ κπνξνύκε όκσο λα γξάςνπκε  

x 0

1
lim(xεκ )

x
  

x 0 x 0

1
lim x lim εκ

x
  

x 0

1
0 lim εκ 0

x
, αθνύ ην 

x 0

1
lim εκ

x
δελ ππάξρεη. 

 

Η απόδεημε ηνπ παξαπάλσ γίλεηαη κε ην θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο, γλσζηό αιιηώο σο 

ζεώξεκα Sandwich. 

 

Ιζρύεη: 
1

xεκ
x

  
1

x xεκ
x

x
1

x xεκ x
x

 θαη επεηδή 

x 0
lim( x ) 0  θαη 

x 0
lim x 0  πξνθύπηεη όηη 

x 0

1
lim(xεκ ) 0

x
 

 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύνληαη θαη νη άιιεο ηδηόηεηεο. 

 

4) Αλ ππάξρνπλ ηα 
1

x L
limf(x)


   θαη 
2

x L
lim[f(x) g(x)]


   ηόηε ππάξρεη θαη 

ην 
x L
limg(x)


  

Πξάγκαηη, 2 1
x L x L
limg(x) lim[(f(x) g(x)) f(x)]
 

       

 

Όκνηα, αλ ππάξρνπλ ηα 1
x L
limf (x)


   θαη 2
x L
lim[f(x) g(x)]


   , ηόηε ππάξρεη 

θαη ην 1 2
x L x L
limg(x) lim[(f (x) (f (x) g(x))]
 

       
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Αλ ππάξρνπλ ηα 
1

x L
limf (x) *


   θαη 
2

x L
lim[f(x) g(x)]


   , ηόηε ππάξρεη θαη ην 

2

x L x L
1

f (x) g(x)
limg(x) lim

f (x) 


    

Αλ όκσο 
1 0 , δελ ππάξρεη ζίγνπξα ην 

x L
limg(x)


 όπσο θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα πνπ 

αθνινπζεί. 

 

Έζησ f (x) x  θαη 
1

g(x) εκ
x

  

Δίλαη ηώξα 
x 0
limf (x) 0


  θαη 
x 0 x 0

1
lim[f(x) g(x)] lim(xεκ ) 0

x 
    

Όκσο ην 
x 0 x 0

1
limg(x) lim εκ

x 
  δελ ππάξρεη όπσο έρνπκε εμεγήζεη. 

Όκνηα, αλ ππάξρεη ην 
1

x L
limf (x)


   θαη ην 2
x L

f(x)
lim *

g(x)
  , ηόηε ππάξρεη θαη ην 

1

x L
2

limg(x)


  

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Σα παξαπάλσ ηζρύνπλ κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη όια ηα παξαπάλσ όξηα αλήθνπλ ζην . 

Αλ 
x L
limf (x)


   θαη 
x L
lim[f(x) g(x)]


   , δελ πξνθύπηεη όηη ππάξρεη ην 
x L
limg(x)


  

Αλ π.ρ f (x) 2x  θαη g(x) εκx , ηόηε 
x
lim f (x)


   θαη 

f (x) g(x) 2x εκx   
εκx

x(2 )
x

  θαη επεηδή 
x

εκx
lim 0

x
  όπσο έρνπκε απνδείμεη, 

ζα είλαη 
x
lim[f(x) g(x)] ( ) 2


      . 

Όκσο ην 
x x
lim g(x) lim εκx
 

  δελ ππάξρεη όπσο έρνπκε εμεγήζεη.  

Αληίζηνηρα ηζρύνπλ θαη γηα ηηο άιιεο πεξηπηώζεηο όηαλ ηα όξηα δελ αλήθνπλ ζην . 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Αλ 
x L
lim[f (x) g(x)] 0


  , δελ πξνθύπηεη όηη  
x L
limf (x) 0


  ή 
x L
limg(x) 0


  

Πξάγκαηη, γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  

 
2x αλ x 0

f (x) 1
αλ 0

x

 


 




               θαη     
2

1
αλ x 0

g(x) x

x αλ x 0




 
 

 

Ιζρύεη: f (x) g(x) x x *    , άξα 
x 0 x 0
lim(f (x) g(x)) limx 0
 

    

Όκσο δελ ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ f θαη g  ζην 0, αθνύ 2

x 0 x 0
lim f (x) lim x 0

  
  , ελώ 

x 0 x 0

1
lim f (x) lim

x  
    

Όκνηα θαη γηα ηελ g. 

 



2
η
 ΗΜΕΡΘΔΑ  ΓΘΑ ΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΘΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΘ΢ΜΟΤ ΣΗ΢  Γ΄ ΛΤΚΕΘΟΤ  21-4-2019 

 

΢ει. 22 

Απνδείμακε όηη 

 

Αλ ππάξρεη ζην ην 
x L
limf(x)


 ελώ δελ ππάξρεη ζην ην 
x L
limg(x)


, ηόηε δελ ππάξρεη 

ζην  ην 
x L
lim[f(x) g(x)]


   

 

Έζησ ηώξα δύν ζπλαξηήζεηο  ε(x) θαη δ(x) , ώζηε ε ε(x)  λα έρεη όξην ζην όηαλ 

x L , ελώ ε δ(x)  δελ έρεη όξην ζην  όηαλ x L  

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, νη ζπλαξηήζεηο  

f (x) ε(x) δ(x)   θαη  

g(x) ε(x) δ(x)   

δελ έρνπλ όξην ζην  όηαλ x L  

Όκσο ε ζπλάξηεζε f (x) g(x) 2ε(x)  έρεη όξην ζην όηαλ x L  

 

Όκνηα, ελώ νη ζπλαξηήζεηο  

f (x) 2ε(x) δ(x)   θαη  

g(x) ε(x) δ(x)   

δελ έρνπλ όξηα ζην  όηαλ x L , ε ζπλάξηεζε f (x) g(x) ε(x)   έρεη όξην ζην 

όηαλ x L  

 

5) Έλα πνιύ ρξήζηκν ζεώξεκα πνπ κπνξεί λα απνδεηθλύεη πην γξήγνξα ηηο 

πξνεγνύκελεο πξνηάζεηο είλαη ην παξαθάησ 

 

Αλ 
0x x

lim f(x) 0


  θαη ε ζπλάξηεζε g είλαη θξαγκέλε θνληά ζην 
0

x , δειαδή ππάξρεη  

Μ 0  ηέηνηνο ώζηε g(x) M  θνληά ζην 
0

x ,  ηόηε 
0x x

lim[f(x) g(x)] 0


   

 

Πξάγκαηη,  |f(x).g(x)| = |f(x)|.|g(x)| |f(x)| M  -M|f(x)| f(x) g(x) M|f(x)| θαη 

επεηδή 
0x x

lim (-M|f(x)|) = 0  θαη 
0x x

lim (M|f(x)|) = 0  ζπκπεξαίλνπκε όηη είλαη θαη 

0x x
lim[f (x) g(x)] 0  

 

Η ίδηα πξόηαζε ηζρύεη θαη όηαλ x  ή x   

 

Έηζη π.ρ επεηδή 
x

1
lim 0

x
  θαη ε ζπλάξηεζε εκx  είλαη θξαγκέλε θνληά ζην  

(δειαδή ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  (α, ) ),  ζα είλαη:  

x x

εκx 1
lim ( ) lim ( εκx) 0

x x
 

Με ηνλ ίδην ηξόπν απνδεηθλύεηαη όηη 
x

εκx
lim ( ) 0

x
   θαη  

x

ζπλx
lim ( ) 0

x
   

θαη γεληθόηεξα 
λx

εκx
lim ( ) 0

x
    θαη  

λx

ζπλx
lim ( ) 0

x
,  όπνπ *λ Ν  
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Όκνηα, επεηδή 
x

1
lim 0

x
 θαη ζπλ3x 1 γηα θάζε x , ζα είλαη θαη 

x

1
lim ( ζπλ3x) 0

x
 

 

6) ΢σζηή ρξήζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ νξίσλ  

 

΢πλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα εθαξκόδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ αξρηθά κόλν ζε έλα 

ηκήκα ηεο ζπλάξηεζεο θαη θαηόπηλ ζην ππόινηπν ηκήκα ηεο. Κάηη ηέηνην δελ είλαη 

ζσζηό όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ  

 

Παξάδεηγκα 

Δίλαη: 
2

x 1 x 1 x 1

x x x(x 1)
lim lim lim x 1

x 1 x 1
 (ζσζηή εθαξκνγή ησλ ηδηνηήησλ) 

 

Αλ εθαξκόζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ κόλν ζηνλ όξν 
2x   ηνπ αξηζκεηή, δει. 

πάξνπκε αξρηθά  2

x 1
lim x 1  θαη κεηά εθαξκόζνπκε ηηο ηδηόηεηεο ζην ππόινηπν ηκήκα 

ηεο ζπλάξηεζεο ζα έρνπκε δηαδνρηθά: 
2

x 1 x 1

x x 1 x
lim lim 1

x 1 x 1
  

 

Αλ ηώξα πάξνπκε ην όξην κόλν ζηνλ όξν x ηνπ αξηζκεηή, δειαδή πάξνπκε 
x 1
lim x 1   

ζα έρνπκε: 
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

x x x 1 (x 1)(x 1)
lim lim lim lim(x 1) 2

x 1 x 1 x 1
 

 

7) Παξάδεηγκα όπνπ δελ ηζρύεη ν θαλόλαο αληηθαηάζηαζεο 

Δίλαη γλσζηό ην ζεώξεκα ηεο αληηθαηάζηαζεο θαηά ην νπνίν: 

Αλ 
0

0
x x
limg(x) u


  , 
0u u

lim f (u)


  θαη 0g(x) u θνληά ζην 0x , ηόηε 

0 0x x u u
lim f (g(x)) lim f (u)
 

   

Καη ελώ ππάξρνπλ πνιιέο αζθήζεηο ηνπ ηύπνπ απηνύ, δει. όξηα κε αληηθαηάζηαζε ηεο 

κεηαβιεηήο κε κηα λέα κεηαβιεηή, ζπάληα βιέπνπκε παξαδείγκαηα όπνπ 

0g(x) u θνληά ζην 0x . 

Γίλνπκε εδώ δύν παξαδείγκαηα. ΢ην 1
ν
 εθαξκόδεηαη ην παξαπάλσ ζεώξεκα, ζην 2

ν
 όρη. 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g νξίδνληαη σο εμήο: 
2x αλ x 1

f (x)
2 αλ x 1

 
 


     θαη   g(x) x 2   

Δίλαη 
x 3
limg(x) 5


  θαη g(x) 5 θνληά ζην 3 

Άξα (ηζρύεη ην ζεώξεκα ηεο αληηθαηάζηαζεο).  

Γει. 
x 3 u 5
limf (g(x)) limf (u) 2

u 5
limu 25  
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Παξάδεηγκα 2
ν
  

Έζησ ηώξα νη ζπλαξηήζεηο 
2x αλ x 1

f (x)
2 αλ x 1

 
 


    θαη    

1 αλ x 4
g(x)

x 2 αλ x 4


 

 
 

Δίλαη πάιη 
x 3 x 3
limg(x) lim1 1
 

  , αιιά εδώ είλαη g(x) 1  θνληά ζην 3. 

Δδώ ινηπόλ ην ζεώξεκα ηεο αληηθαηάζηαζεο δελ ηζρύεη. 

 

Δίλαη f (g(x)) f (1) 2   θνληά ζην 3, άξα 
x 3
limf (g(x)) 2


  

 

Αλ εθαξκόζνπκε ην ζεώξεκα ηεο αληηθαηάζηαζεο βξίζθνπκε ην ιάζνο όξην 
2

x 3 u 1 u 1
limf (g(x)) limf (u) limu 1
  

    

 

8) Σν θξηηήξην ηεο παξεκβνιήο γηα πεπεξαζκέλα όξηα ηζρύεη θαη γηα κε 

πεπεξαζκέλα όξηα, δειαδή:  

 

Αλ g(x) f(x) h(x)   θνληά ζην L θαη 
x L x L
limg(x) lim h(x)
 

    ηόηε ζα είλαη θαη 

x L
limf(x)


   

 

Αληίζηνηρα, αλ g(x) f(x) h(x)   θνληά ζην L θαη 
x L x L
limg(x) lim h(x)
 

    ηόηε ζα 

είλαη θαη 
x L
limf(x)


   

 

Σν θξηηήξην απηό κπνξεί όκσο λα πάξεη κηα απινύζηεξε κνξθή, δειαδή ηζρύεη ε 

παξαθάησ 

 

Πξόηαζε  

Αλ f(x) g(x)  θνληά ζην L θαη 
x L
limg(x)


   ηόηε ζα είλαη θαη 
x L
limf(x)


   

 

Αληίζηνηρα,  

 

Αλ f(x) g(x)  θνληά ζην L θαη 
x L
limg(x)


    ηόηε ζα είλαη θαη 
x L
limf(x)


   

 

Πξάγκαηη, αλ f(x) g(x)  θνληά ζην L θαη 
x L
limg(x)  ζα είλαη g(x) > 0  θνληά 

ζην L, άξα θαη f(x) > 0  θνληά ζην L.  

Δπνκέλσο f(x) g(x)   
1 1

0
f (x) g(x)

 θαη επεηδή 
x L

1
lim 0

g(x)
, ζα είλαη θαη 

x L

1
lim 0

f (x)
  θαη επεηδή f(x) > 0  θνληά ζην L, ζα είλαη 

x L
limf (x)   
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Γηα ηελ απόδεημε ηεο 2
εο

 παξαηεξνύκε όηη f(x) g(x)   -f(x) -g(x)  θαη επεηδή 

x L
lim( g(x))  ζα είλαη θαη 

x L
lim( f (x))   άξα 

x L
limf (x)  

 

Γίλνπκε κεξηθά παξαδείγκαηα πνπ ζηεξίδνληαη ζηηο παξαπάλσ πξνηάζεηο. 

 

α) Δπεηδή:  2 22x 3εκ2x 2x 3 θαη 2

x
lim (2x 3) , ζα είλαη θαη  

2

x
lim (2x 3εκ2x)  

΢ην παξάδεηγκα απηό, ην 
x
lim εκ2x  δελ ππάξρεη, όκσο ππάξρεη ην 2

x
lim (2x 3εκ2x)  

 

β) Γηα ηε ζπλάξηεζε 
2εκx 1

f (x) 3x
ζπλx 2

  έρνπκε:   

εκx 1
2

x xf (x) x 3
ζπλx 2

  (1) 

Δπεηδή ηώξα: 

ζπλx 1 
1

1
ζπλx 2

 δειαδή ε ζπλάξηεζε 
1

ζπλx 2
 είλαη θξαγκέλε ζην , 

x

εκx 1
lim (2 ) 0

x x
, ζα είλαη: 

x

εκx 1
2

x xlim
ζπλx 2 x

εκx 1 1
lim (2 ) 0

x x ζπλx 2
 

(γηλόκελν κεδεληθήο επί θξαγκέλεο), άξα 

x

εκx 1
2

x xlim x 3 (3 0)
ζπλx 2

  

΢ην παξάδεηγκα απηό, κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ην 
x
lim

2εκx 1

ζπλx 2
δελ ππάξρεη, όκσο 

ππάξρεη ην όξην ηεο  f  ζην  

 

γ) 
2

2x

x xεκ2x
lim

2x xζπλ3x 1

2

x 2

2

εκ2x
x (1 )

xlim
ζπλ3x 1

x (2 )
x x

x

2

εκ2x
1

xlim
ζπλ3x 1

2
x x

 

1 0 1

2 0 0 2
  

 

Δδώ δελ κπνξνύκε λα θάλνπκε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο κε ηνπο κεγηζηνβάζκηνπο όξνπο, 

επεηδή δελ νξίζηεθε βαζκόο γηα ην xεκ2x  θαη ε ζπλάξηεζε 
2

2

x xεκ2x
f (x)

2x xζπλ3x 1
 

δελ είλαη ξεηή ζπλάξηεζε. 
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9) Μηα πνιύ ρξήζηκε πξόηαζε πνπ δελ αλαθέξεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν, γίλεηαη όκσο 

πνιύ ζπρλά ρξήζε ηεο, είλαη ε παξαθάησ: 

 

 

Αληίζηξνθα ζεσξεκάησλ 

 

Δίλαη γλσζηό όηη αλ 
x L
limf (x)


  ηόηε 
x L
lim f (x)


  

Σν αληίζηξνθν δελ ηζρύεη πάληνηε. Αλ δειαδή 
x L
lim f (x)


  δελ ηζρύεη όηη 

x L
limf (x)


   ή 
x L
limf (x)


    

 

Π.ρ γηα ηελ ζπλάξηεζε 
2 αλ x 1

f(x)
2 αλ x 1

 
 


 

 

Ιζρύεη f (x) 2 x   , άξα 
x 1 x 1
lim f (x) lim2 2
 

   

Όκσο δελ ππάξρεη ην 
x 1
limf (x)


, αθνύ 
x 1 x 1
lim f (x) lim( 2) 2

  
    , ελώ 

x 1 x 1
lim f (x) lim 2 2

  
  , δειαδή 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x)

  
  

 

Ζ πξόηαζε όκσο ηζρύεη θαη αληίζηξνθα ζηελ πεξίπησζε πνπ 0  δει.  

 

x L x L
limf(x) 0 lim f(x) 0
 

    

 

Πξάγκαηη, αλ 
x L
lim f (x) 0


 , ηόηε επεηδή f(x) f (x) f(x)   , ζύκθσλα κε ην θξηηήξην 

ηεο παξεκβνιήο ζα είλαη θαη 
x L
limf (x) 0


  

 

΢ρεηηθή πξόηαζε είλαη θαη ε παξαθάησ: 

 

Αλ 2 2

x L x L
limf (x) limf (x)
 

    

Σν αληίζηξνθν ηζρύεη κόλνλ όηαλ 0  

 

Ηζρύεη δειαδή 
2

x L x L
limf(x) 0 limf (x) 0
 

    

 

Πξάγκαηη: 2

x L x L x L x L
limf (x) 0 lim f (x) 0 lim | f (x) | 0 limf (x) 0  

 

Μηα άιιε πνιύ ρξήζηκε πξόηαζε ζηα όξηα είλαη απηή πνπ αθνινπζεί: 

 

Αλ 
x L
lim


f (x)

g(x)
     θαη  

x L
limg(x) 0


  ηόηε ζα είλαη θαη 
x L
limf(x) 0


  

 

Πξάγκαηη, αλ ζέζνπκε:  
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f (x)
h(x)

g(x)
 f(x) = h(x)g(x)  

x L x L
limf (x) lim[f (x)g(x)] 0 0  

 

10)  Γύν άιιεο επίζεο ζεκαληηθέο πξνηάζεηο είλαη νη παξαθάησ: 

 

 Αλ 
x L
limf(x)


   θαη ε g είλαη θξαγκέλε θνληά ζην L, ηόηε  

x L
lim[f(x) + g(x)] = +


  

 

 Αλ 
x L
limf(x)


   θαη ε g είλαη θξαγκέλε θνληά ζην L, ηόηε  

x L
lim[f(x) g(x)]


    

 

Πξάγκαηη, είλαη: 
x L x L

g(x) 1
lim lim g(x) 0

f (x) f (x)
 δηόηη ε g είλαη θξαγκέλε θνληά ζην L 

θαη 
x L
lim

1
0

f (x)
 

Άξα: 
x L x L

g(x)
lim[f (x) g(x)] lim f (x)(1 )

f (x)
(1 0)  

Όκνηα απνδεηθλύεηαη θαη ε 2
ε
 πξόηαζε 

 

Δηδηθή πεξίπησζε έρνπκε όηαλ 
x L
limg(x) νπόηε ε g είλαη θξαγκέλε θνληά ζην L. 

 

11) Αληζόηεηεο θαη όξηα 

 

Ιζρύεη ε εμήο πξόηαζε: 

 

Αλ f(x) g(x)   θνληά ζην L θαη ππάξρνπλ ζην  ηα όξηα ησλ f  θαη g, ηόηε: 

x L x L
limf(x) limg(x)
 

  

 

Δδώ γίλεηαη κηα παξαλόεζε: Κάπνηνη καζεηέο ζεσξνύλ όηη ε παξαπάλσ πξόηαζε 

αλαιύεηαη ζηηο εμήο δύν πξνηάζεηο: 

 

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf(x) limg(x)
 

   θαη  

 Αλ  f(x) g(x)  ηόηε:  
x L x L
limf(x) limg(x)
 

  

 

Γελ είλαη όκσο έηζη. 

Δίλαη θαλεξό όηη αλ f(x) = g(x) θνληά ζην L ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x)  

Όκσο αλ f(x) g(x) θνληά ζην L ηόηε:  
x L x L
limf (x) limg(x) , δειαδή κπνξεί λα ηζρύεη 

ην =  θαη όρη ην < . 

 

Σν παξαθάησ παξάδεηγκα δείρλεη ηελ αιήζεηα ησλ παξαπάλσ.  



2
η
 ΗΜΕΡΘΔΑ  ΓΘΑ ΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΘΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΘ΢ΜΟΤ ΣΗ΢  Γ΄ ΛΤΚΕΘΟΤ  21-4-2019 

 

΢ει. 28 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο  4f(x) = x , x   θαη 2g(x) = x ,  x   ηζρύεη: 

4 2 2 2f(x) - g(x) = x  -  x  = x (x -1) =  2x (x-1)(x+1) < 0 , άξα f(x) g(x) γηα θάζε 

x ( 1,0) (0,1)  δειαδή θνληά ζην 0. Όκσο 
x 0 x 0
limf (x) 0 limg(x)  
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΢ΤΝΔΥΔΗΑ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ΢ 
 

1) Η ζπλέρεηα κηαο ζπλάξηεζεο  f : A  νξίζηεθε ζην ζρνιηθό βηβιίν σο εμήο: 

 

 Ζ f  ιέγεηαη ζπλερήο ζην ζεκείν 
0

x A  αλ 
0

0
x x
lim f(x) f (x )


  

 Ζ f ιέγεηαη ζπλερήο ζην αλνηρηό δηάζηεκα (α,β) , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζε 

θάζε ζεκείν ηνπ (α,β)  

 Ζ f ιέγεηαη ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην 

αλνηρηό δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x α

lim f(x) f(α)


  θαη 
x β

lim f(x) f (β)


  

 Ζ f ιέγεηαη ζπλερήο δηάζηεκα [α,β)  , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό 

δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x α

lim f(x) f(α)


  

 Ζ f ιέγεηαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα (α,β] , αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην αλνηρηό 

δηάζηεκα (α,β)  θαη επηπιένλ 
x β

lim f(x) f (β)


  

 Ζ f ιέγεηαη ζπλερήο, αλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ Α. 

 

΢ύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο, ζπλέρεηα ηεο  f  δελ λνείηαη ζε ζύλνιν πνπ δελ 

είλαη δηάζηεκα, π.ρ ζην (α,β) (β,γ)  πξάγκα πνπ βιέπνπκε ζπρλά εμαηηίαο 

παιαηόηεξσλ νξηζκώλ πνπ δελ ηαπηίδνληαη κε απηόλ ηνπ ησξηλνύ ζρνιηθνύ βηβιίνπ.   

 

Οη νξηζκνί όπσο δόζεθαλ νδεγνύλ κεξηθέο θνξέο ζε ζπκπεξάζκαηα πνπ δελ 

αθνύγνληαη ζσζηά, είλαη όκσο απόιπηα ζσζηά. Σα παξαθάησ ζρήκαηα επεμεγνύλ ηηο 

πεξηπηώζεηο απηέο. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα 1, ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β] , όκσο δελ είλαη ζπλερήο νύηε ζην 

α, νύηε ζην β. 

 

΢ην ζρήκα 2, ε f είλαη ζπλερήο ζηα δηαζηήκαηα 1Γ [α,β]  θαη 2Γ (β, γ] , δελ είλαη 

όκσο ζπλερήο ζην δηάζηεκα 1 2Γ Γ Γ [α,γ]  
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΢ει. 30 

 
 

2) Eπέθηαζε ηνπ Θ. Bolzano 

 

΢πρλά ην ζ. ηνπ Bolzano εκθαλίδεηαη κε ηελ εμήο κνξθή:  

 

Ζ f  είλαη ζπλερήο ζην [α,β]   θαη f (α) f(β) 0   

΢ηελ πεξίπησζε απηή ηζρύεη όηη ππάξρεη μ [α,β]   κε  f (μ) 0  

 

Πξάγκαηη,  

 αλ f (α) f (β) 0  ηόηε ππάξρεη μ (α,β)  κε  f(μ) = 0  

 αλ f (α) f (β) 0  ηόηε  f(α) = 0  ή  f(β) = 0  

΢ε θάζε πεξίπησζε ππάξρεη μ [α,β]   κε  f(μ) = 0  

 

3) Μηα δηαθνξεηηθή κνξθή ηνπ ζ. ηνπ Bolzano 

Αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην (α,β)   θαη 
x α x β

lim f(x) lim f(x) 0
  

   ηόηε ππάξρεη μ (α,β)   

κε  f (μ) 0  

 

Πξάγκαηη, έζησ 
x α
lim f (x) 0  θαη 

x β
lim f (x) 0  

Δπεηδή 
x α
lim f (x) 0  ππάξρεη δηάζηεκα (α, γ)  κε f(x) < 0  γηα θάζε x (α, γ)  

Δπίζεο, επεηδή 
x β
lim f (x) 0  ππάξρεη δηάζηεκα (δ,β)  κε f(x) > 0  γηα θάζε x (δ,β)  

Αλ ινηπόλ επηιέμνπκε 1x (α, γ)  κε  1f(x ) < 0  θαη 2x (δ,β)  κε 2f(x ) > 0  θαη 1 2x x , 

ηόηε 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην 1 2[x , x ]  

 1 2f(x ) f(x ) <0  

ζύκθσλα επνκέλσο κε ην ζ. ηνπ Bolzano, ππάξρεη 1 2μ (x , x )  άξα θαη μ (α,β)  κε  

f (μ) 0  

 

4) Σν ζ. Bolzano εμαζθαιίδεη κε θάπνηεο πξνϋπνζέζεηο όηη ππάξρεη μ (α,β)  κε  

f (μ) 0 . 
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Έλα ζπλεζηζκέλν ιάζνο είλαη λα ζεσξνύκε όηη όηαλ δελ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο 

ηνπ ζεσξήκαηνο, δελ ππάξρεη μ (α,β)  κε f (μ) 0 .  

 

Όηαλ δελ ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο, κπνξεί λα ππάξρνπλ ζεκεία πνπ κεδελίδνπλ ηελ f 

όπσο δείρλνπκε ζηα παξαθάησ ζρήκαηα. 

 

΢ην ζρ. 1 ε f είλαη ζπλερήο ζην [α,β]  θαη f(α) f(β) >0 , όκσο ππάξρνπλ δύν ζεκεία 
1μ  

θαη 
2μ  πνπ κεδελίδνπλ ηελ f. 

 

΢ην ζρ. 2 δελ ηζρύεη θακία πξνϋπόζεζε ηνπ ζεσξήκαηνο, δειαδή ε f δελ είλαη ζπλερήο 

ζην ζεκείν 0x [α,β]   θαη  f(α) f(β) > 0 .  Πάιη όκσο ππάξρεη έλα ζεκείν μ (α,β)   κε  

f (μ) 0  

 

 
 

5) Γύν ρξήζηκα ζεσξήκαηα ζρεηηθά κε ηε ζπλέρεηα πνπ δελ πεξηέρνληαη ζην ζρνιηθό 

βηβιίν, πνιιέο θνξέο όκσο απαζρόιεζαλ καζεηέο θαη ζπλαδέιθνπο είλαη ηα εμήο: 

 

α) Αλ ε  f : A   είλαη ζπλερήο  θαη αληηζηξέςηκε,  ηόηε ε 
1

f


  είλαη ζπλερήο ζην  

f (A) . 

 

β) Αλ ε f : A  είλαη ζπλερήο θαη 1 1 , ηόηε ε f είλαη γλ. κνλόηνλε. 

 

Η πξόηαζε (α) ρξεηάζηεθε ζε ζέκα ησλ Παλειιαδηθώλ εμεηάζεσλ ηνπ 2003 ζην νπνίν 

δεηνύληαλ εκβαδόλ κεηαμύ ηεο 1f
c  θαη θάπνησλ άιισλ γξακκώλ. Γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηνπ αληίζηνηρνπ νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο, έπξεπε νη ππνςήθηνη λα γλσξίδνπλ όηη ε 
1f  είλαη ζπλερήο. Απηό βέβαηα δελ ηνπο εκπόδηζε λα ην ζεσξήζνπλ έηζη θαη λα θάλνπλ 

ζσζηή ιύζε. 

 

Σν αληίζηξνθν ηνπ (β) είλαη γλσζηό κε ηελ εμήο κνξθή: 

 

Αλ ε f είλαη γλ. κνλόηνλε ζην δηάζηεκα Γ, ηόηε ε f είλαη 1 1 .  

 

Αλ θαη ε πξόηαζε απηή είλαη πνιύ ρξήζηκε θαη ε απόδεημή ηεο πξνθαλήο, δελ 

πεξηέρεηαη σο πξόηαζε ζην ζρνιηθό βηβιίν θαη πξέπεη ε ρξήζε ηεο λα ζπλνδεύεηαη από 

ηελ απόδεημή ηεο. 

 

Η πξνϋπόζεζε όηη ε f είλαη 1 1 δελ αξθεί από κόλε ηεο γηα λα είλαη ε f  γλ. κνλόηνλε.  

Αλ όκσο είλαη θαη ζπλερήο, νη δύν πξνϋπνζέζεηο αξθνύλ γηα λα είλαη ε f  γλ. κνλόηνλε. 
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΢ει. 32 

Απνδεηθλύνπκε ηελ πξόηαζε (β) πνπ είλαη πεξηζζόηεξν ελδηαθέξνπζα. 

 

Έζησ όηη ε f δελ είλαη γλ. κνλόηνλε. Σόηε 

ππάξρνπλ 
1 2 3x , x , x  κε 

1 2 3x  < x  < x  θαη  

1 2f(x ) < f(x )   θαη  
2 3f(x ) > f(x )  ή  

1 2f(x ) > f(x )   θαη  
2 3f(x ) < f(x )  

(΢ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, αλ δειαδή γηα θάζε 

ηξηάδα 
1 2 3x , x , x  κε 

1 2 3x  < x  < x   ίζρπε 

1 2 3f(x ) < f(x ) < f(x )   ή  1 2 3f(x ) > f(x ) > f(x ) ,  ε f  ζα ήηαλ γλ. κνλόηνλε). 

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ππνζέηνπκε όηη  1 2f(x ) < f(x )    θαη  2 3f(x ) > f(x )   

Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο πάιη, έζησ 
1 3f(x ) < f(x )  

Αλ επηιέμνπκε έλα ζεκείν ε ηνπ δηαζηήκαηνο 3 2(f (x ),f (x ))  ζα είλαη θαη  

1 2ε (f (x ),f (x ))  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, ζα ππάξρνπλ ζεκεία 1 1 2μ (x , x )   θαη  

2 2 3μ (x ,x )  κε 1 2f (μ ) f (μ ) ε  θαη 1 2μ μ ,  πξάγκα άηνπν, δηόηη ε f είλαη 1 1 

Δπνκέλσο ε f είλαη γλ. κνλόηνλε.  
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ΠΑΡΑΓΩΓΟΗ 
 

 

΢ηε κειέηε ησλ παξαγώγσλ όηαλ ζα ρξεζηκνπνηνύκε ην ζύκβνιν 
0Γ  ζε ζπλδπαζκό κε 

ην δηάζηεκα Γ {α,β}  (βιέπε γηα ην ζύκβνιν απηό ζην θεθάιαην ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ ζ’ 

απηό ην άξζξν), ζα ελλννύκε όηη ην 0Γ  είλαη ην εζσηεξηθό ηνπ δηαζηήκαηνο Γ πνπ 

νξίδεηαη σο ην αλνηρηό δηάζηεκα κε ηα ίδηα άθξα κε ην Γ, δειαδή 

 

 αλ  Γ [α,β]   ή  Γ (α,β)    ή Γ [α,β)    ή  Γ (α,β]  ηόηε   0Γ (α,β)  

 αλ  Γ ( ,α]  ή Γ ( ,α)    ηόηε  0Γ ( ,α)   

 αλ  Γ [α, )  ή  Γ (α, )    ηόηε  0Γ (α, )  

 αλ  Γ ( , )   ηόηε  0Γ  

 

 

 

Πεδίν νξηζκνύ ηεο f  
Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο f  δελ κπνξεί λα βξεζεί από ηνλ ηύπν ηεο f . 

Αληίζηνηρα κε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζύλζεζεο  δύν ζπλαξηήζεσλ ή ηεο αληίζηξνθεο 

κηαο ζπλάξηεζεο, γηα λα νξίδεηαη ε f δελ αξθεί λα νξίδεηαη ν ηύπνο ηεο.  

 

Γηα λα αλήθεη έλα ζεκείν 
0

x  ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο f   πξέπεη  

 

α) Να νξίδεηαη ε f ζην 
0

x   

β) Να ππάξρεη ην  
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 θαη λα είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 

Δίλαη θαλεξό όηη ζηα κεκνλσκέλα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο f δελ έρεη λόεκα ε 

παξάγσγνο, αθνύ ε παξάγσγνο ηεο f ζην 0x  είλαη ην 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x
 θαη επνκέλσο 

γηα λα έρεη λόεκα απηό, πξέπεη ε f λα νξίδεηαη ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο 0(α, x ]  ή 

0[x ,β) .    

 

Έηζη π.ρ  

 

1) Γηα ηε ζπλάξηεζε f :A R κε A (1,5) {6}  κε  2f(x) = x είλαη  f (x) = 2x  γηα 

θάζε x (1,5) , ελώ δελ νξίδεηαη ην f (6)  αθνύ ην 6 είλαη κεκνλσκέλν ζεκείν ηνπ 
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΢ει. 34 

πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, δειαδή ζην ζύλνιν (6 1,6) (6,6 1) (5,6) (6,7)  δελ 

ππάξρεη ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο .  

Έηζη πεδίν νξηζκνύ ηεο f  είλαη ην (1,5)  

 

2) Η ζπλάξηεζε f(x) = lnx έρεη πεδίν νξηζκνύ ην A (0, )  θαη ηζρύεη 
1

f (x) = 
x

 

γηα θάζε x A .  Ο ηύπνο 
1

x
 νξίδεηαη θαη γηα x 0 , όκσο νη ηηκέο απηέο δελ αλήθνπλ 

ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο f . Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην A (0, )  

 

Οη πεξηζζόηεξεο γλσζηέο ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο ζηα πεδία νξηζκνύ 

ηνπο. 

 

Γηα ηελ ύιε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ, ζρεδόλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο είλαη παξαγσγίζηκεο. 

Δμαίξεζε απνηεινύλ νη ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη κε πεξηζζόηεξνπο ηνπ ελόο ηύπνπο 

νη νπνίεο ζηα ζεκεία αιιαγήο ηνπ ηύπνπ ηνπο κπνξεί λα κελ είλαη παξαγσγίζηκεο. ΢ηελ 

θαηεγνξία απηή ζα εληάμνπκε θαη ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ πεξηέρνπλ απόιπηεο ηηκέο. 

Δίλαη γλσζηό π.ρ όηη ε f(x) = |x|  , x  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0.  

 

3)  Έλα δηαθνξεηηθό, ραξαθηεξηζηηθό όκσο παξάδεηγκα είλαη ε ζπλάξηεζε  

f: [0,+ )    κε  f (x) x  

Η ζπλάξηεζε απηή είλαη παξαγσγίζηκε ζην A (0, ) , δελ είλαη όκσο 

παξαγσγίζηκε ζην 0. 

Πξάγκαηη, 
x 0

f (x) f (0)
lim

x 0 x 0

x
lim

x x 0

1
lim

x
  

 

Πξηλ πνύκε ηη ηζρύεη γεληθόηεξα, είλαη αλαγθαίν λα δώζνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο αf(x) = x   γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α. 

 

Σν πεδίν νξηζκνύ Α ηεο f είλαη ην εμήο: 

 

Αλ α  

 αλ 
*

α  ηόηε    Α   

 αλ α 0    ηόηε    
*

Α   

 

Αλ α  

 αλ α 0  ηόηε      Α [0, )   

 αλ α 0  ηόηε      Α (0, )   

 

Γηα ηελ παξαγσγηζηκόηεηα ηώξα ηεο αf (x) x  ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 

΢ε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ε  
α

f(x) = x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α, 

εθηόο από ηελ πεξίπησζε 0 α 1   νπόηε Α [0, )  . ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε f 

είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α (0, )   , αιιά δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 
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Πξάγκαηη, ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη: 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0

α

x 0

x
lim

x 1 αx 0

1
lim

x
 

 

Δηδηθή πεξίπησζε είλαη ε f (x) x  θαη γεληθόηεξα ε  λf (x) x , λ 2  

 

ΓΔΝΗΚΔΤ΢Ζ 

Δίλαη γλσζηό όηη αλ ε f : A  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  θαη ε g : B  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0f (x ) , ηόηε ε ζύλζεζε g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x  κε 

0 0 0(g f ) (x ) g (f (x ))f (x )  

 

Ση γίλεηαη όκσο αλ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  ή ε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 0f (x ) ;  

 

Ζ ζύλζεζε g f  κπνξεί λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x  θαη αλ αθόκε δελ ηζρύεη 

θακία από ηηο παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο. Μπνξεί θπζηθά θαη λα κελ είλαη. 

 

Γίλνπκε ηέζζεξα παξαδείγκαηα  ζηα νπνία θαηαθαίλεηαη ε αιήζεηα ησλ παξαπάλσ. 

 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 όπνπ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0
x  , ε g είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 
0

f (x )  θαη ε ζύλζεζε g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x . 

Η ζπλάξηεζε f (x) x έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α [0, )  θαη όπσο έρνπκε 

απνδείμεη  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

 

Η ζπλάξηεζε 2g(x) = x   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην B  θαη είλαη παξαγσγίζηκε ζην , 

άξα θαη ζην f (0) 0 . 

 

Η ζύλζεηε ζπλάξηεζε g f  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Γ [0, )  θαη  είλαη  
2

(g f)(x) = x x  γηα θάζε x Γ . 

 

Η g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζε νιόθιεξν ην Γ, άξα είλαη παξαγσγίζηκε θαη ζην 0. 

 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 όπνπ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0
x  , ε g δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 
0

f (x )   θαη ε ζύλζεζε g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x . 

 

Η ζπλάξηεζε f(x) = |x|  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α  θαη δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0. 
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΢ει. 36 

Η ζπλάξηεζε 
2

2x , αλ x 0
g(x)

x 1 , αλ x 0
  έρεη πεδίν νξηζκνύ ην  θαη δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην f (0) 0 , αθνύ δελ είλαη ζπλερήο ζην 0. 

Η ζύλζεζή ηνπο g f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Γ  θαη ηύπν: 
2 2(g f )(x) x 1 x 1 γηα θάζε x , επνκέλσο είλαη παξαγσγίζηκε ζην , 

άξα θαη ζην 0. 

 

 

Παξάδεηγκα 3
ν
  όπνπ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0
x , ε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 
0

f (x )  θαη  ε ζύλζεζε g f  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x . 

Η ζπλάξηεζε 23h(x) (x 1)  
1

2 3[(x 1) ]   
(2) 

Δίλαη ζύλζεζε ησλ ζπλαξηήζεσλ 3g(x) x  θαη 2f(x) = (x-1) , δειαδή h(x) = g(f(x))  

γηα θάζε x . 

 

Ζ f παξαγσγίδεηαη ζην , άξα θαη ζην 1, ε g όκσο δελ παξαγσγίδεηαη ζην  f (1) 0 . 

 

Γηα ηε ζύλζεζε 23h(x) g(f (x)) (x 1)  δελ πξνθύπηεη άκεζα ζπκπέξαζκα γηα ηελ 

παξαγσγηζηκόηεηά ηεο ζην 1. 

 

Σν αλ ε h είλαη ή όρη παξαγσγίζηκε ζην 1 πξέπεη λα εμεηαζηεί κε ηε βνήζεηα ηνπ 

νξηζκνύ. 

Δπεηδή:  
x 1

h(x) h(1)
lim

x 1
 

23

x 1

(x 1)
lim

x 1 3x 1

1
lim

x 1
, επνκέλσο 

ε h δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1. 

 

 

Παξάδεηγκα 4
ν
  όπνπ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0
x , ε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 
0

f (x )  θαη  ε ζύλζεζε g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x . 

Αληίζεηα κε ην 3
ν
 παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε 

43h(x) (x 1)  είλαη πάιη ζύλζεζε ησλ  

f :  κε 4f(x) = (x-1)   πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 θαη  

g :[0, )  κε 3g(x) x  πνπ δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην f (1) 0 . 

 

Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην f(1) = 0 αθνύ: 

                                                

2 Γελ κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

2

3f (x) (x 1)   θαζόζνλ ε παξάζηαζε 
23 (x 1)  νξίδεηαη γηα θάζε 

x, ελώ ε 

2

3(x 1)  νξίδεηαη κόλν ζην δηάζηεκα [1,  ) 
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x 1

h(x) h(1)
lim

x 1

43

x 1

(x 1)
lim

x 1

3

x 1
lim x 1 0  

x 1

h(x) h(1)
lim

x 1
 

43

x 1

(x 1)
lim

x 1

4
3

x 1

x 1
lim

x 1
3

x 1
lim( x 1 ) 0  

Άξα 
x 1

h(x) h(1)
lim 0

x 1
 θαη ε h είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 κε h (1) 0  . 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Γελ κπνξνύκε όκσο λα γξάςνπκε  h (1) = g (f(1)) f (1)     αθνύ δελ ππάξρεη ην  

g (f(1)) = g (0)   

 

Παξαηήξεζε 

Μπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ηελ h σο ζύλζεζε ησλ  

f :  κε f(x) = x-1  πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 θαη  

g :  κε 
3 4g(x) x  πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην f (1) 0  

Άξα ε h g f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 σο ζύλζεζε παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Δίλαη γλσζηό όηη αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  ηόηε θαη ε 
2f  είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 0x  κε 
0

2

x x 0 0(f (x)) 2f (x )f (x )
  . 

Σν αληίζηξνθν δελ αιεζεύεη. 

Αλ δειαδή ε 
2f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηόηε ε f δελ είλαη αλαγθαζηηθά 

παξαγσγίζηκε ζην 0x . 

Π.ρ ε f (x) x  δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0  (παξάδ. ζρνι.βηβιίνπ). Όκσο ε 

2 2f (x) x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0 κε f (0) 0  . 

 

Πην ζπγθεθξηκέλα ηζρύεη ην εμήο: 

 

Αλ 
0

f (x ) 0  θαη ε 
2

f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x , ηόηε θαη ε f είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην 
0

x . 

Απηό αηηηνινγείηαη σο εμήο: 

Έζησ 2g(x) f (x)  

Δπεηδή ε 
2f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , είλαη θαη ζπλερήο ζην 0x . 

Αθνύ 0f (x ) 0 , ε f δηαηεξεί πξόζεκν θνληά ζην 0x . 

Έζησ 0f (x ) 0  θνληά ζην 0x . Άξα f(x) g(x)  θνληά ζην 0x . 

Αθνύ ε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  κε 0g(x ) 0  θαη ε f(x) g(x) είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0x  κε 0
0

0

g (x )
f (x )

2 g(x )


   
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Σν ίδην ηζρύεη θαη όηαλ 
0f (x ) 0  θνληά ζην 

0x . Σόηε ζα είλαη f(x) g(x)  θαη 

0
0

0

g (x )
f (x )

2 g(x )


   

Μηα ηζρπξή έλδεημε είλαη όηη ε f ίζσο δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0x όηαλ 

0 0f (x ) g(x ) 0   αθνύ ζηνλ παξνλνκαζηή πεξηέρεηαη ην 0g(x )  

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Αλ 0f (x ) 0  θαη ε 2f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , απηό δελ απνθιείεη θαη ε f λα είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0x . 

Αλ π.ρ 2f (x) x  ηόηε ε 2 4f (x) x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0 , αιιά θαη ε f είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0 κε f (0) 0  . 

 

ΠΡΟ΢ΟΥΖ: 

Αλ ε ζπλάξηεζε g δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε g(x) πεξηέρεηαη ζηνλ ηύπν κηαο 

άιιεο ζπλάξηεζεο f, είλαη δπλαηόλ ε f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x όπσο θαίλεηαη ζην 

παξαθάησ 

 

Παξάδεηγκα 

Η ζπλάξηεζε g(x) x δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0  

Όκσο ε f (x) g(x)εκ x είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0, αθνύ  

x 0

f (x) f(0)
lim

x 0





 

x 0

εκx
lim( x )

x
   0 1 0  ,  δει. f (0) 0  

 

 

 

Παξαγώγηζε εμίζσζεο 
 

Λάζε πνπ ζπλαληνύκε ζηηο παξαγώγνπο είλαη  

 

1) Παξαγώγηζε εμίζσζεο.  

Η παξάγσγνο ηεο f ζην 0x  σο όξην ηεο ζπλάξηεζεο 0

0

f (x) f (x )
ι(x)

x x
 όηαλ 0x x  

γηα λα νξίδεηαη, πξέπεη ε ι(x) , άξα θαη ε f (x)  λα νξίδεηαη θαη ζην 0x θαη θνληά ζην 

0x , δειαδή ζε έλα ηνπιάρηζηνλ δηάζηεκα ηεο κνξθήο 0(α, x )  ή 0(x ,β) . 

 

Καηά ηε κειέηε εμηζώζεσλ, γίλεηαη ην ζνβαξό ιάζνο λα παξαγσγίδνληαη ηα δύν 

κέιε.  

Π.ρ δίλνληαη θάπνηεο ζπλαξηήζεηο f θαη g (κπνξεί λα δνζνύλ νη ηύπνη ηνπο ή θάπνηεο 

ηδηόηεηέο ηνπο) θαη δεηείηαη λα απνδείμνπκε όηη ε εμίζσζε f (x) g(x)  έρεη κηα ξίδα 

ζην δηάζηεκα (α,β) . 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε ζρέζε f (x) g(x)  αιεζεύεη γηα θάπνηεο κόλν ηηκέο ηνπ x πνπ 

δελ απνηεινύλ δηάζηεκα. Έηζη ε παξαγώγηζε f (x) g (x)   δελ έρεη λόεκα. 
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΢ει. 39 

2) Παξαγώγηζε ζπλάξηεζεο κε πεδίν νξηζκνύ ην  

 

Παξάδεηγκα (άζθεζε ζρνιηθνύ βηβιίνπ) 

 

Έλα πξαθηνξείν ηαμηδηώλ δηνξγαλώλεη κηα εθδξνκή. Αλ ζηελ εθδξνκή 

ζπκκεηάζρνπλ 100 άηνκα, θαζέλα ζα πιεξώζεη 1000 €. Γηα θάζε επηπιένλ άηνκν, ε 

ηηκή κεηώλεηαη θαηά 5 €. Πόζα άηνκα επηπιένλ πξέπεη λα ζπκκεηάζρνπλ ώζηε ην 

πξαθηνξείν λα έρεη ηα πεξηζζόηεξα έζνδα; 

 

Λύζε 

Αλ x είλαη ν αξηζκόο ησλ επηπιένλ αηόκσλ, ζα ζπκκεηάζρνπλ 100 x  άηνκα θαη 

θαζέλα ζα πιεξώζεη (1000-5x) € . Δπνκέλσο ηα ζπλνιηθά έζνδα ηνπ πξαθηνξείνπ ζα 

είλαη  

2E(x) = (100 + x)(1000 - 5x) = -5x  + 500x + 100 000  

Πξέπεη λα βξνύκε ην κέγηζην ηεο ζπλάξηεζεο  

E:    κε   2E(x) = -5x  + 500x + 100 000  

Δδώ πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη ε παξαγώγηζε ηεο E(x)  δελ έρεη λόεκα, αθνύ ε 

ζπλάξηεζε Δ νξίδεηαη κόλν ζην . 

Σν πξόβιεκα κπνξεί λα μεπεξαζηεί αλ ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε  

ζ :  κε 2ζ(x) = -5x  + 500x + 100 000  (επέθηαζε ηεο Δ ζην ) 

Δίλαη ηώξα:  ζ (x) 10x 500  

Ο αληίζηνηρνο πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο ζ είλαη ν παξαθάησ: 

 

 

 

 

 

 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε ζ παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην γηα x = 50  

 

Δπεηδή 50 , ζπκπεξαίλνπκε όηη θαη ε Δ παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην γηα x = 50   

 

Ση ζα ζπλέβαηλε όκσο αλ ε ζ(x) παξνπζίαδε κέγηζην ζε θάπνην ζεκείν 0x ; 

 

Αιιάδνπκε ιίγν ηα δεδνκέλα ζην πξόβιεκα 

 

Αληί ε "ηηκή κεηώλεηαη θαηά 5 €"  ηώξα έρνπκε "ε ηηκή κεηώλεηαη θαηά 8 €"  
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΢ει. 40 

Η αληίζηνηρε ζπλάξηεζε ζ είλαη ηώξα 
2ζ(x) = -8x  + 200x + 100 000 , x  

Ο αληίζηνηρνο πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο ζ είλαη ηώξα ν εμήο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ζ παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 
0

25
x

2
 

Γελ κπνξνύκε ινηπόλ λα πνύκε όηη ε Δ παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 
0x . 

Δπεηδή  
25

12 13
2

 θαη ε ζ είλαη γλ. αύμνπζα ζην 
25

( , ]
2

, ην κέγηζην ηεο ζ γηα 

x  ζην δηάζηεκα απηό ζα ζπκβαίλεη όηαλ x 12 . 

Αληίζηνηρα, ζην δηάζηεκα 
25

[ , )
2

ην κέγηζην ηεο Δ ζα ζπκβαίλεη όηαλ x 13 . 

Δπνκέλσο ε κέγηζηε ηηκή ηεο  Δ ζην   ζα ζπκβαίλεη όηαλ  x 12  ή x 13  

Δπεηδή ηώξα:  

E(12) = (100 + 12)(1000 - 8.12) = 101 248  θαη  

E(13) = (100 + 13)(1000 - 8.13) = 101 248  

 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ην κέγηζην ηεο Δ ζπκβαίλεη όηαλ x 12 θαη όηαλ x 13  

(Σν όηη E(12) = E(13) ζπκβαίλεη επεηδή ηξηώλπκν 2f(x) = αx  + βx + γ παίξλεη ηελ ίδηα 

ηηκή γηα ηηκέο ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ ηηκή 
β

x
2α

). 

 

 

 

Παξαγώγηζε αληζνηήησλ 
 

Οη αληζόηεηεο δελ κπνξνύλ λα 

παξαγσγηζηνύλ. 

Αλ δειαδή γηα ηηο ζπλαξηήζεηο f θαη g 

ηζρύεη π.ρ ε ζρέζε f(x) > g(x) , δελ 

πξνθύπηεη θακία δηάηαμε γηα ηηο  f (x)  

θαη g (x)   

 

΢ην δηπιαλό ζρήκα, είλαη f(x) > g(x)  γηα 

θάζε x Γ [α,β]  
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Δπίζεο g (x) 0  γηα θάζε x Γ  (αθνύ ε g  είλαη ζηαζεξή), ελώ γηα ηελ f  αιινύ 

ηζρύεη f (x) > 0 , αιινύ f (x) < 0  θαη αιινύ f (x) = 0  

 

 

 

Δμίζσζε εθαπηνκέλεο θακπύιεο 
 

Ο θιαζηθόο νξηζκόο ηεο εθαπηνκέλεο κηαο θακπύιεο σο ε νξηαθή ζέζε κηαο ηέκλνπζαο 

πνπ ζηξέθεηαη γύξσ από ην έλα ζεκείν ηνκήο ηεο κε ηελ θακπύιε σζόηνπ θαη ην 

δεύηεξν ζεκείν ηνκήο ηεο ζπκπέζεη κε ην πξώην, θξάηεζε αξθεηνύο αηώλεο. 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ απηνύ απνδεηθλύεηαη όηη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο κηαο 

θακπύιεο πνπ είλαη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο, ζην ζεκείν ηεο 
0x  ζην νπνίν 

είλαη παξαγσγίζηκε, είλαη:  
0 0 0

y - f(x )  =  f (x )(x - x )    

Ο παξαπάλσ νξηζκόο παξνπζίαδε νξηζκέλεο αηέιεηεο, αζάθεηεο θαη αδπλακίεο. Π.ρ δελ 

κπνξνύζε λα εθαξκνζηεί ζε αζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζηα ζεκεία αζπλέρεηαο ή ζηελ 

ζπλάξηεζε 
1 αλ x Q

f (x)
0 αλ x Q

 

Έηζη ν παξαπάλσ νξηζκόο αληηθαηαζηάζεθε από έλαλ πην ζύγρξνλν θαη γεληθόηεξν 

νξηζκό πνπ είλαη ν εμήο: 

 

Έζησ ζπλάξηεζε  f : A  ε νπνία είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 
0

x A . Ζ 

επζεία κε εμίζσζε 
0 0 0

y - f(x )  =  f (x )(x - x )  νλνκάδεηαη εθαπηνκέλε ηεο 
f 

c ζην 

ζεκείν 
0

x . 

 

Ο νξηζκόο απηόο δελ δίλεη θακηά γεσκεηξηθή εηθόλα γηα ην πνηα είλαη ε ζέζε ηεο f c  

ζρεηηθά κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο, αιιά απηό δελ καο ελδηαθέξεη εδώ. 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , επεηδή θάπνην από ηα 

πιεπξηθά όξηα ηεο 0

0

f (x) f (x )
ι(x)

x x
 είλαη ην   ή ην , κπνξεί πάιη λα 

νξηζηεί εθαπηνκέλε ηεο f c , εδώ όκσο δεκηνπξγήζεθε έλα πξόβιεκα. 

 

Γηα θάπνηνπο ζπγγξαθείο 

 

Οξηζκόο 1 

Αλ 
0x x

lim ι(x)


   ή  , ε επζεία 
0

x x  ιέγεηαη εθαπηνκέλε ηεο 
f 

c ζην ζεκείν 
0

x . 

 

Γηα θάπνηνπο άιινπο (ζ’ απηνύο ζπκπεξηιακβάλνληαη θαη νη ζπγγξαθείο ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ): 
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΢ει. 42 

Οξηζκόο 2 

Αλ 
0x x

lim ι(x)


   ή    θαη 

0x x

lim ι(x)


   ή     

(4 δπλαηνί ζπλδπαζκνί), ε επζεία 

0
x x  ιέγεηαη εθαπηνκέλε ηεο 

f 
c  

ζην 
0

x . 

 

α) Γηα ηε ζπλάξηεζε  

 

x αλ x 0
f (x)

x αλ x 0
  είλαη: 

 

 

 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0 x 0

f (x)
lim

x x 0

x
lim

x x 0

1
lim

x
  θαη 

x 0

f (x) f (0)
lim

x 0 x 0

f (x)
lim

x x 0

x
lim

x x 0

x
lim

x x 0

1
lim

x
 

 

΢ύκθσλα κε ηνλ 1
ν
 νξηζκό, ε 

f 
c  δελ δέρεηαη εθαπηνκέλε ζην 

0
x 0 , ελώ ζύκθσλα 

κε ηνλ 2
ν
 νξηζκό, ε 

f 
c δέρεηαη θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε ηελ x 0  δειαδή ηνλ 

άμνλα y y . 

 

Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f απνδίδεηαη από ην παξαπάλσ ζρήκα. 

 

Σν ζεκείν (0,f (0)) (0,0)  είλαη γσληαθό ζεκείν ηεο f c  . 

 

β) Γηα ηε ζπλάξηεζε  

x αλ x 0
f (x)

x αλ x 0
 

 

Μπνξνύκε όκνηα λα βξνύκε  όηη: 

x 0 x 0
lim ι(x) lim ι(x) , άξα 

ε f c  δέρεηαη, ζύκθσλα θαη κε 

ηνπο δύν νξηζκνύο, ζην ζεκείν 0 

θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε ηελ 

x 0 , δειαδή ηνλ άμνλα y y . 
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Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
f c απνδίδεηαη από ην παξαπάλσ ζρήκα. 

 

Η 
f c    δελ παξνπζηάδεη γσληαθά ζεκεία. Απηή είλαη θαη ε δηαθνξά ησλ δύν νξηζκώλ. 

 

Ο 1
νο

 νξηζκόο νξίδεη θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε κόλν ζε κε γσληαθά ζεκεία, ελώ ν 2
νο

 

νξηζκόο δέρεηαη εθαπηνκέλε θαη ζε γσληαθά ζεκεία. 

 

 

 

Δθαπηνκέλε κηαο επζείαο 
 

Μηα κε θαηαθόξπθε επζεία είλαη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο κε ηύπν   

f(x) = αx +β , x , επνκέλσο είλαη παξαγσγίζηκε ζην ηπραίν 0x  κε 0f (x ) α  

θαη άξα δέρεηαη εθαπηνκέλε ζην 0x  κε εμίζσζε: 0 0 0y - f(x ) = f (x )(x - x )  

0 0y - (αx  + β) = α(x - x ) y αx β , δειαδή  

 

Ζ εθαπηνκέλε κηαο επζείαο ζε ηπραίν ζεκείν ηεο είλαη ε ίδηα ε επζεία. 

 

 

Έλα πξόβιεκα πνπ κπνξεί λα ιπζεί ειιηπώο θαη ρξεηάδεηαη πξνζνρή είλαη ην 

παξαθάησ: 

 

Να βξεζνύλ νη εθαπηόκελεο ηεο θακπύιεο κε εμίζσζε 3
f (x) x  πνπ δηέξρνληαη 

από ην ζεκείν A(1,1)  

 

΢ηε ιύζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα γίλεη ην παξαθάησ ιάζνο – 

παξάιεηςε: 

 

Διιηπήο ιύζε 

Δπεηδή ην ζεκείν  fA(1,1) c  βξίζθνπκε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fc ζην ζεκείν ηεο Α. 

Δίλαη f (1) 1  θαη 2f (x) 3x   f (1) 3   

Άξα ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν fA(1,1) c  είλαη ε 

ε : y f (1) f (1)(x 1) y 3x 2       

΢ίγνπξα ε (ε) είλαη κηα εθαπηνκέλε ηεο fc πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν A(1,1) . Δίλαη 

όκσο κνλαδηθή; 

Η παξαπάλσ ιύζε δελ καο εμαζθαιίδεη όηη ε (ε) είλαη ε κνλαδηθή εθαπηνκέλε πνπ 

δηέξρεηαη από ην Α.  

Από ηελ ιύζε πνπ αθνινπζεί πξνθύπηεη όηη ππάξρεη θαη άιιε εθαπηνκέλε (ζε άιιν 

ζεκείν ηεο fc ) πνπ δηέξρεηαη επίζεο από ην Α. 

 

Πιήξεο ιύζε 

Έζησ 0x  έλα ζεκείν ηεο fc ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε δηέξρεηαη από ην A(1,1) . 

Η εθαπηνκέλε ζην ζεκείν απηό έρεη εμίζσζε 0 0 0y f (x ) f (x )(x x )     
3 2

0 0 0y x 3x (x x )    2 3

0 0y 3x x 2x        (1) 
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Γηα λα δηέξρεηαη απηή από ην ζεκείν A(1,1) πξέπεη θαη αξθεί: 
2 3

0 01 3x 2x   3 2

0 02x 3x 1 0    (ζρήκα Horner) 

2

0 0(x 1) (2x 1) 0     0 0

1
(x 1 ή x )

2
    

Η εθαπηνκέλε ηεο 
fc ζην A(1,1)  όπσο βξήθακε 

είλαη ε ε : y 3x 2   όπσο αλακέλνληαλ.  

Η εθαπηνκέλε ζην ζεκείν 

1 1 1 1
Β( ,f( )) ( , )

2 2 2 8
      ζύκθσλα κε ηελ (1) 

είλαη ε 
3 1

δ : y x
4 4

   

Σειηθά ινηπόλ ππάξρνπλ δύν εθαπηόκελεο πνπ 

δηέξρνληαη από ην Α. Η κία είλαη ε εθαπηνκέλε 

ζην ίδην ην ζεκείν Α, θαη ε άιιε είλαη 

εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Β πνπ δηέξρεηαη από ην 

ίδην ζεκείν όπσο θαίλεηαη θαη ζην δηπιαλό 

ζρήκα.  

 

 

 

Ηδηόηεηεο ζε δηάζηεκα 
 

Δίλαη ζεκαληηθό λα πνύκε όηη νη πεξηζζόηεξεο ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρεηηθά κε 

ηηο παξαγώγνπο ηζρύνπλ ζε δηάζηεκα. 

Παξαζέηνπκε δύν πξνηάζεηο (ε 2
ε
 είλαη ζπλέπεηα ηεο 1

εο
) 

 

Πξόηαζε 1 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

Γ  κε  

f (x) = 0  γηα θάζε 
0

x Γ  ηόηε ε f είλαη ζηαζεξή ζην Γ. 

 

Πξόηαζε 2 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην Γ θαη παξαγσγίζηκεο ζην 
0

Γ  κε  

f (x) = g (x)    γηα θάζε 
0

x Γ  ηόηε f = g + c  δειαδή f (x) = g (x)+ c γηα θάζε x Γ . 

Υξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηε ρξήζε ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ. Γείρλνπκε πσο 

πξέπεη λα γίλεηαη απηό κε ηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 

 

Παξάδεηγκα 1 

Να βξεζνύλ όιεο νη ζπλαξηήζεηο 
*

f :   κε ηελ ηδηόηεηα 
x

1 e
f (x) f (x)

x x
     (1) 

 

Λύζε 

Η (1) xxf (x) f (x) e x(xf (x)) (e )  γηα θάζε *x   
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x

1

x

2

e c αλ x 0
xf (x)

e c αλ x 0
 

Γελ κπνξνύκε λα πνύκε όηη  xxf(x) = e  + c γηα θάζε *x , επεηδή ην  
* ( ,0) (0, )  δελ είλαη δηάζηεκα. 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο: 

x

1

x

2

e c
αλ x 0

x
f (x)

e c
αλ x 0

x

 


 
 



 

Αλ δεηείηαη λα βξνύκε ηε κνλαδηθή ζπλάξηεζε πνπ επαιεζεύεη ηελ (1) πξέπεη λα 

δνζνύλ δύν αξρηθέο ζπλζήθεο. 

Αλ ινηπόλ δνζεί όηη: f(-1) = -1  θαη f(1) = 0  ηόηε  

 
1

1e c
1

1
 

1

1
c 1

e
 θαη  

2e c
0

1
  2c  = -e  

Δπνκέλσο: 

x

x

1
e 1

e αλ x 0
f (x) x

e e
αλ x 0

x

 

 

 

 

Θεσξήκαηα Rolle θαη Μέζεο Σηκήο 
 

΢ύκθσλα κε ην πξώην: 

 

Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε f ηζρύνπλ: 

 

 Ζ  f είλαη ζπλερήο ζην [α,β]  

 Ζ  f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (α,β)   

 f (α) f(β)  

 

ηόηε ππάξρεη μ (α,β)  κε f (μ) 0   

 

Παξαηεξήζεηο 

1) Σν ζεώξεκα εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε ζεκείνπ μ κόλν αλ ηζρύνπλ όιεο νη παξαπάλσ 

πξνϋπνζέζεηο. Αλ δελ ηζρύεη έζησ θαη κία από απηέο, ηόηε ίζσο δελ ππάξρεη θαλέλα 

ζεκείν μ κε ηελ ηδηόηεηα f (μ) 0  
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2) Μπνξνύλ λα ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο ζεκεία μ κε ηελ ηδηόηεηα f (μ) 0 , 

αθόκε θαη άπεηξα. 

 

3) ΢εκεία μ κε ηελ ηδηόηεηα f (μ) 0  κπνξεί λα ππάξρνπλ έζησ θαη αλ δελ ηζρύεη 

θάπνηα από ηηο πξνϋπνζέζεηο. Αθόκε, ζεκεία μ κπνξνύλ λα ππάξρνπλ έζησ θαη αλ δελ 

ηζρύεη θακία από ηηο πξνϋπνζέζεηο. 

΢ην παξαθάησ ζρήκα 1, ε f δελ είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν 
0x , άξα δελ είλαη νύηε 

παξαγσγίζηκε ζην 
0x . Δπίζεο είλαη f (α) f (β) .  ΢εκείν όκσο μ κε  f (μ) 0  δειαδή 

ζεκείν ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα ησλ x ππάξρεη.  

Μπνξνύκε κε παξόκνηα ζρήκαηα λα δείμνπκε όηη κπνξνύλ λα ππάξρνπλ θαη 

πεξηζζόηεξα ζεκεία, αθόκε θαη άπεηξα. 

 

Σα ίδηα αθξηβώο ηζρύνπλ θαη γηα ην ζεώξεκα ηεο Μέζεο Σηκήο όπσο δείρλεη ην ζρήκα 

2, ζην νπνίν ε f δελ πιεξεί θακία από ηηο πξνϋπνζέζεηο. Όκσο ππάξρεη ζεκείν μ ζην 

νπνίν ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ρνξδή πνπ ζπλδέεη ηα ζεκεία 

Α(α,f (α)) θαη Β(β,f (β)) . 

 

 
 

 

 

Μνλνηνλία ζπλάξηεζεο 

 

Όπσο έρνπκε πεη, ε κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο ζύκθσλα κε ην ζρνιηθό βηβιίν 

νξίδεηαη κόλν ζε δηάζηεκα. Γελ κπνξνύκε δειαδή λα κηιάκε γηα κνλνηνλία π.ρ ζην 

ζύλνιν (1,2) (2,3) δηόηη ην ζύλνιν απηό δελ είλαη δηάζηεκα. 

Η κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο κε ηε βνήζεηα ησλ παξαγώγσλ ζηεξίδεηαη ζηελ εμήο  

 

Πξόηαζε 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη  

 ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ  

 f (x) 0   γηα θάζε 
0

x Γ ,  

ηόηε ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην Γ 
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Παξαηεξήζεηο 

1) Από ην όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0Γ πξνθύπηεη όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην 

0Γ . 

Δπνκέλσο ην όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ ην κόλν πνπ πξνζζέηεη είλαη όηη ε f είλαη 

ζπλερήο (πιεπξηθά) ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο, αλ ην δηάζηεκα είλαη θιεηζηό ή 

εκηαλνηρηό.  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην Γ είλαη αλνηρηό δηάζηεκα, ε πξώηε ζπλζήθε πεξηηηεύεη. 

Γειαδή ε f  ζα είλαη ππνρξεσηηθά ζπλερήο ζην Γ. 

 

2) Σν αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη. Αλ δειαδή ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ, 

παξαγσγίζηκε ζην 0Γ  θαη  γλεζίσο αύμνπζα ζην Γ, ηόηε δελ ηζρύεη ππνρξεσηηθά 

f (x) 0  γηα θάζε 0x Γ , αιιά κπνξεί λα είλαη θαη f (x) 0  γηα θάπνηα x Γ . 

 

3) Σν ζεώξεκα γεληθεύεηαη σο εμήο: 

 

Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη f (x) 0   γηα θάζε 
0

x Γ , όκσο θαλέλα 

ππνζύλνιν ησλ ζεκείσλ κεδεληζκνύ ηεο f δελ είλαη δηάζηεκα, ηόηε ε f είλαη γλ. 

αύμνπζα ζην Γ. 

 

Η απόδεημή ηνπ γίλεηαη σο εμήο:  

Απνδεηθλύνπκε αξρηθά όηη αλ ε f παξαγσγίζηκε ζην {α,β}  κε f (x) 0  γηα θάζε  

0 0x {α,x ) (x ,β} ,  ελώ 0f (x ) 0 , ηόηε ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην {α,β}  

Πξάγκαηη, ζην 0{α, x ]  ε f είλαη ζπλερήο f (x) 0  γηα θάζε 0x (α, x ) , άξα ε f είλαη 

γλ. αύμνπζα ζην 0{α, x ] . Γηα ηνλ ίδην ιόγν ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην 0[x β} . Δπνκέλσο 

ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζηελ έλσζε 0 0{α,x ] [x β} , δειαδή ζην {α,β} . 

 

Από ηελ απόδεημε ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία κεδεηληζκνύ ηεο 

f κπνξεί λα είλαη θαη πεξηζζόηεξα
3
. 

 

  

Σα παξαθάησ παξαδείγκαηα ζα απνζαθελίζνπλ ηηο παξαπάλσ παξαηεξήζεηο 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
  

Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε  
*

f :    κε   
1

f (x)
x

  

Λύζε 

Η f νξίδεηαη ζην ζύλνιν A ( ,0) (0, )  πνπ δελ είλαη δηάζηεκα. 

Γηα θάζε x A  είλαη   
2

1
f (x) 0

x
.  Δπνκέλσο ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζε θαζέλα 

από ηα δηαζηήκαηα ( ,0)  θαη (0, ) . 

 

                                                
3
 Γηα ηελ απόδεημε ηνπ κεδεληζκνύ ηεο f ζε άπεηξα ζεκεία βι. εηζήγεζή καο κε ηίηιν: ΥΡΗ΢ΙΜΑ 

ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ ΢ΣΙ΢ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ΢. 
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΢ύκθσλα κε ην ζρνιηθό βηβιίν δελ κπνξνύκε λα κηιάκε γηα κνλνηνλία ζην Α πνπ δελ 

είλαη δηάζηεκα. Αλ όκσο ζέινπκε λα επεθηείλνπκε ηνλ νξηζκό ηεο κνλνηνλίαο ζε 

νπνηνδήπνηε ζύλνιν, ε f δελ είλαη γλ. θζίλνπζα ζην Α, αθνύ γηα 
1x 1  θαη 

2x 1, 

δειαδή  1 2x < x   ηζρύεη 1 2f(x ) < f(x )  

 

Παξάδεηγκα 2
ν
  

Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο  
2

x 2x αλ x 2
f(x)

3x 6 αλ x 2

  
 

 
 

Λύζε 

Η f είλαη ζπλερήο ζην  (απνδεηθλύεηαη εύθνια) θαη παξαγσγίζηκε ζην - {2}  κε 

 

 
2x 2 αλ x 2

f (x)
3 αλ x 2

 

 

[ζην ζεκείν 
0

x = 2  δελ καο ελδηαθέξεη αλ ε f είλαη ή δελ είλαη παξαγσγίζηκε. Μαο 

αξθεί ην όηη είλαη ζπλερήο. Έηζη δελ ςάμακε γηα παξαγσγηζηκόηεηα ζην ζεκείν 

απηό. Αλ κειεηήζνπκε ηελ παξαγσγηζηκόηεηα ζην 2, ζα δνύκε όηη δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε] 

 

Η f  κεδελίδεηαη ζην 1 

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα κεηαβνιώλ ηεο f 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ( ,1]  θαη γλ. 

αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα [1, 2]  θαη [2, + ) (θαη ηα δύν δηαζηήκαηα είλαη θιεηζηά ζην 

2), επνκέλσο ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζηελ έλσζε [1,2] (2, ) [1, ) . 

 

Παξάδεηγκα 3
ν
  

Να κειεηεζεί σο πξνο ηε κνλνηνλία ε ζπλάξηεζε f  κε 
4

3

x αλ x 0
f(x)

x x αλ x 0

 
 

  
 

Λύζε 

Δύθνια πξνθύπηεη όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην  θαη παξαγσγίζηκε ζην 
*
  κε 

3

2

4x αλ x 0
f (x)

3x 1 αλ x 0
 

(γηα ην ζεκείν 0 όπνπ ε f είλαη ζπλερήο, δελ καο ελδηαθέξεη ε παξαγσγηζηκόηεηα) 

Δίλαη f (x) 0  γηα θάζε x ( ,0) (0, ) . Δπνκέλσο ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζ’ 

νιόθιεξν ην . 
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Παξάδεηγκα 4
ν
  

Να κειεηεζεί ε κνλνηνλία ηεο ζπλάξηεζεο f :     κε  
2

x
f(x) xζπλx εκx

2
    

Λύζε 

Η f είλαη ζπλερήο ζην . 

Δδώ είλαη: f (x) = x(1 + εκx)  

Δπεηδή 1 + εκx 0  γηα θάζε x  ζα είλαη f (x) 0  γηα θάζε x < 0 θαη f (x) 0  

γηα θάζε x > 0 , επνκέλσο ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζην ( ,0]  θαη γλ. αύμνπζα ζην 

[0, ) . 

 

΢ην παξάδεηγκα απηό ε f  κεδελίδεηαη ζε άπεηξα ζεκεία ηα νπνία όκσο είλαη 

κεκνλσκέλα. Σα ζεκεία απηά δελ επεξεάδνπλ ηε κνλνηνλία ηεο f. 

 

 

 

Αθξόηαηα  ζπλάξηεζεο (νιηθά θαη ηνπηθά) 
 

Λέκε όηη κηα ζπλάξηεζε  f :A  παξνπζηάδεη ζην ζεκείν 
0

x A  

 

 Οιηθό κέγηζην, αλ 
0

f(x) f(x )   γηα θάζε x A  

 

 Οιηθό ειάρηζην, αλ 
0

f(x) f(x )   γηα θάζε x A  

 

 Σνπηθό κέγηζην, αλ ππάξρεη δ 0  ηέηνηνο ώζηε 
0

f(x) f(x )  γηα θάζε  

0 0
x A (x δ,x δ)     

 

 Σνπηθό ειάρηζην, αλ ππάξρεη δ 0  ηέηνηνο ώζηε 
0

f(x) f(x )  γηα θάζε  

 
0 0

x A (x δ,x δ)     

 

Σα νιηθά κέγηζηα θαη ειάρηζηα κηαο ζπλάξηεζεο ιέγνληαη θαη νιηθά αθξόηαηα, ελώ ηα 

ηνπηθά κέγηζηα θαη ειάρηζηα ιέγνληαη ηνπηθά αθξόηαηα. 

 

Παξαηεξήζεηο 

1) Σν νιηθό κέγηζην, όηαλ ππάξρεη, είλαη ε κεγαιύηεξε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο θαη είλαη κνλαδηθό. Μπνξεί όκσο λα ζπκβαίλεη γηα πεξηζζόηεξεο ηηκέο ηνπ 

x. Έηζη ε ζπλάξηεζε f(x) = εκx παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ην 1 γηα άπεηξεο ηηκέο ηνπ x 

ηεο κνξθήο  
π

x 2θπ
2

, θ  

Αληίζηνηρα ηζρύνπλ γηα ην νιηθό ειάρηζην. 

 

2) Σα νιηθά αθξόηαηα είλαη θαη ηνπηθά. 

 

3) Σνπηθά αθξόηαηα κπνξνύλ λα ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα ηνπ ελόο, αθόκε θαη άπεηξα. 
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΢ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί ζηα ζεκεία 
1 2 3x , x , x  έρνπκε ηνπηθά κέγηζηα, ελώ ζηα 

ζεκεία 
4 5 6x , x , x  έρνπκε ηνπηθά ειάρηζηα. 

 

4) Από ην ίδην ζρήκα πξνθύπηεη 

όηη έλα ηνπηθό ειάρηζην κπνξεί λα 

είλαη κεγαιύηεξν από έλα ηνπηθό 

κέγηζην. Π.ρ ην 3f (x )  πνπ είλαη 

ηνπηθό κέγηζην, είλαη κηθξόηεξν 

από ην 
4f (x ) πνπ είλαη ηνπηθό 

ειάρηζην. 

 

 

5) Γελ είλαη ζίγνπξν όηη θάζε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη νιηθά ή ηνπηθά αθξόηαηα. 

Π.ρ ε ζπλάξηεζε f :A  κε  f (x) 2x δελ παξνπζηάδεη νύηε νιηθά νύηε ηνπηθά 

αθξόηαηα. 

 

6) Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζε θιεηζηό δηάζηεκα, ηόηε παξνπζηάδεη θαη νιηθό 

κέγηζην θαη νιηθό ειάρηζην ζην δηάζηεκα απηό. Απηά ηα αθξόηαηα δελ ζπκβαίλνπλ 

ππνρξεσηηθά ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο. Έηζη π.ρ ζηα παξαθάησ ζρήκαηα ζπκβαίλνπλ 

ηα εμήο: 

 

΢ην ζρ. 1 ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην [α,β]  θαη ζην x α  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην, 

ελώ ζην x β  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην. 

 

΢ην ζρ. 2 ε f είλαη γλ. θζίλνπζα ζην [α,β]  θαη ζην x α  παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην, 

ελώ ζην x β  παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην. 

 

΢ην ζρ.3 ε f δελ είλαη κνλόηνλε. Παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην x1 θαη νιηθό ειάρηζην 

ζην x2.  

 

 
 

7) Μηα ζπλάξηεζε f :A όπνπ Α [α,β]  δελ παξνπζηάδεη νπσζδήπνηε αθξόηαηα 

ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο α θαη β. Αθόκε θαη αλ είλαη ζπλερήο ή παξαγσγίζηκε. Έηζη 

π.ρ ε ζπλάξηεζε  

 

0 αλ x 0

f (x) 1
xεκ αλ x (0,1]

x
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κε πεδίν νξηζκνύ ην θιεηζηό δηάζηεκα [0,1] , είλαη ζπλερήο ζην [0,1] , αθνύ είλαη 

ζπλερήο ζην (0,1]  θαη  
x 0 x 0

1
lim f (x) lim (xεκ ) 0 f (0)

x
, δειαδή είλαη ζπλερήο θαη 

ζην 0 (απόδεημε κε ην θξηηήξην παξεκβνιήο). 

 

Γελ παξνπζηάδεη όκσο αθξόηαην ζην 0 (νύηε νιηθό νύηε ηνπηθό) αθνύ ζε θάζε ζύλνιν 

ηεο κνξθήο A (0 δ,0 δ) [0,δ)  κε δ < 1 κπνξνύκε λα βξνύκε ζεκεία x κε  

f(x) > 0  θαη ζεκεία x κε  f(x) < 0 . 

Πξάγκαηη, παξαηεξνύκε όηη γηα όια ηα ζεκεία  
λ

1
x

π
2λπ

2

, *λ , ηζρύεη 

λ

1 π
f (x ) εκ(2λπ )

π 2
2λπ

2

1
0 f (0)

π
2λπ

2

 

Μπνξνύκε λα επηιέμνπκε θαηάιιειν λ, ώζηε λx δ , δειαδή λα είλαη  λx [0,δ)  

Πξάγκαηη, γηα λα είλαη λx [0,δ) , αξθεί: 
1

δ
π

2λπ
2

 
π 1

2λπ
2 δ

 

Γηα λα ηζρύεη ε ηειεπηαία αξθεί λα ηζρύεη  
1

2λπ
δ

 
1

λ
2πδ

 

Μπνξνύκε ινηπόλ λα επηιέμνπκε 
1 1

λ [ ] 1
2πδ 2πδ

 όπνπ ην ζύκβνιν 
1

[ ]
2πδ

 

παξηζηάλεη ην αθέξαην κέξνο ηνπ 
1

2πδ
. 

Αληίζηνηρα, αλ πάξνπκε 
λ

1
x

3π
2λπ

2

 είλαη 
λ

1 3π
f (x ) εκ(2λπ )

3π 2
2λπ

2

  

1
( 1) 0 f (0)

3π
2λπ

2

 θαη κπνξνύκε πάιη λα επηιέμνπκε  
1 1

λ [ ] 1
2πδ 2πδ

 

ώζηε  λx [0,δ) . 

 

Άξα ε f δελ παξνπζηάδεη νύηε νιηθό νύηε ηνπηθό αθξόηαην ζην 0. 

 

Με ηνλ ίδην ηξόπν κπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη θαη ε ζπλάξηεζε  

 

2

0 αλ x 0

f (x) 1
x εκ αλ x (0,1]

x

 

 

ελώ είλαη παξαγσγίζηκε, άξα θαη ζπλερήο ζην [0,1] , δελ παξνπζηάδεη αθξόηαην, νύηε 

νιηθό νύηε ηνπηθό ζην 0. 
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8) Σα νιηθά αθξόηαηα κηαο ζπλάξηεζεο f :A R κπνξνύλ λα βξεζνύλ από ην ζύλνιν 

ηηκώλ ηεο. Όκσο από ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f δελ κπνξνύλ λα βξεζνύλ ηα ηνπηθά 

αθξόηαηα. Έηζη:  

 

 Αλ f (A) [α,β] , ην α είλαη ην νιηθό ειάρηζην θαη ην β ην νιηθό κέγηζην ηεο f ηα 

νπνία όπσο αλαθέξακε είλαη θαη ηνπηθά. Απηό δελ απνθιείεη λα ππάξρνπλ θαη 

άιια ηνπηθά αθξόηαηα. 

 

 Αλ f (A) (α,β) , ε f δελ έρεη νύηε νιηθό κέγηζην νύηε νιηθό ειάρηζην (απηό δελ 

απνθιείεη λα έρεη ηνπηθά αθξόηαηα). 

 

 Αλ f (A) [α,β) , ε f έρεη νιηθό ειάρηζην ην α θαη δελ έρεη νιηθό κέγηζην 

(κπνξεί όκσο λα έρεη ηνπηθό κέγηζην ή θαη άιια ηνπηθά ειάρηζηα). 

 

 Αλ f (A) (α,β] , ε f δελ έρεη νιηθό ειάρηζην, έρεη όκσο νιηθό κέγηζην ην β. 

 

 Γηα ηε ζπλάξηεζε f (x)  κε f (x) 2x , αλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο είλαη ην 

Α [1,2) [3,5)  ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην f(A) = [2, 4) [6, 10)  θαη ε 

f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ην f(1)=2 , ελώ δελ παξνπζηάδεη κέγηζην νύηε 

νιηθό νύηε ηνπηθό. Παξνπζηάδεη όκσο θαη άιιν ηνπηθό ειάρηζην ην f(3)=6 , 

αθνύ ζην ζύλνιν  Α (3-1, 3+1)=[3, 4) ε ηηκή f(3) είλαη ε κηθξόηεξε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο. 

 

9) Ιζρύεη ην εμήο ζεώξεκα ζρεηηθό κε ηα ηνπηθά αθξόηαηα. 

 

Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε f νξίδεηαη ζην (α,β)  θαη 
0

x (α,β) .  

Αλ ε f είλαη αύμνπζα ζην 
0

(α,x ]  θαη θζίλνπζα ζην 
0

[x ,β)  ηόηε ην 
0

f (x )  είλαη 

ηνπηθό κέγηζην ηεο f .  

Η κνλνηνλία ηεο f εμαζθαιίδεηαη από ην πξόζεκν ηεο f . Δπηζεκαίλνπκε όηη δελ είλαη 

απαξαίηεην ε f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . Αξθεί ε f λα είλαη ζπλερήο ζην 0x  θαη ε 

f λα είλαη ζεηηθή ζην αλνηρηό δηάζηεκα 0(α, x )  θαη αξλεηηθή ζην 0(x ,β) . 

 

Δδώ αξθεί ε κνλνηνλία θαη όρη ε γλήζηα κνλνηνλία.  

 

Υξεηάδεηαη πξνζνρή, ηα δηαζηήκαηα ζην 0x   λα είλαη 

θιεηζηά. Αλ ε f είλαη αύμνπζα ζην 0(α, x ]  θαη θζίλνπζα 

ζην 0(x ,β) , απηό δελ εμαζθαιίδεη όηη ζην 0x  ε f 

παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην ζην 0x  όπσο δείρλεη ην 

δηπιαλό ζρήκα. 

 

10) Δίλαη πνιύ ζεκαληηθό λα ηνλίζνπκε όηη κε ηε βνήζεηα ηεο 1
εο

 παξαγώγνπ κπνξνύκε 

λα βξνύκε ηόζν ηνπηθά, όζν θαη νιηθά αθξόηαηα. 
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Γίλνπκε κεξηθά παξαδείγκαηα ζσζηήο ρξήζεο ησλ παξαπάλσ πξνηάζεσλ. 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

Αθξόηαηα (νιηθά θαη ηνπηθά) ηεο ζπλάξηεζεο  

2
f(x) = x  - 4x +3  

Λύζε 

f (x) =2x - 4  

Ο αληίζηνηρνο πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f είλαη:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 2 ίζν κε  f (2) 1 

Οιηθό κέγηζην δελ ππάξρεη, αθνύ 
x
lim f (x)  

Δπίζεο δελ ππάξρεη ηνπηθό κέγηζην εμαηηίαο ηεο κνλνηνλίαο ηεο f. 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

Αθξόηαηα (νιηθά θαη ηνπηθά) ηεο  

3
f(x) x 3x 5, x [ 2,3]      

 

Λύζε 

Δίλαη: 2f (x) =3x -3  

Ο αληίζηνηρνο πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f είλαη: 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f παξνπζηάδεη 

γηα x 2   ηνπ. ειάρηζην ίζν κε f ( 2) 3  

γηα x 1  ηνπ. κέγηζην ίζν κε f ( 1) 7  

γηα x 1 ηνπ. ειάρηζην ίζν κε f (1) 3  

γηα x 3  ηνπ. κέγηζην ίζν κε f (3) 23  
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Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην ζην 3 ίζν κε 23 θαη νιηθό 

ειάρηζην ζηα -2 θαη 1 ίζν κε 3. 

 

Παξάδεηγκα 3
ν
 

Αθξόηαηα (νιηθά θαη ηνπηθά) ηεο 2
f(x) = |x  - 1|   

Η f γξάθεηαη 

2

2

2

x 1 αλ x 1

f (x) 1 x αλ 1 x 1

x 1 αλ x 1

 

 

Η f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη παξαγσγίζηκε ζην { 1,1} κε 

 

2x αλ x 1

f (x) 2x αλ 1 x 1

2x αλ x 1

 

 

Γελ ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε ηελ παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f ζηα -1 θαη 1 

 

Ο πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f είλαη: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη 

γηα  x 1 ηνπηθό ειάρηζην ίζν κε  f ( 1) 0  

γηα  x 0   ηνπηθό κέγηζην ίζν κε  f (0) 1 

γηα  x 1  ηνπηθό ειάρηζην ίζν κε  f (1) 0  

 

H f δελ παξνπζηάδεη νιηθό κέγηζην, αθνύ 
x
lim f (x) , παξνπζηάδεη όκσο νιηθό 

ειάρηζην ην f(-1) = f(1) = 0  αθνύ ζην δηάζηεκα ( ,0]  ε ηηκή f ( 1)  είλαη ε 

ειάρηζηε θαη ζην δηάζηεκα [0, )  ε ηηκή f (1)  είλαη επίζεο ε ειάρηζηε. 

 

 

 

Αθξόηαηα κε ηε βνήζεηα ηεο 2
εο

 παξαγώγνπ 
 

Η εύξεζε αθξνηάησλ κε ηε βνήζεηα ηεο 2
εο

 παξαγώγνπ είλαη εθηόο δηδαθηέαο ύιεο. Η 

παξάγξαθνο απηή αθαηξέζεθε ηόζν από ηα καζεκαηηθά ηεο Γεληθήο Παηδείαο όζν θαη 

από ηα καζεκαηηθά θαηεύζπλζεο. Δπεηδή όκσο από ηα αληίζηνηρα ζρνιηθά βηβιία 
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πξνθύπηνπλ εξσηεκαηηθά γηα ηελ εύξεζή ηνπο, δείρλνπκε πσο ηζρύνπλ ηα ζρεηηθά 

ζεσξήκαηα. 

 

Πξόηαζε 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα Γ θαη 
0

x  είλαη κηα 

ξίδα ηεο 1
εο

 παξαγώγνπ, δειαδή 
0

f (x ) 0  , ηόηε 

 Αλ 
0

f (x ) 0  , ε f  παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην γηα 
0

x = x , ελώ  

 Αλ 
0

f (x ) 0  , ε f  παξνπζηάδεη ηνπηθό κέγηζην γηα 
0

x = x  

 Αλ 
0

f (x ) 0   δελ πξνθύπηεη ζπκπέξαζκα 

Πην εηδηθά ηζρύεη: 

Αλ (3) (4) (λ-1)

0 0 0 0 0
f (x ) =  f (x ) = f (x ) = f (x ) =...= f (x ) = 0   θαη (λ)

0
f (x ) 0  ηόηε 

Αλ λ = πεξηηηόο, ηόηε ε f δελ παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην 
0

x , ελώ λ = άξηηνο, ηόηε 

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην θαη κάιηζηα 

Αλ (λ)

0
f (x ) 0  , ε f παξνπζηάδεη ζην 

0
x ηνπηθό κέγηζην, ελώ αλ (λ)

0
f (x ) 0   

παξνπζηάδεη ζην 
0

x  ηνπηθό ειάρηζην. 

 

Ζ πξόηαζε απηή ινηπόλ δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εύξεζε νιηθώλ 

αθξνηάησλ παξά κόλνλ ηνπηθώλ. 

 

 

 

Κπξηόηεηα – ΢εκεία θακπήο 
 

Οξηζκνί 

1) Έζησ f ζπλάξηεζε ζπλερήο ζην δηάζηεκα Γ θαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

Γ  

(εζσηεξηθό ηνπ Γ). Λέκε όηη 

 Ζ f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. 

αύμνπζα ζην 
0

Γ . 

 

 Ζ f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f   είλαη γλ. 

θζίλνπζα ζην
0

Γ . 

 

2)  Έζησ ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην δηάζηεκα (α,β)  κε εμαίξεζε ίζσο ην 

ζεκείν 
0

x (α,β) . Αλ  
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 ε f είλαη θπξηή ζην 
0

(α,x )  θαη θνίιε ζην 
0

(x ,β)  ή αληίζηξνθα 

 ε 
f 

c έρεη εθαπηνκέλε ζην 
0

x  

ηόηε ην ζεκείν 
0 0

(x ,f (x ))  ιέγεηαη ζεκείν θακπήο ηεο 
f 

c . 

 

Παξαηεξήζεηο 

 

1) Οη παξαπάλσ νξηζκνί ηεο θπξηόηεηαο είλαη νη νξηζκνί ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ. 

Τπάξρνπλ δηαθνξεηηθνί νξηζκνί ζε άιια βηβιία. 

 

2)  Η θπξηόηεηα κηαο ζπλάξηεζεο νξίζηεθε κόλν ζε δηάζηεκα θαη όρη ζε νπνηνδήπνηε 

ζύλνιν. Π.ρ  δελ κπνξνύκε λα κηιάκε γηα θπξηόηεηα ζην ζύλνιν  

(1,2) (2,3)  

 

3) Γηα λα είλαη ην 
0x  ζεκείν θακπήο, πξέπεη ζην 

0x  λα ππάξρεη εθαπηνκέλε. Δδώ 

ππάξρεη κηα ζύγρπζε. 

Δπεηδή ε θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε είλαη εθηόο δηδαθηέαο ύιεο, γηα ηνπο ιόγνπο πνπ 

έρνπκε αλαθέξεη, γηα ηνπο καζεηέο, νη εθθξάζεηο "ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x " 

θαη "ε 
f 

c  έρεη εθαπηνκέλε ζην 
0

x " είλαη ηαπηόζεκεο. Έηζη, ην όηη ε f δελ είλαη 

απαξαίηεηα παξαγσγίζηκε ζην 0x , ε f c  όκσο έρεη εθαπηνκέλε ζην 0x  θαίλνληαη 

αληηθαηηθά. Όκσο ν νξηζκόο εδώ ζέιεη λα ζπκπεξηιάβεη θαη ηελ θαηαθόξπθε 

εθαπηνκέλε θαη γηα ηνλ ιόγν απηό δελ απαηηεί ε f λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . 

Γειαδή αληίθαζε δελ ππάξρεη. 

 

4) Γηα λα είλαη ην 0x  ζεκείν θακπήο, ν νξηζκόο απαηηεί ε f c  λα είλαη θπξηή ζε 

δηάζηεκα 0(α, x )  θαη θνίιε ζε δηάζηεκα 0(x ,β)  ή αληίζηξνθα. Πξνο ηνύην αξθεί 

f (x) 0  ζην 0(α, x )   θαη f (x) 0  ζην 0(x ,β)   ή αληίζηξνθα. Δπνκέλσο δελ αξθεί ε 

f  λα είλαη ζεηηθή ζε θάπνην ζεκείν ηνπ 0(α, x )   θαη αξλεηηθή ζε θάπνην ζεκείν ηνπ 

0(x ,β) .  

Ζ παξαλόεζε απηή νδήγεζε ζην ιάζνο ζέκα ησλ Παλειιαδηθώλ ηνπ 2003
4
 

 

5) Γηα λα είλαη ην ζεκείν 0x  ζεκείν θακπήο δελ είλαη απαξαίηεην ε f λα είλαη δύν 

θνξέο παξαγσγίζηκε ζην 0x . Αξθεί ζην 0x  ε f c   λα δέρεηαη εθαπηνκέλε. Απηό 

ζπκβαίλεη όηαλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x   ή αθόκε θαη όηαλ δελ είλαη, επεηδή ην 

0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim ή

x x
νπόηε δέρεηαη θαηαθόξπθε εθαπηνκέλε. 

 

Παξάδεηγκα 

                                                
4 Γηα όιεο ηηο ιεπηνκέξεηεο ηνπ ζέκαηνο, βιέπε άξζξν καο 

α) ΢ην πεξηνδηθό ΑΠΟΛΛΩΝΙΟ΢ ηεο Δ.Μ.Δ Ηκαζίαο, ηεύρνο 2, ζει. 119-123 

β) Δθεκεξίδα ΛΑΟ΢  ηεο Ηκαζίαο ηεο 30-5-2003 ζηε δηεύζπλζε www.laosver.gr 

γ) Δθπαηδεπηηθή ηζηνζειίδα www.teach.gr 

http://www.teach.gr/
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Να εμεηαζηεί σο πξνο ηελ θπξηόηεηα θαη ηα ζεκεία θακπήο ε ζπλάξηεζε 

 
3 2

3 2

x 3x 1, αλ x 1
f(x)

x 6x , αλ x 1

   
 

  
 

 

Λύζε 

Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ε f είλαη ζπλερήο ζην . 

Δίλαη επίζεο: 
2

2

3x 6x, αλ x 1
f (x)

3x 12x, αλ x 1
 

Γελ εμεηάδνπκε αθόκε ηελ παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f ζην 1. Ίζσο απηό λα κε καο 

ρξεηαζηεί. 

 

Δίλαη αθόκε: 
6x 6 , αλ x 1

f (x)
6x 12 , αλ x 1

 

 

΢ρεκαηίδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πξνθύπηεη όηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ ζηα δηαζηήκαηα 

[ 1,1] θαη [1,2] , ελώ ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ζηα ( , 1]  θαη [2, )  

Σα ζεκεία 1x 1 θαη 2x 2  είλαη ζεκεία θακπήο. 

 

Δπεηδή ε θπξηόηεηα εθαηέξσζελ ηνπ 0x =1 δελ αιιάδεη, ην ζεκείν 0x =1 δελ είλαη 

ζεκείν θακπήο. 

Αλ όκσο ε θπξηνηεηα άιιαδε εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ απηνύ, ζα έπξεπε λα 

εμεηάζνπκε αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 1 γηα λα δνύκε αλ ζην ζεκείν απηό ππάξρεη 

εθαπηνκέλε ηεο fc . 

 

Έλα πιεξέζηεξν ζπκπέξαζκα κπνξνύκε λα εμάγνπκε γηα ηελ θπξηνηεηα ηεο f. 

Μπνξνύκε λα απνδείμνπκε όηη ε f ζηξέθεη ηα θνίια άλσ ζε νιόθιεξν ην δηάζηεκα  

[ 1,2] . Γηα ηνλ ζθνπό απηό πξέπεη λα απνδείμνπκε όηη ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην 

( 1,2) . Γηα λα γίλεη απηό πξέπεη λα απνδείμνπκε επηπιένλ όηη ε f ππάξρεη ζην 1 θαη 

είλαη είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν απηό. 

Η απόδεημε ηεο ύπαξμεο ηεο f ζην ζεκείν 1 γίλεηαη εύθνια κε ηελ βνήζεηα ηνπ 

νξηζκνύ. Απνδεηθλύεηαη όηη f (1) 9 . Καηόπηλ ε ζπλέρεηα ηεο f είλαη πξνθαλήο από 
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΢ει. 58 

ηνπο ηύπνπο ηεο. Καη επεηδή f (x) 0  ζηα ( 1,1) θαη (1,2) (βι. πξνεγνύκελν πίλαθα), 

ε f  είλαη γλ. αύμνπζα ζην ( 1,2) , άξα ε f ζηξέθεη ηα θνίια άλσ ζην [ 1,2]  

 

6) Αληίζεηα κε ηε κνλνηνλία θαηά ηελ νπνία αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλ. αύμνπζα ζηα 

0{α, x ]  θαη 
0[x ,β} ηόηε ε f είλαη γλ. αύμνπζα θαη ζηελ έλσζε 

0 0{α, x ] [x , β}={α, β} , 

γηα ηελ θπξηνηεηα δελ ηζρύεη ε αληίζηνηρε πξόηαζε. Γειαδή: 

 

Αλ ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηα 
0

{α,x ]  θαη 
0

[x ,β} , δελ πξνθύπηεη ζπκπέξαζκα 

γηα ηελ θπξηνηεηα ζηελ έλσζε 
0 0

{α, x ] [x , β}={α, β}  

 

Απηό πξνθύπηεη εύθνια κε ηε βνήζεηα ελόο δηαγξάκκαηνο ζην νπνίν θαηαθαίλεηαη ε 

αιήζεηα ηεο πξόηαζεο. Από ην ίδην ην δηάγξακκα θαηαζθεπάζακε θαη ηελ αληίζηνηρε 

ζπλάξηεζε πνπ ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα [ 1,1]  θαη [1,3] , 

ελώ δελ ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηελ έλσζε [ 1,1] [1,3] [ 1,3] . 

 

Ζ ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο εμήο:  
2

2

x , αλ 1 x 1
f(x)

(x 2) , αλ 1 x 3

   
 

  
 

Η f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

 

Δίλαη: 
2x, αλ 1 x 1

f (x)
2(x 2), αλ 1 x 3

 

 

Η f  είλαη γλ. αύμνπζα ζηα ( 1,1)  θαη (1,3) , άξα 

ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζε θαζέλα από ηα 

δηαζηήκαηα  [ 1,1]  θαη [1,3] , όκσο ε f δελ 

ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζηελ έλσζε  

[ 1,1] [1,3] [ 1,3] , αθνύ ε f  δελ είλαη γλ. αύμνπζα ζην 1,3) . 

Πξάγκαηη, 
1

f ( ) 1
2

 θαη 
3

f ( ) 1
2

, δειαδή 
1 3

f ( ) > f ( )
2 2

 

 

7) Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ {α,β} , 
0

x Γ , ππάξρεη ε f   ζην 
0

Γ (α,β)  θαη  

0
f (x ) 0   ηόηε αλ 

 f (x) 0   ζην 
0 0

(α,x ) (x ,β)  ηόηε ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζην Γ 

 f (x) 0   ζην 
0 0

(α,x ) (x ,β)  ηόηε ε f ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζην Γ. 

 

Πξάγκαηη, επεηδή f   ζπλερήο ζην 0Γ  (αθνύ είλαη παξαγσγίζηκε) θαη f (x) 0  ζην  

0 0(α,x ) (x ,β) , ε f είλαη γλ. αύμνπζα ζην 0Γ , νπόηε ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζην Γ 

Όκνηα γίλεηαη ε απόδεημε γηα ηε 2
ε
 πεξίπησζε. 
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Παξαηήξεζε 

Από ηελ παξαπάλσ απόδεημε πξνθύπηεη όηη ηα ζεκεία κεδεληζκνύ ηεο fκπνξνύλ λα 

είλαη θαη πεξηζζόηεξα. 

Απνδεηθλύεηαη αθόκε όηη κπνξνύλ λα είλαη θαη άπεηξα, αξθεί θαλέλα ππνζύλνιν ησλ 

ζεκείσλ κεδεληζκνύ λα κελ απνηειεί δηάζηεκα. 

 

Από ηελ ίδηα απόδεημε πξνθύπηεη όηη  

 

Όηαλ ε f   δελ ππάξρεη ζε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ ηνπ 
0

Γ , ζηα ππόινηπα 

όκσο ζεκεία ηνπ 
0

Γ  είλαη f (x) 0  , ε f ζηξέθεη ηα θνίια πάλσ ζην Γ. 

 

Αλάινγε πξόηαζε ηζρύεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε f ζηξέθεη ηα θνίια θάησ ζην Γ. 

 

8) Αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη 
0 0

x Γ , ηόηε ην 
0

x  δελ κπνξεί λα είλαη 

ζπγρξόλσο ζεκείν ηνπηθνύ αθξνηάηνπ θαη ζεκείν θακπήο. 

Πξάγκαηη, έζησ όηη ην ζεκείν 0x  είλαη ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ θαη ζεκείν θακπήο 

(όκνηα απόδεημε γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην 0x  είλαη ζεκείν ηνπηθνύ ειαρίζηνπ).  

Σόηε, ππάξρεη δ 0 , ηέηνην ώζηε 0f(x) f(x )  γηα θάζε 0 0x (x δ,x δ) , 

0f (x ) 0  θαη ηαπηόρξνλα ε f  αιιάδεη κνλνηνλία εθαηέξσζελ ηνπ 0x , π.ρ ε f  είλαη 

γλ. αύμνπζα ζην 0 0(x  - δ, x ]θαη γλ. θζίλνπζα ζην 0 0[x , x δ) . 

Σόηε, γηα 0 0x (x  - δ, x )  ζα είλαη: 0f (x) < f (x )=0 θαη γηα 0 0x (x ,x δ) ζα είλαη 

πάιη 0f (x)<f (x ) 0 , δειαδή ζα είλαη f (x) 0  γηα θάζε 0 0x (x δ,x δ) , 

επνκέλσο ε f ζα είλαη γλ. θζίλνπζα ζην 0 0(x  - δ, x +δ)  θαη ην 0x   δελ κπνξεί λα είλαη 

ζεκείν ηνπηθνύ κεγίζηνπ. 

Καηαιήμακε ζε άηνπν επεηδή ππνζέζακε όηη ην 0x  είλαη θαη ζεκείν ηνπηθνύ αθξνηάηνπ 

θαη ζεκείν θακπήο. 

 

Έηζη ην 0x  δελ κπνξεί λα είλαη ηαπηόρξνλα θαη ζεκείν ηνπηθνύ αθξνηάηνπ θαη ζεκείν 

θακπήο. 

 

Σα παξαθάησ θαίλνληαη εύθνια από ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί. 
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Αζύκπησηεο 
 

Ίζσο από παιαηόηεξνπο νξηζκνύο ηεο αζύκπησηεο, ίζσο από έλλνηεο ηεο Φπζηθήο, 

ππάξρεη κηα ιάζνο αληίιεςε γηα ην πνηα είλαη ζέζε κηαο νξηδόληηαο ή πιάγηαο 

αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο f ζρεηηθά κε ηε 
fc . 

 

Ιζρύεη ην εμήο 

 

Θεώξεκα 

Αλ ππάξρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ζην (αλη. ) ηόηε δελ ππάξρεη πιάγηα 

αζύκπησηε ζην (αλη. ). 

Αληίζηξνθα, αλ ππάξρεη πιάγηα αζύκπησηε ζην (αλη. ), ηόηε δελ ππάξρεη 

πιάγηα αζύκπησηε ζην (αλη. ). 

Γει., αλ ππάξρεη αζύκπησηε ζην (αλη. ), απηή είλαη κνλαδηθή. 

 

Απόδεημε 

Γελ κπνξνύκε λα έρνπκε θαη πιάγηα θαη νξηδόληηα αζύκπησηε ζην  ή ζην   

όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα, δηόηη ηόηε κηα θαηαθόξπθε ζα έηεκλε ηε fc  ζε 

δύν ζεκεία Α θαη Β. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η  πξόηαζε απηή κπνξεί λα απνδεηρζεί θαη αιγεβξηθά σο εμήο: 

 

Έζησ όηη ε fc  έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ζην  ηελ επζεία y β .  

Θα απνδείμνπκε όηη ε fc  δελ κπνξεί λα έρεη θαη πιάγηα αζύκπησηε ζην . 

Πξάγκαηη, επεηδή ε fc  είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο fc   ζην  ζα ηζρύεη: 

x
lim f(x) = β , άξα: 

x + x

f(x) 1
= [ f(x)] = 0.β = 0

x x
lim lim  

άξα δελ κπνξεί λα ππάξρεη πιάγηα αζύκπησηε ζην . 

 

Όκνηα γηα ην , αλ  ππάξρεη νξηδόληηα αζύκπησηε, δελ ππάξρεη πιάγηα. 
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Έηζη αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f βξνύκε νξηδόληηα αζύκπησηε ζην  ή ζην  δελ 

ςάρλνπκε πιάγηα ζην  ή ζην  αληίζηνηρα. 

 

Ιζρύεη θαη: Αλ ππάξρεη πιάγηα αζύκπησηε ζην  ηόηε δελ ππάξρεη νξηδόληηα 

αζύκπησηε ζην  δηόηη ζύκθσλα κε ηα πξνεγνύκελα, αλ ππήξρε νξηδόληηα 

αζύκπησηε ζην  ηόηε δελ ζα ππήξρε πιάγηα. 

 

Σα ίδηα ηζρύνπλ θαη γηα ην . 

 

 

΢εκεία ηνκήο αζύκπησηεο κε ηελ cf 

 

Οη νξηζκνί, ηόζν ηεο νξηδόληηαο όζν θαη ηεο πιάγηαο αζύκπησηεο επηηξέπνπλ λα έρεη ε 

νξηδόληηα ή ε πιάγηα αζύκπησηε θνηλά ζεκεία κε ηε 
fc . Απηό είλαη γεληθά γλσζηό, 

όκσο ε πεξίπησζε λα έρεη ε 
fc  κε ηελ αζύκπησηή ηεο θνηλά ζεκεία νζνδήπνηε καθξηά 

από ηελ αξρή ησλ ζπληεηαγκέλσλ δελ είλαη πνιύ γλσζηή. 

 

Η πεξίπησζε απηή  θαίλεηαη ζηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλ 

 

 

Παξάδεηγκα 1
ν
 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο  
εκx

f (x) 2
x

, *x  

Δπεηδή 
x
lim (f (x) 2)

x

εκx
lim 0

x
, ε επζεία  ε: y = 2 είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε 

ηεο f c θαη ζην  θαη ζην . 

Βξίζθνπκε ηώξα ηα θνηλά ζεκεία ησλ f c  θαη ε. 

 

Οη ηεηκεκέλεο απηώλ είλαη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο: 

f (x) 2  
εκx

0
x

 εκx 0 x θπ ,  *θ  

Τπάξρνπλ ινηπόλ άπεηξα ζεκεία ηνκήο ηεο ε κε ηελ f c  θαη κάιηζηα νζνδήπνηε καθξηά 

από ηελ αξρή ησλ ζπληεηαγκέλσλ. 

 

Παξάδεηγκα 2
ν
 

Η ζπλάξηεζε f νξίδεηαη σο  
εκx

f (x) 2x
x

, *x  

Δίλαη πάιη 
x
lim (f (x) 2x)

x

εκx
lim 0

x
, άξα ε επζεία ε κε εμίζσζε y 2x  είλαη 

πιάγηα αζύκπησηε ηεο f c  θαη ζην  θαη ζην . 

 

Οη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ cf θαη ε είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο: 

f (x) 2x   
εκx

0
x

εκx 0 x θπ ,  *θ  
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΢ει. 62 

Καη ζην παξάδεηγκα απηό ινηπόλ έρνπκε άπεηξα θνηλά ζεκεία ηεο ε κε ηε 
f c  

 

Ο νξηζκόο ηεο πιάγηαο αζύκπησηεο πεξηιακβάλεη θαη ηελ παξαθάησ πεξίπησζε 

Η ζπλάξηεζε f (x) αx β   (επζεία) έρεη θαη ζην θαη ζην   αζύκπησηε ηελ ίδηα 

ηελ επζεία y αx β  , αθνύ 
x x
lim[f (x) (α x β)] lim 0 0
 

     

 

 

 

Καλόλαο De l’ Hospital 
 

Παξάδεηγκα όπνπ δελ εθαξκόδεηαη ν θαλόλαο De l’ Hospital 

 

΢ην παξαθάησ παξάδεηγκα ελώ ππάξρεη ην 
0x x

f (x)
lim

g(x)
, δελ ππάξρεη ην 

0x x

f (x)
lim

g (x)




 

Δίλαη 

2

x 0

1
x εκ

xlim
εκx


x 0

x 1
lim xεκ

εκx x

  
   
  

1 0 0   

Αθνύ 
x 0

x
lim 1

εκx
   θαη  

x 0

1
lim xεκ 0

x

 
 

 
  (θξηηήξην παξεκβνιήο) 

Αο δνύκε ηώξα αλ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ν θαλόλαο De l’ Hospital 

Δίλαη 
2

x 0

1
lim x εκ 0

x

 
 

 
 (θξηηήξην παξεκβνιήο) θαη 

x 0
limεκx 0


 , δειαδή έρνπκε κηα 

απξνζδηνξηζηία ηεο κνξθήο 
0

0
 

Δίλαη: 
x 0

f (x)
lim

g (x)




 x 0

1 1
2xεκ ζπλ

x xlim
ζπλx



 

Σν όξην ηνπ παξνλνκαζηή είλαη ίζν κε 1, ελώ δελ ππάξρεη ην όξην ηνπ αξηζκεηή. 

Πξάγκαηη, επεηδή ππάξρεη ην 
x 0

1
lim(xεκ ) 0

x
 ελώ δελ ππάξρεη ην 

x 0

1
limζπλ

x
, δελ 

ππάξρεη ην όξην ηνπ αξηζκεηή θαη επνκέλσο δελ ππάξρεη ην όξην ηνπ θιάζκαηνο. 

Έηζη ν θαλόλαο De l’ Hospital δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί. 

 

 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ θαλόλα ηνπ De l’ Hospital κπνξνύκε εύθνια λα απνδείμνπκε ηελ 

εμήο  

 

Πξόηαζε 

Έζησ ζπλάξηεζε f : Γ  θαη  
0 0

x Γ  . Αλ  

 

 ε f είλαη ζπλερήο ζην 
0

x    

 

 ππάξρεη ην 
0x x

lim f (x)


   , 
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΢ει. 63 

ηόηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 
0

x  θαη 
0

f (x )   

 

Η πξόηαζε απηή κε άιιε νξνινγία ιέεη ην εμήο: 

 

Αλ ππάξρεη ην όξην ηεο f   ζην ζεκείν 
0

x   ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο όπνπ ε f είλαη 

ζπλερήο, ηόηε θαη ε f   είλαη ζπλερήο ζην 
0

x .
5
 

 

Από ηελ πξόηαζε απηή πξνθύπηεη ην ζπκπέξαζκα όηη : 

 

Ζ κόλε πεξίπησζε αζπλέρεηαο ηεο f   ζην 
0

x  είλαη λα κελ ππάξρεη ην όξην ηεο f   

ζην 
0

x  

 

Η παξαπάλσ πξόηαζε απνθιείεη ηελ πεξίπησζε αζπλέρεηαο ηεο f  ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο 1 (αηξνκέλε αζπλέρεηα). Αζπλέρεηα γηα ηελ f  κπνξνύκε λα έρνπκε κόλν ζαλ 

απηήλ ηνπ ζρ. 2 (κε αηξνκέλε αζπλέρεηα). 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

΢ηνλ θαλόλα ηνπ De l’ Hospital ρξεηάδεηαη πξνζνρή θαη ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ 

αθνινπζνύλ: 

 

Παξάδεηγκα 

Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν α 0 , λα απνδεηρζεί όηη 

2 2
x α

xf(x) αf(α) f (α) αf (α)
lim

x α 2α

 



 

 

Λάζνο ιύζε 

Δθαξκόδνπκε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital 

2 2x α

xf (x) αf (α)
lim

x α





2 2x α

[xf (x) αf (α)]
lim

(x α )




 x α

f (x) xf (x)
lim

2x




f (α) αf (α)

2α


 

΢ηελ παξαπάλσ ιύζε ππάξρνπλ δύν ζεκαληηθά ιάζε 

 

1
ν
 Λάζνο 

Γηα λα γξάςνπκε 
x α
limg(x)


πξέπεη ε g λα νξίδεηαη θνληά ζην α, δειαδή ζε δηάζηεκα ηεο 

κνξθήο (α δ,α)  ή (α,α δ)  

                                                
5
 Η απόδεημε ηεο πξόηαζεο απηήο κπνξεί λα γίλεη εύθνια κε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital (βι. εηζήγεζή 

καο κε ηίηιν ΥΡΗ΢ΙΜΑ ΘΔΩΡΗΜΑΣΑ ΢ΣΙ΢ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ΢) 
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΢ει. 64 

Γηα λα γξάςνπκε ινηπόλ 
x α

f (x) xf (x)
lim

2x


 πξέπεη θαη ε f   λα νξίδεηαη ζε έλα 

ηνπιάρηζηνλ από ηα δύν παξαπάλσ δηαζηήκαηα. 

Όκσο απηό πνπ δόζεθε είλαη όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε κόλν ζην α.  Έηζη δελ 

κπνξνύκε λα γξάςνπκε 
x α

f (x) xf (x)
lim

2x


 

 

2
ν
 Λάζνο 

Γξάςακε ζηελ παξαπάλσ ιύζε 
x α

f (x) xf (x)
lim

2x




f (α) αf (α)

2α


 

Γηα λα γξάςνπκε ην παξαπάλσ πξέπεη 
x α
limf (x) f (α)


  , δειαδή πξέπεη ε f  λα είλαη 

ζπλερήο ζην α. Κάηη ηέηνην όκσο δελ δόζεθε. 

Σν όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην α δελ εμαζθαιίδεη όηη θαη ε f  είλαη ζπλερήο ζην α, 

αλ θαη ε εύξεζε αληηπαξαδείγκαηνο δελ είλαη θαζόινπ εύθνιε ππόζεζε. 

(βι. εηζήγεζή καο κε ηίηιν ΔΠΙ΢ΗΜΑΝ΢ΔΙ΢ ΚΑΙ ΓΙΔΤΚΡΙΝΙ΢ΔΙ΢ ΜΔ ΑΦΟΡΜΗ 

ΘΔΜΑΣΑ ΠΑΝΔΛΛΑΓΙΚΩΝ ΔΞΔΣΑ΢ΔΩΝ) 

 

Μηα ζσζηή ιύζε είλαη απηή πνπ αθνινπζεί 

 

΢σζηή ιύζε 

Δπεηδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην α, ηζρύεη 
x α

f (x) f (α)
lim f (α)

x α


 


 

Δίλαη ηώξα: 

2 2x α

xf (x) αf (α)
lim

x α




 2 2x α

[xf (x) xf (α)] [xf(α) αf (α)]
lim

x α

  




x α

x[f (x) f (α)] (x α)f(α)
lim

(x α)(x α)

  


  x α

x f (x) f (α) f(α)
lim

x α x α x α

 
      

α f (α)
f (α)

2α 2α
  

f (α) αf (α)

2α


 

Όπσο βιέπνπκε ην απνηέιεζκα θαη κε ηηο δύν ιύζεηο είλαη ην ίδην. 

Απηό εμεγείηαη σο εμήο: 

 

Απηό πνπ δόζεθε είλαη όηη ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην α θαη δεηήζεθε λα απνδείμνπκε 

όηη 
2 2x α

xf (x) αf (α) f (α) αf (α)
lim

x α 2α

 
 


 

Απηό ζεκαίλεη όηη αδηάθνξα αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε κόλν ζην α θαη ή θαη ζε πεξηνρή 

ηνπ α θαη αδηάθνξα αλ ε f   είλαη ή όρη ζπλερήο ζην α, ην όξην είλαη θαζνξηζκέλν. 

Έηζη ινηπόλ ην όξην πνπ βξήθακε κε ηνλ θαλόλα De l’ Hospital ζεσξώληαο όηη ηζρύνπλ 

επηπιένλ νη παξαπάλσ πξνϋπνζέζεηο (παξαγσγηζηκόηεηα ηεο f θνληά ζην α θαη 

ζπλέρεηα ηεο f   ζην α) δελ κπνξνύζε λα είλαη δηαθνξεηηθό. 

 


